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内 容 简介 


本 书 是 作者 根据 多 年 在 北京 大 学 物理 系 教学 与 科研 工作 的 经 验 而 写 
成 ，20 世纪 80 年 代 初出 版 以 来 ， 深 受 读者 欢迎 ， 多 次 再 版 重印 .本 书 第 
二 版 (1990) 做 了 大 幅度 修订 与 增补 ， 分 两 卷 出 版 ， 卷 可 作为 本 科 生 教 
材 或 主要 参考 书 ， 卷 荆 则 作为 研究 生 的 教学 参考 书 ， 第 三 版 (特别 是 卷 
卫 〉 的 内 容 ， 做 了 很 大 的 修订 ， 把 近 20 年 来 量子 力学 (实验 与 理论 ) 的 
主要 的 新 进展 系统 介绍 给 读者 ， 第 四 版 内 容 又 做 了 修订 . 

眷 工 内 容 包括 : 量子 力学 的 诞生 、 波 函数 与 Schr6dinger 方程、 一 维 
定 态 问题 、 力 学 量 用 算 符 表达 、 力 学 量 随 时 间 的 演化 与 对 称 性 、 中 心力 
场 、 粒 子 在 电磁 场 中 的 运动 、 表 象 变换 与 量子 力学 的 矩阵 形式 、 自 旋 、 力 
学 量 本 征 值 的 代数 解法 、 束 缚 定 态 微 扰 论 、 量 子路 迁 、 散 射 理 论 、 其 他 近 
似 方法 .为 帮助 读者 更 深入 掌握 有 关内 容 ， 书 中 安排 了 适当 的 例题 、 练 习 
题 和 思考 题 ， 每 一 章 还 选 人 了 适量 的 习题 ， 供 读者 选用 . 

本 书 适宜 作为 大 学 本 科 生 和 研究 生 的 教学 参考 书 ， 也 是 物理 学 工作 者 
的 一 本 有 用 的 参考 书 . 
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第 四 版 序言 


根据 近 几 年 使 用 本 书 的 读者 反映 的 信息 ， 对 本 书 第 三 版 的 安排 和 内 容 做 了 部 
分 修改 ， 一 些 读者 和 教师 建议 单列 一 章 讲述 表象 理论 ， 这 是 一 个 很 好 的 建议 ， 所 
以 把 第 三 版 卷 工 第 4 章 分 为 两 章 ， 力 学 量 用 算 符 表达 的 内 容 保留 在 第 4 章 ， 而 把 
表象 理论 放 在 第 6 章 〈 中 心力 场 ) 和 第 7 章 (电磁 场 中 粒子 的 运动 ) 之 后 ， 这 有 
助 于 读者 掌握 较 抽 象 的 表象 理论 ， 原 来 卷 工 中 的 Coulomb 散射 问题 ， 并 人 卷 I 
第 13 章 ， 这 便于 和 散射 的 Born 近似 方法 和 分 波 法 进行 比较 . 

在 讲述 内 容 方面 ， 一 方面 删 去 了 确 属 不 是 量子 力学 很 基本 的 部 分 内 容 ， 这 些 
内 容 更 适合 放 在 专门 的 课程 中 去 讲述 ， 另 一 方面 ， 增 加 了 少量 确 属 量子 力学 基本 
问题 〈 包 括 基本 理论 和 有 关 的 重要 实验 结果 ) 的 近期 重要 进展 的 简介 ， 例 如 ， 大 
分 子 Ce 的 双 缝 干涉 实验 ， 重 力 场 中 中 子 能 量 量子 化 的 实验 证 据 ， 介 观 和 宏观 尺 
度 的 Schr6dinger 猫 态 的 制备 ，N ( 宇 3) 量子 比特 的 Greenberger-Horne- 
Zeilinger (GHZ) 纠缠 态 及 相关 的 实验 ， 量 子 远程 传 态 实验 等 .此 外 ， 对 于 部 分 
问题 的 讲述 做 了 改进 ， 使 初学 者 更 容易 确切 了 解 和 掌握 有 关内 容 . 对 于 多 年 以 来 
对 本 书 提出 过 许多 宝贵 建议 的 广大 读者 和 教师 ， 在 此 表示 诚挚 的 谢意 ， 并 希望 继 
续 听 到 他 们 宝贵 的 意见 ， 使 本 书 不 断 改进 . 

量子 论 的 提出 ,已 经 历 一 百 多 年 ， 量 子 力学 的 建立 已 有 80 年 的 历史 ， 简 单 
介绍 一 下 国际 学 术 刊 物 的 一 些 文献 对 量子 力学 的 评价 及 有 关 实 验 结果 ， 对 读者 是 
有 神 益 的 . 

在 纪念 量子 论 诞生 100 周年 之 际 ，D. Kleppner & R，Jackiw 写 道 0. 

“Quantum theory is the most precisely tested and most successful theory in 

the history of science. ” 
尽管 量子 力学 已 经 取得 如 此 重大 的 成 功 ， 由 于 量子 力学 的 基本 概念 和 原理 〈 波 
动 - 粒 子 二 象 性 与 波 函 数 的 统计 诠释 ， 量 子 态 炙 加 原理 和 测量 问题 ， 不 确定 度 关 
系 等 ) 与 人 们 日 常生 活 经 验 严 重 抵触 ， 人 们 接受 起 来 有 很 大 难度 ， 正 如 N. Bohr 
所 说 ， 

“Anyone who is not shocked by quantum theory has not understood it. ?” 


对 待 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 诠释 ， 一 直 存 在 持续 的 争论 ， 而 大 多 数 争论 集中 


© D. Kleppner and R. Jackiw, Science, 289 (2000) ，893， 


在 著名 的 EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) 伴 雇 CR 和 Schr6dinger 猫 态 伴 床 @ 两 个 
问题 9 
对 于 EPR 伴 廖 的 争论 ，M,，A. Rowe 等 〈2001)@ 做 了 如 下 表述 ， 
“Local realism is the idea that objects have definite propertiés whether 
or not they are measured，and that measurements of these properties are 
not affected by events taking place sufficiently far away。 Einstein， 
Podolsky and Rosen used those reasonable assumptions to conclude that 
quantum mechanics is incomplete. ” 
很 长 一 段 时 间 ， 争 论 一 直 停留 为 纯 理 论 性 或 思辨 性 的 ， 但 @ 
“Starting in 1965, Bell and others constructed mathematical inequalities 
whereby experiments tests could distinguish between quantum mecha- 
nics and local realistic theories. Many experiments have since been done 
that are consistent with quantum mechanics and inconsistent with local 
realism. ” 
Bell 等 的 不 等 式 @8@ 所 揭示 的 定 域 实 在 论 与 量子 力学 的 矛盾 是 统计 性 的 ， Bell 不 
等 式 是 对 2 量子 比特 的 自 旋 纠缠 态 〈 自 旋 单 态 ) 的 分 析 得 出 的 .Greenberger， 
Horne & Zeilinger 对 Bell 的 工作 做 了 推广 2， 他 们 分 析 了 N ( 宇 3〉 量子 比特 的 
纠缠 态 (GHZ 态 ) ， 发 现 量子 力学 对 某 些 可 观测 量 的 确切 预期 结果 与 定 域 实 在 论 
矛盾 2@.， 后 来 的 实验 观测 结果 与 量子 力学 预期 完全 一 致 ， 而 与 定 域 实 在 论 尖 锐 
矛盾 9，、A. Zeilinger 在 纪念 量子 论 诞生 100 周年 的 文章 @ 中 写 道 : 
“All modern experiments confirm the quantum predictions with unpre- 
cedented precision. Evidence overwhelmingly suggests that a local rea- 


listic explanation of nature is not possible. ” 


Schr6dinger 猎 态 伴 廖 一文 ?提出 了 一 个 疑问 ， 即 “量子 力学 对 宏观 世界 是 
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否 适 用 ?” 这 也 涉及 量子 力学 和 经 典 力学 的 关系 [注意 ， 不 可 把 “经 典 ” (classi- 
cal) 与 “宏观 ”(macroscopic) 等 同 起 来 ]， 近 年 来 ， 在 特定 的 实验 条 件 下 ， 已 
相继 制备 出 介 观 尺度 和 宏观 尺度 的 Schr6dinger“ 猫 态 ”?8,，H. D. Zeh 和 W. 
H. Zurek389 提出 用 退 相 干 (decoherence) 观点 来 描述 微观 世界 到 宏观 世界 的 
过 渡 .， 他们 认为 ® ， 
“States of quantum systems evolve according to the deterministic, linear 
Schr6dinger equation 


.d 
和 计 二 | 内 =H|y) 


That is, just as in classical mechanics, given the initial state of the SySs- 
tem and its Hamiltonian H, one can compute the state at an arbitrary 
time. This deterministic evolution of | 路 has been verified in carefully 
controlled experiments. ” 
同时 他 们 又 指出 ， 由 于 实在 的 宏观 物体 不 可 避免 与 周围 环境 相互 作用 ， 从 而 导致 
相干 性 迅即 消失 ， 在 一 般 情 况 下 ， 不 可 能 观测 到 宏观 量子 丢 加 态 ， 对 此 ， Myatt 
等 写 道 9， 
“The theory of mechanics applies to closed system。In such ideal situa- 
tions, a single atom can, for example, exist simultaneously in a super- 
position of two different spatial locations. In contrast, real systems al- 
ways interact with their environment, with the consequence that macro- 
scopic quantum superpositions (as illustrated by the Schrodinger’s cat' 
thought-experiment) are not observed.” 
对 于 量子 力学 基本 概念 的 持续 多 年 的 争论 ，R. Blatt (2000) 评论 道 @， 
“The apparently strange predictions of quantum theory have led to the 
notion of “paradox’”, which arises only when quantum Systems are 


viewed with a classical eye. ” 


C，Tesche 写 道 @， 
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“The paradoxes of the past are about to the technology of the future.” 
人 们 看 到 ， 伴 随 这 个 长 期 的 争论 ， 一 些 新 兴 的 学 科 领 域 ， 例 如 量子 信息 论 〈 量 子 
计算 ， 量 子 远程 传 态 ， 量 子 搜索 ， 量子 博弈 等 ) ， 量 子 态 工程 等 ， 正 方兴未艾 . 

当然 ， 尽 管 量子 力学 已 在 如 此 广泛 和 众多 领域 取得 极为 辉煌 的 成 功 ，19 世 
纪 末 物 理学 家 的 历史 经 验 值得 注意 .量子 力学 是 经 过 大 量 实验 工作 验证 了 的 一 门 
科学 ， 它 的 正确 性 在 人 们 实践 所 及 领域 内 毋庸 质疑 . 但 量子 力学 并 非 绝对 真理 . 
量子 力学 并 没有 ， 也 不 可 能 关闭 人 们 进一步 认识 自然 界 的 道路 ， 人 们 应 记 住 
Feynman 的 如 下 告诫 

“We should always keep in mind the possibility that quantum mechanics 

may fail，since it has certain difficulties with philosophical prejudices 

that we have about measurement and observation. ” 
此 外 ， 量 子 力学 与 广义 相对 论 的 了 矛盾， 还 未 解决 C， 关 于 量子 力学 的 争论 ， 或 许 
是 一 个 更 深层 次 的 有 待 探 索 的 问题 的 一 部 分 2， 正 如 中 国 古 代 伟大 诗人 届 原 的 
《离骚 》 中 所 说 : 

“路 漫漫 其 修 远 分 ， 吾 将 上 下 而 求索 .“ 
在 进一步 探索 中 ， 人 们 对 于 自然 界 中 物质 存在 的 形式 和 运动 规律 的 认识 ， 或 许 还 
有 更 根本 性 的 变革 . 


作者 于 北京 大 学 物理 学 院 
2007 年 1 月 
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第 三 版 (2000 年 ) 序言 


今年 ， 我 们 迎 来 了 量子 论 诞 生 一 百 周 年 . 量子 力学 的 建立 ， 也 已 历 七 十 余 
载 ， 量子 力学 与 相对 论 的 提出 ， 是 20 世纪 物理 学 两 个 划时代 的 成 就 ， 可 以 毫 不 
夸张 地 说 ， 没 有 量子 力学 与 相对 论 的 建立 ， 就 没有 人 类 的 现代 物质 文明 . 

“原子 水 平 上 的 物质 结构 及 其 属性 ”这 个 古老 而 基本 的 课题 ， 只 有 在 量子 力 
学 理论 基础 上 才 原 则 上 得 以 解决 ， 可 以 说 没有 哪 一 门 现代 物理 学 的 分 支 及 相关 的 
边缘 学 科 能 离开 量子 力学 这 个 基础 例如， 固态 物理 学 、 原 子 与 分 子 结 构 和 激光 
物理 、 原 子 核 结构 与 核能 利用 核电 技术 和 原子 弹 )、 粒 子 物理 学 、 量 子 化 学 和 
量子 生物 学 、 材 料 科 学 、 表 面 物理 、 低 温 物理 、 介 观 物 理 、 天 体 物理 、 量 子 信息 
科学 等 ， 实 在 难以 胜 数 . 

然而 在 量子 力学 建立 的 早期 年 代 ， 很 少 人 意识 到 这 个 基本 理论 的 广阔 应 用 前 
景 ， 当 时 ， 很 少 人 能 认识 到 ， 有 朝 一 日 量子 力学 会 提供 发 展 原 子弹 和 核电 技术 所 
必需 的 理论 基础 ， 同 样 ， 也 很 少 人 想到 基于 量子 力学 而 发 展 起 来 的 固态 物理 学 ， 
不 仅 基本 搞 清 了 “为 什么 有 绝缘 体 、 导 体 、 半 导体 之 分 ??“ 在 什么 情况 下 会 出 现 
超 导 现 象 ?”“ 为 什么 有 顺 磁体 、 反 磁 体 和 铁 磁体 之 分 ?” 等 最 基本 的 问题 ， 还 引 
发 了 通讯 技术 和 计算 机 技术 的 重大 变革 ， 而 这 些 进 展 对 现代 物质 文明 有 决定 性 的 
影响 . 

但 事情 到 此 并 没有 完结 ， 尽管 量子 力学 基本 理论 体系 已 在 20 世纪 20 年 代 建 
立 起 来 ， 尽 管 正统 的 量子 力学 理论 在 说 明 各 种 实验 现象 和 在 极 广泛 领域 中 的 应 用 
已 取得 令 人 惊叹 的 成 就 ， 但 围绕 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 理解 及 物理 图 像 ， 一 
直 存 在 激烈 的 争论 ， 我 们 兴奋 地 注意 到 ， 近 年 来 量子 力学 在 实验 和 理论 方面 已 取 
得 令 人 瞩目 的 新 进展 . 在 国际 上 一 些 权威 性 学 术 刊 物 (如 Nature，Science， 
Phys， Rev. Lett.， 等 ) 上 不 断 出 现 一 系列 报道 ,一 方面 ， 关 于 量子 力学 基本 概 
念 和 原理 的 争论 ， 已 从 思辨 性 讨论 转向 实证 性 研究 [包括 EPR 伴 雇 ，Bell 不 等 
式 ， 量 子 力 学 中 的 非 定 域 性 的 实验 检验 ，Schr6dinger 猫 态 在 介 观 尺度 上 的 实现 ， 
纠缠 态 概 念 与 路 径 判断 (which-way〉 实验 ， 作 为 描述 系 综 的 波 函 数 的 实验 测 
量 , 等 ]， 这 些 成 果 有 助 于 人 们 重新 理解 量子 力学 的 基本 概念 和 原理 ， 以 及 量子 
力学 和 经 典 力学 的 关系 ， 另 一 方面 ， 一 系列 新 的 宏观 量子 效应 不 断 被 发 现 ， 例 
如 ， 继 激光 、 超 导 和 超 流 现象 、Josephson 效应 等 之 后 ， 近 年 来 发 现 的 量子 Hall 
效应 ， 高 温 超 导 现 象 ，Bose-Einstein 凝聚 等 ， 相 关 的 应 用 技术 也 正在 迅速 开展 . 
估计 在 21 世纪 初 ， 量 子 力学 的 实用 性 会 更 加 明显 ， 一 批 新 的 交叉 学 科 将 应 运 而 
生 ， 例 如 ， 量 子 态 工 程 ， 量 子 信息 科学 等 . 


所 有 这 些 新 的 进展 给 人 们 两 个 印象 : 一 是 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 深刻 内 
涵 及 其 广阔 的 应 用 前 景 ， 还 远 未 被 人 们 发 掘 出 来 ， 在 我 们 面前 还 有 一 个 很 大 的 必 
然 王国 ， 量 子 力学 的 进一步 发 展 ， 也 许 会 对 21 世纪 人 类 的 物质 文明 有 更 深远 的 
影响 ， 另 一 方面 ， 人 们 看 到 ， 量 子 力学 理论 所 给 出 的 预言 ， 已 被 无 数 实验 证 明 是 
正确 的 ， 当 然 ， 人 们 对 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 理解 还 会 不 断 深化 ， 但 可 以 相 
信 ， 至 少 在 人 们 现今 对 物质 存在 形式 的 概念 下 ， 量 子 力学 的 理论 体系 无 疑 是 正确 
的 . 

为 适应 量子 力学 近年 来 的 这 些 新 进展 ， 本 书 第 三 版 (特别 是 卷 卫 〉 做 了 较 大 
幅度 的 修改 ， 卷 工 适 合 于 作为 本 科 生 学 习 量子 力学 的 进一步 深入 的 参考 书 ， 卷 了 
则 可 作为 研究 生 高 等 量子 力学 课 的 主要 参考 书 ， 青 年 物理 学 工作 者 在 学 完 本 书 
后 ， 可 以 比较 顺利 地 进入 与 量子 力学 有 关 的 各 前 沿 领域 的 研究 工作 . 

本 书 是 根据 作者 在 北京 大 学 从 事 量 子 力学 教学 和 研究 40 年 经 验 写 成 的 ， 作 
为 一 个 教师 ， 我 愿 对 同行 教师 和 同学 们 讲 讲 自己 的 对 教学 的 一 些 看 法 . 

教师 的 职责 是 从 事 教学 ， 教 师 教 学 生 ， 教 什么 ? 如 何 教 ? 学 生 要 学 ， 学 什 
么 ? 如 何 更 有 效 地 学 ? 我 认为 一 个 好 的 高 校 教师 ， 不 应 只 满足 于 传授 知识 ， 而 应 
着 重 培养 学 生 如 何 思考 问题 、 提 出 问题 和 解决 问题 . 

这 里 涉及 到 科学 上 的 继承 和 创新 的 关系 .中 国有 名 古话 :“ 继 往 开 来 >， 说 得 
极 好 ， 很 符合 辩证 法 .我 的 理解 ，“ 继 往 ” 只 是 一 种 考 段 ， 而 目的 只 能 是 “ 开 
来 "诚然 ， 为 了 有 效 地 进行 探索 性 工作 ， 必 须 扎 扎实 实 继承 前 人 留 下 的 有 用 的 
知识 遗产 .但 如 就 此 止步 ， 科 学 和 人 类 的 进步 自 何 而 来 ? 有 了 这 点 认识 ， 我 们 的 
教学 思想 境界 就 会 高 得 多 ， 就 别有一番 天 地 ， 就 把 一 个 人 的 认识 活动 汇 进 不 断 发 
展 的 人 类 认识 活动 的 长 河中 去 了 . 

基于 这 点 认识 ， 教 师 就 会 自觉 地 去 贯彻 启发 式 的 教学 方式 ， 学 生 学 一 门 课 ， 
学 的 是 前 人 从 实践 中 总 结 出 来 的 间接 知识 ， 一 个 好 的 教师 ， 应 当 引 导 学 生 设 身 处 
地 去 思考 ， 是 否 自己 也 能 根据 一 定 的 实验 现象 ， 通 过 分 析 和 推理 去 得 出 前 人 已 认 
识 到 的 规律 ?自然 科学 中 任何 一 个 新 的 概念 和 原理 ， 总 是 在 旧 概 念 和 原理 与 新 的 
实验 现象 的 矛盾 中 诞生 的 ， 讲 课 虽 不 必要 完全 按照 历史 的 发 展 线索 讲 ， 但 有 必要 
充分 展开 这 种 矛盾 ， 让 学 生 自 己 去 思考 ， 自 己 去 设想 一 个 解决 矛盾 的 方案 ， 在 此 
过 程 中 ， 即 使 错 了 ， 也 不 要 紧 ， 学 生 可 以 由 此 得 到 极为 宝贵 的 独立 工作 能 力 的 银 
炼 ， 如 果 设 想 出 来 的 方案 与 历史 上 解决 此 矛盾 的 途径 不 一 样 ， 那 就 更 好 ， 科 学 史 
上 殊途同归 的 事例 是 屡见不鲜 的 ， 对 这 样 的 学 生 ， 就 应 格外 鼓励 ， 他 们 比 能 够 原 
封 不 动 重 述 书本 的 学 生 要 强 百 倍 . 

学 生 有 了 这 点 认识 ， 就 不 会 在 书本 和 现 有 理论 面前 顶礼 膜拜 〈“ 尽 信 书 不 如 
无 书 ”)， 而 是 把 它们 看 成 在 发 展 中 的 东西 ， 一 切 理 论 都 必须 放 在 实践 的 审判 台 前 
来 辩 明 其 真理 性 .我们 提倡 ， 对 待 前 人 的 知识 遗产 ， 既 不 可 轻率 否定 ， 也 不 可 育 
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目 相信 ， 这 样 ， 学 生 就 敢于 在 通过 思考 之 后 对 现 有 理论 或 老师 所 讲 的 东西 提出 怀 
疑 ， 这 对 于 培养 有 创造 性 的 人 才 是 至 关 紧 要 的 ， 也 是 应 提倡 的 学 风 和 师 生 关 系 
(所 谓 “ 道 之 所 存 ， 师 之 所 存 也 ”， 亦 即 “ 吾 爱 吾 师 ， 吾 尤 爱 真理 ”. ) 还 应 该 在 教 
学 中 提倡 讨论 的 风气 .Heisenberg 说 过 :“ 科 学 植 根 于 讨论 之 中 .” 

要 真正 贯彻 启发 式 教学 ， 教师 有 必要 进行 教学 与 科学 研究 ， 而 教学 研究 既 有 
教学 法 的 研究 ， 但 更 实质 性 的 是 教学 内 容 的 研究 . 

从 教学 法 来 讲 ， 教 师 讲 述 一 个 新 概念 和 新 原理 时 ， 应 力求 符合 初学 者 的 认识 
过 程 。 真 理 总 是 朴素 的 ， 我 相信 ， 一 切 理论 ， 不 管 它 多 困难 和 多 抽象 ， 总 有 办 法 
深入 浅 出 地 讲 清 楚 . 做 不 到 这 一 点 ， 常 常 是 由 于 教师 自己 对 问题 的 理解 太 肤浅 . 
此 外 ， 讲 述 新 概念 ， 如 能 与 学 生 学 过 的 知识 或 熟悉 的 东西 联系 起 来 讲 ， 进 行 类 
比 ， 则 学 习 的 难度 往往 会 大 为 减轻 ， 而 且 学 生 对 新 东西 的 理解 也 会 更 深刻 . 

在 教学 内 容 上 ， 至 少 对 于 像 量 子 力学 这 样 的 现代 物理 课程 来 讲 ， 我 认为 还 有 
很 多 问题 并 未 搞 得 很 清楚 ， 很 值得 深入 研究 ， 决 不 可 人 云 亦 云 ， 吴 大 溺 先 生 在 他 
的 《量子 力学 》( 甲 部 ) 的 序言 中 批评 不 少 教材 “ 轧 转 抄袭 ”"， 这 并 非 夸 张 之 词 . 
〈 例 如 国内 广泛 流传 的 布 洛 欣 采 夫 的 《量子 力学 原理 》 书 中 提 到 : 基于 波 函 数 的 
统计 诠释 ， 从 流 密度 的 连续 性 即 可 导出 波 函数 微 商 的 连续 性 ， 但 这 种 论证 是 错误 
的 . ) 教师 如 能 以 研究 的 态度 来 进行 教学 ， 通 过 “潜移默化 "， 学 生 也 就 会 把 这 种 
精神 和 学 风 带 到 他 们 尔后 的 工作 中 去 ， 这 就 播 下 了 宝贵 的 有 希望 的 种 子 ， 到 时 候 
就 会 开 出 更 美丽 的 花 打 ， 并 结 出 更 丰硕 的 果实 (“青出于蓝 而 胜 于 蓝 ， 冰 生 于 水 
而 寒 于 水 ”2). 

高 校 教师 ， 除 教学 之 外 ， 还 很 有 必要 在 某 些 前 沿 领域 进行 科学 研究 ， 一 个 完 
全 没有 科研 实践 经 验 的 人 ， 对 于 什么 是 认识 论 ， 往 往 只 会 流 于 纸上谈兵 ， 对 于 人 
们 怎样 从 不 知 到 知 ， 怎 样 从 杂乱 纷 终 的 现象 中 找 出 它们 的 内 在 联系 ， 则 一 片 茫 
然 ， 有 科学 实践 经 验 的 教师 ， 在 讲述 一 个 规律 或 原理 时 ， 一 般 会 注意 剖析 人 们 怎 
样 从 不 了 解 到 了 解 它 的 过 程 ， 而 不 是 把 它 看 成 一 堆 死板 的 知识 去 灌输 给 学 生 ， 我 
自己 有 过 多 次 这 样 的 体会 ， 即 当 讲述 一 个 问题 时 ， 如 果 自 己 在 该 问题 有 关 领域 做 
过 一 定 深度 的 工作 ， 讲 起 来 就 “很 有 精神 ”，“ 左 右 首 源 ”， 并 能 做 到 “深入 浅 
出 "，“ 言 简 意 赎 ”， 反之， 就 只 能 拘谨 地 重 述 别人 的 话 ， 不 敢 逾 越 雷 池 一 步 . 

高 校 教师 从 事 科 学 研究 还 有 两 个 有 利 条 件 ， 一 是 有 可 能 触及 学 科 发 展 中 某 些 
根本 性 的 问题 ， 这 对 于 只 搞 科研 而 不 从 事 教学 的 人 ， 往 往 难 以 注意 到 它们 ， 另 一 
有 利 条 件 是 能 广泛 接触 很 多 年 轻 学 生 〈 本 科 生 和 研究 生 )， 他 们 是 一 支 重要 的 新 
生 力 量 ， 受 传统 思想 的 束缚 较 少 ， 教 师 在 教 他 们 的 过 程 中 ， 往 往 会 得 到 很 多 启 
发 ， 历史 上 有 不 少 科学 家 ， 在 大 学 生 或 研究 生 阶 段 ， 就 已 对 一 些 科学 问题 作出 了 
重要 贡献 ， 例 如，R.P，Feynman 的 量子 力学 路 径 积 分 理论 ， 就 是 他 在 研究 生 
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阶段 完成 的 ， 有 鉴于 此 ， 我 在 教学 中 ， 对 改革 考试 制度 做 过 如 下 的 尝试 ， 即 在 适 
当 的 时 机 ， 向 同学 们 提出 一 些 目前 人 们 还 不 很 清楚 ， 而 学 生 已 有 基础 可 以 进行 探 
讨 的 问题， 如 哪 一 位 同学 能 给 出 一 个 解决 的 方案 ， 就 予以 免试 ， 给 予 最 优秀 的 成 
绩 .， 出 乎 意料 ， 有 一 些 问 题 竟 被 少数 聪明 而 勤奋 的 学 生 相当 满意 地 解决 了 ， 有 人 
也 许 会 说 ， 这 样 的 问题 不 太 好 找 . 但 我 的 经 验 表 明 ， 只 要 这 门 学 科 还 在 发 展 ， 这 
样 的 问题 就 比比 丝 是 ， 但 它们 只 对 勤 于 思考 的 人 敞开 大 门 ， 当 然 ， 这 样 的 问题 并 
不 一 定 都 非常 重要 ， 但 对 于 培养 创新 人 才 却 是 非常 有 效 的 . 

最 后 谈 谈 教材 建设 ， 也 许 有 人 认为 ， 像 量子 力学 这 样 一 门 学 科 ， 世 界 上 已 有 
不 少 名 著 ， 没 有 必要 再 写 一 本 教材 ， 但 我 认为 只 要 科学 发 展 不 停顿 ， 教 材 就 应 不 
断 更 新 ， 量 子 力学 虽然 比较 成 熟 ， 但 并 不 古老 ,学科 的 发 展 和 教材 的 建设 还 远 没 
有 达到 尽头 ， 我 们 充分 尊重 世界 名 著 ， 但 也 不 必 被 它们 完全 捆 住 了 手脚 ， 何 况 这 
些 名 著 也 不 尽 适合 我 国 的 教学 实际 情况 ， 回 想 20 世纪 50 年 代 ， 国 内 各 高 校 开设 
量子 力学 课 的 经 验 还 很 不 足 ， 当 时 北大 有 一 些 学 生 批 评 “ 量 子 力学 不 讲理 ",，“ 量 
子 力学 是 从 天 上 掉 下 来 的 ” 这 些 批评 虽 嫌 偏激 ， 但 也 反映 教学 中 存在 不 少 问题 . 
我 从 研究 生 毕 业 后 走 上 讲台 开始 ， 就 下 了 决心 要 改变 这 种 状况 ， 在 长 期 教学 实践 
和 科学 研究 的 基础 上 ， 写 成 了 《量子 力学 》( 上 、 下 册 ，1981， 科 学 出 版 社 )，90 
年 代 初 ， 又 改写 成 两 卷 本 ， 在 撰写 时 ， 我 结合 教学 实际 ， 对 基本 概念 和 原理 的 讲 
述 ， 做 了 一 些 新 的 尝试 ， 实践 证 明 ， 收 到 了 较 好 的 效果 ， 出 版 之 后 ， 我 先后 收 到 
一 千 多 封 读者 热情 的 来 信 ， 给 予 了 肯定 ， 认 为 对 提高 我 国 的 量子 力学 教学 水 平 以 
及 培养 我 国 〈 包 括 台 、 港 、 澳 地 区 及 世界 各 地 华裔 ) 一 代 年 轻 物 理学 工作 者 做 出 
了 积极 的 贡献 ， 该 书 先后 十 几 次 重 版 ， 仍 不 能 满足 读者 要 求 . 

岁月 如 流 ，40 年 转瞬 即 逝 ， 我 们 的 祖国 正 欣欣 向 荣 ,， 但 应 该 看 到 ， 我 国 的 
教育 事业 ， 与 先进 国家 相 比 ， 还 有 较 大 差距 我们 中 华 民族 曾经 有 过 光辉 的 历 
史 ， 对 人 类 的 科学 和 文化 做 出 过 很 多 重大 贡献 ， 但 近 几 百年 来 ， 我 们 落后 了 . 一 
个 国家 ， 如 果 教 育 长 期 落后 ， 就 不 可 能 强大 繁荣 ， 一 个 民族 如 不 重视 教育 ， 就 无 
法 自立 于 世界 民族 之 林 ， 在 此 新 世纪 来 临 之 际 ， 我 们 必须 不 失 时 机 奋起 直 追 ， 这 
可 能 需要 几 代 人 的 努力 ， 作 为 一 个 教师 ， 我 寄 希 望 于 年 轻 一 代 . “十 年 树木 ， 百 
年 树 人 ” 深信 我 们 祖国 群星 灿烂 、 人 才 摹 出 的 光辉 前 景 ， 定 会 加 速 到 来 . 


作者 于 北京 大 学 
2000 年 1 月 
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第 二 版 (1990 年 ) 序言 (摘录 ) 


10 年 前 ， 作 者 所 著 《 量 子 力学 》( 上 、 下 册 ， 科 学 出 版 社 ，1981) 的 内 容 是 
针对 当时 国内 量子 力学 教学 实际 情况 而 选 定 的 .该 书 出 版 以 来 ， 受 到 广大 读者 欢 
迎 ， 多 次 重印 ， 仍 不 能 满足 要 求 ， 作者 先后 收 到 读者 近 千 封 热情 详 溢 的 来 信 ， 给 
予 了 肯定 和 较 高 的 评价 ， 认 为 对 提高 我 国 量子 力学 教学 水 平 起 了 积极 的 作用 . 
1988 年 初 国家 教委 颁发 了 建国 以 来 首届 国家 级 高 校 优 秀 教 材 奖 ， 该 书 是 获奖 的 
六 本 物理 书 之 一 . 

10 年 以 来 ,我国 量 子 力学 教学 水 平 有 了 明显 提高 ， 各 高 校 普遍 招收 了 研究 
生 ， 作 为 物理 及 有 关 专 业 研究 生 的 基础 理论 课 ， 普 遍 设 置 了 高 等 量子 力学 课 ， 为 
适应 这 种 情况 ， 本 书 将 分 两 卷 出 版 ， 卷 工作 为 本 科 生 教材 或 参考 书 ， 而 卷 [ 则 作 
为 研究 生 的 教学 参考 书 . 

在 撰写 本 书 时 ， 作 者 参照 了 国外 近年 来 出 版 的 一 些 新 教材 的 优点 ， 更 多 地 反 
映 了 量子 力学 在 有 关 科研 前 沿 领域 中 的 应 用 ， 同 时 还 选用 了 同行 和 作者 近年 来 所 
做 的 某 些 教学 研究 成 果 . 

关于 量子 力学 发 展 史 的 介绍 ， 过 去 国内 教材 很 少 直接 引证 原始 文献 ， 有 些 史 
实 的 讲述 与 历史 有 出 人 .本 书 根据 国外 一 些 可 靠 的 量子 力学 史籍 和 原始 文献 ， 做 
了 一 些 重要 订正 . 例如 ， 关 于 Planck 黑体 辐射 公式 提出 的 历史 背景 ，Bohr 的 对 
应 原理 等 . 

基本 概念 和 原理 的 讲述 ， 历 来 是 一 个 大 难点 ， 过 去 学 生 批 评 “ 量 子 力 学 课 不 
讲理 ”,“ 量 子 力 学 是 从 天 上 掉 下 来 的 ”” 根据 作者 多 年 从 事 教学 和 科研 工作 的 经 
验 ， 在 《量子 力学 》(1981) 中 ， 曾 经 对 基本 概念 和 原理 的 讲述 做 了 一 些 新 的 尝 
试 ， 例如， 从 波动 -粒子 两 重 性 的 分 析 来 引进 波 函 数 的 统计 诠释 以 及 说 明 为 什么 
必须 引进 算 符 来 刻画 力学 量 ， 关 于 量子 态 概念 与 态 全 加 原理 ， 表 和 象 理论 等 。 作 者 
着 重 引导 读者 去 分 析 问 题 和 解决 问题 ， 以 增进 读者 的 学 习 兴 趣 ， 这 方面 得 到 了 很 
多 同行 和 读者 的 肯定 . 在 撰写 本 书 时 ， 作 者 又 做 了 进一步 改进 ， 并 纠正 了 一 些 流 
行 的 不 恰当 的 讲法 . 

过 去 国内 量子 力学 课 的 讲法 往往 给 读者 造成 一 个 印象 ， 认 为 力学 量 本 征 值 问 
题 似乎 总 是 在 一 定 边 条 件 下 去 求解 微分 方程 ， 这 有 历史 的 原因 . 但 据 作者 所 知 ， 
实际 科研 工作 中 更 多 地 是 用 代数 方法 求解 力学 量 的 本 征 值 ， 有 一 些 本 征 值 问 题 可 
以 用 代数 方法 给 出 极 漂亮 的 解法 . 例如 ， 角 动量 的 Dirac 理论 和 Schwinger 表 
象 . 为 弥补 这 方面 的 不 足 ， 本 书 增 设 力学 量 本 征 值 问题 的 代数 解法 一 章 . 

还 有 一 些 问题 ， 在 有 关 科 研 领 域 中 经 常 碰 到 ， 但 在 过 去 教材 中 讨论 得 很 少 ， 
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例如 ， 低 维 体系 ， 定 态 微 扰 论 与 量子 跃迁 的 关系 ， 共 振 态 与 束缚 态 的 关系 ， 散 射 
振幅 的 极点 与 束缚 定 态 能 级 的 关系 ，Hellmann-Feynman 定理 ， 自 然 单位 等 ， 本 
书 用 了 适当 篇 幅 予 以 介绍 .散射 理论 一 章 做 了 大 幅度 修改 ， 对 于 散射 的 经 典 描述 
和 量子 力学 描述 的 比较 ， 守 恒 量 分 析 在 散射 理论 中 的 重要 性 ，Born 近似 的 适用 
条 件 等 ， 都 做 了 较 详细 的 讨论 . 

为 了 有 助 于 读者 更 深入 理解 有 关 概 念 和 原理 ， 书 中 安排 了 适量 的 思考 题 和 练 
习题 ， 为 增进 读者 运用 量子 力学 处 理 具 体 问题 的 能 力 ， 在 每 章 之 末 选 进 了 大 量 习 
题 供 读者 选用 ， 并 附 有 答案 和 提示 .这 些 习题 中 有 相当 部 分 选 自 近年 来 国外 研究 
生 资 格 考试 题 . 采用 本 书 的 读者 ， 可 同时 选用 《量子 力学 习题 精 选 与 剖析 》 ( 钱 
伯 初 ， 曾 谨 言 ， 科 学 出 版 社 ) 作为 主要 参考 书 . | 

应 该 强调 ， 教 材 是 给 学 生 学 习 用 的 . 教师 讲课 时 应 根据 不 同情 况 (学 生 水 
平 ， 专 业 需 要 等 ) 选 讲 本 书 的 一 部 分 (二 2/3)， 其 余部 分 最 好 留 给 学 生 自 由 阅 
读 ， 这 有 利于 不 同 程度 和 兴趣 的 学 生发 展 其 聪明 才智 . 教师 应 该 明确 ， 教 学 的 目 
的 主要 是 培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 而 不 应 局 限于 传授 具体 的 知识 . 


作者 于 北京 大 学 
1989 年 春 


第 一 版 (1981 年 ) 序言 (摘录 ) 


量子 力学 是 在 人 类 的 生产 实践 和 科学 实验 深入 到 微观 物质 世界 领域 的 情况 
下 ,在 20 世纪 初 到 20 年 代 中 期 建立 起 来 的 ， 人 们 从 实践 中 发 现 ， 在 原子 领域 
中 ， 粒 子 的 运动 行为 与 日 常生 活 经 验 中 粒子 的 运动 行为 有 质 的 差异 ， 在 这 里 我 们 
碰 到 一 种 新 的 自然 现象 一 一 量子 现象 ， 它 们 的 特征 要 用 一 个 普 适 常量 一 一 Planck 
常量 h 来 表征 .经 典 物理 学 在 这 里 碰 到 了 无 法 克服 的 了 矛盾， 量子 力学 的 概念 与 规 
律 就 是 在 解决 这 些 矛 盾 的 过 程 中 逐步 揭示 出 来 的 . 

但 是 ， 不 能 认为 量子 力学 规律 与 宏观 物质 世界 无 关 ， 事 实 上 ， 量 子 力学 的 规 
律 不 仅 支 配 着 微观 世界 ， 而 且 也 支配 着 宏观 世界 ， 可 以 说 全 部 物理 学 都 是 量子 力 
物理 学 的 . 已 被 长 期 实践 证 明 的 描述 宏观 自然 现象 的 经 典 力学 规律 ， 实 质 上 不 过 
是 量子 力学 规律 的 一 个 近似 ， 一 般 说 来 ， 在 经 典 物理 学 中 不 直接 涉及 物质 的 微观 
组 成 问题 ， 因 而 量子 效应 并 不 显著 ， 所 以 经 典 力学 是 一 个 很 好 的 近似 ， 例 如 , 行 
星 绕 太 阳 的 运动 ， 与 氢 原 子 中 电子 绕 原 子 核 的 运动 相似 ， 都 受 量子 力学 规律 支 
配 ， 但 对 于 前 者 ， 量 子 效应 是 微不足道 的 《〈 角 动量 moR 六 h， 和 2 是 行星 质量 ,vw 
是 速度 ，R 是 轨道 半径 )， 因 此 ， 经 典 力学 规律 被 证 实 是 相当 正确 的 . 

但 有 一 些 宏观 现象 ， 量 子 效应 也 直接 而 明显 地 表现 出 来 ,例如 ， 极 低温 下 
(v 很 小 ) 的 超 导 现 象 与 超 流 现象 ， 又 例如 ， 白 矮星 及 中 子 星 等 高 密度 (R 很 小 ) 
的 星体 以 及 常温 、 常 压 、 常 密度 情况 下 质量 m 很 小 的 粒子 系 〈 例 如 ， 金 属 中 的 
电子 气 ) ， 量 子 效 应 都 很 显著 ， 不 能 忽视 ， 因 此， 经 典 力 学 与 量子 力学 适用 范围 
的 分 界线 ， 应 当 根 据 量子 效应 重要 与 否 来 划分 . 

量子 力学 规律 的 发 现 ， 是 人 们 对 于 自然 界 认识 的 深化 ， 量 子 力学 ， 特 别 是 非 
相对 论 量 子 力学 的 基本 规律 与 某 些 基本 概念 ， 从 它们 建立 到 现在 的 50 多 年 中 ,经 
历 了 无 数 实践 的 考验 ， 是 我 们 认识 和 改造 自然 界 所 不 可 或 缺 的 工具 ， 由 于 量子 力学 
所 涉及 的 规律 极为 普遍 ， 它 已 深入 到 物理 学 的 各 个 领域 ， 以 及 化 学 和 生物 学 的 某 些 
领域 现在， 可 以 说 ， 要 在 物理 学 的 任何 领域 进行 认真 的 工作 ， 没 有 量子 力学 是 不 
可 思议 的 ， 事 实 上 ， 量 子 力学 已 成 为 现代 物理 学 的 不 可 或 缺 的 理论 基础 ， 

当然 ， 与 任何 一 门 自然 科学 一 样 ， 量 子 力学 也 只 是 在 不 断 发 展 中 的 相对 真 
理 ， 从 量子 力学 建立 以 来 ， 对 它 的 某 些 基 本 概念 以 及 对 其 基本 规律 的 一 些 看 法 ， 
始终 存在 着 不 同 见解 的 争论 .这 需要 通过 进一步 的 科学 实践 以 及 新 的 矛盾 的 揭示 
来 逐步 加 以 解决 . 


作者 于 北京 大 学 
1981 年 春 
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bd XIX 二 


第 1 章 量子 力学 的 诞生 
1.1 经 典 物理 学 碰 到 了 哪些 严重 困难 ? 


相对 论 和 量子 力学 的 提出 ,是 20 世纪 物理 学 的 两 个 划时代 的 里 程 碑 ，A. Ein- 
stein 提出 的 狭义 相对 论 ,改变 了 Newton 力学 中 的 绝对 时 空 观 ,指明 了 Newton 力 
学 的 适用 范围 , 即 只 适用 于 速度 v 远 小 于 光速 的 物质 的 运动 (v/c<1,c==2. 998X 
10 my/s, 是 真空 中 的 光速 ). 量子 力学 则 涉及 物质 运动 形式 和 规律 的 根本 变革 . 20 
世纪 前 的 经 典 物 理学 (经 典 力学 .电动 力学 、 热 力学 与 统计 物理 学 等 ) ,只 适用 于 描 
述 一 般 宏观 条 件 下 物质 的 运动 ,而 对 于 微观 世界 (原子 和 亚 原子 世界 ) 和 一 定 条 件 
下 的 某 些 宏 观 现象 (例如 , 极 低温 下 的 超 导 、 超 流 、Bose-Einstein 凝聚 等 ) , 则 只 有 
在 量子 力学 的 基础 上 才能 说 明 . 量子 物理 学 一 百年 的 历史 证 明 , 它 是 历史 上 最 成 
功 、 并 为 实验 精确 检验 了 的 一 个 理论 2@@. 量子 物理 学 对 说 明 极 为 广泛 的 许多 自然 
现象 ,取得 了 前 所 未 有 的 成 功 2. 物质 属性 及 其 微观 结构 这 个 古老 而 根本 的 问题 ， 
只 有 在 量子 力学 的 基础 上 ,才能 在 原则 上 得 以 阐明 . 例如 ,物体 为 什么 有 导体 、 半 导 
体 和 绝缘 体 之 分 ? 又 如 ,元 素 周期 律 的 本 质 是 什么 ?原子 与 原子 是 怎样 结合 成 分 
子 的 (化 学 键 的 本 质 )? 所 有 涉及 物质 属性 和 微观 结构 的 诸多 近代 学 科 , 无 不 以 量 
子 力学 作为 其 理论 基础 . 量子 物理 学 还 引发 了 极为 广泛 的 新 技术 上 的 应 用 . 据 估 
计 , 基 于 量子 力学 发 展 起 来 的 高 科技 产业 (例如 ,激光 器 半导体 芯片 和 计算 机 、 电 
视 、 电 子 通讯 .电子 显微镜 \ 核 磁 共振 成 像 .核能 发 电 等 等 ) ,其 产值 在 发 达 国 家 国民 
生产 总 值 中 目前 已 超过 30%?. 可 以 说 ,没有 量子 力学 和 相对 论 的 建立 ,就 没有 人 
类 的 现代 物质 文明 . 

历史 的 经 验 值得 注意 . 在 量子 物理 学 提出 一 百年 后 ,对 它 走 过 的 历程 做 一 个 简 
要 回顾 ,不 仅 可 以 加 深 我 们 对 量子 物理 学 的 理解 ,而 且 对 物理 学 的 进一步 发 展 ,也 
可 得 到 有 益 的 启示 . 

在 19 世纪末 ,物理 学 家 中 普遍 存在 一 种 乐观 情绪 ,认为 对 复杂 纷 经 的 物理 现 
象 的 本 质 的 认识 已 经 完成 . 他 们 陶醉 于 17 世纪 建立 起 来 的 力学 体系 ,19 世纪 建立 
起 来 的 电动 力学 以 及 热力 学 和 统计 物理 学 . ]，C，Maxwell 于 1871 年 在 剑桥 大 学 


中 M. Tegmark, J. A. Wheeler, Scientific American, 284(2001),68~75. 100 Years of Quantum 
Mysteries， 

© A. Zeilinger, Nature, 408(2000),639~641, The Quantum Centennial. 

® D Kleppner, R. Jackiw, Science, 289(2000), 893~898, One Hundred Years of Quantum Physics, 
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就 职 演说 中 提 到 ;“ 在 几 年 中 ,所 有 重要 的 物理 常数 将 被 近似 估计 出 来 …… 给 科学 
界 人 士 留 下 来 的 只 是 提高 这 些 常数 的 观测 值 的 精度 ”0. 据 统 计 , 在 1890 一 1900 年 
期 间 , 充 陈 物理 学 期 刊 的 是 :原子 光谱 (各 种 元 素 的 光谱 线 波长 数据 ) 以 及 物质 各 种 
属性 的 测量 结果 ,如 黏 滞 性 (viscosity) 、 弹 性 (elasticity) .电导 率 (electric conduc- 
tivity) 、 热 导 率 (thermal conductivity) 、 骨 胀 系数 (coefficient of expansion)、 折射 
系数 (refraction coefficient) 和 热 弹 系数 (thermoelastic coefficient) 等 . 值得 注意 ， 
这 些 描述 本 质 上 是 经 验 性 的 . 

然而 ,自然 科学 总 是 在 不 断 地 发 展 . 在 充满 喜悦 的 气氛 中 ,一 些 敏 锐 的 物理 学 
家 已 逐渐 认识 到 经 典 物理 学 中 潜伏 着 的 危机 , 20 世纪 伊始 , W. Thomson(Kelvin 
盈 般 ) 就 指出 2; 经 典 物理 学 的 上 空 悬 浮 着 两 团 乌 云 . 第 一 团 乌云 涉及 电动 力学 中 
的 “以 太 ”(aether). 当时 人 们 认为 电磁 场 依托 于 一 种 固态 介质 , 即 “ 以太 ”, 电 磁场 
描述 的 是 “以 太 ” 的 应 力 . 但 是 ,为 什么 天 体能 无 摩擦 地 穿行 于 “以 太 ” 之 中 ? 为 什么 
人 们 无 法 通过 实验 测 出 “以 太 ” 本 身 的 运动 速度 9? 第 二 团 乌云 则 涉及 物体 的 比 
热 , 即 观测 到 的 物体 比 热 总 是 低 于 经 典 物理 学 中 能 量 均 分 定理 给 出 的 值 @ 

任何 重大 科学 理论 的 提出 ,都 有 其 历史 必然 性 . 在 时 机 成 熟 时 (实验 技术 水 平 、 
实验 资料 的 积累 、 理 论 的 准备 等 ) ,就 会 应 运 而 生 . 但 科学 发 展 的 进程 往往 是 错 综 复 
杂 的 . 通 向 真理 的 道路 往往 是 曲折 的 . 究竟 通过 怎样 的 道路 ,以 及 在 什么 问题 上 首 
先 被 突破 和 被 谁 突破 , 则 往往 具有 一 定 的 偶然 性 和 机 过. 


1.1.1 黑体 辐射 问题 


冶金 高 温 测量 技术 及 天 文学 等 方面 的 需要 ,推动 了 对 热 辐射 的 研究 . 例如 ,G. 
Kirchhoff 定律 (辐射 吸收 与 发 射 率 之 比 的 关系 ,1859) ,J. Stefan 四 次 方 律 (1884) 
等 相继 提出 . 到 19 世纪 末 , 已 认识 到 热 辐射 与 光 辐 射 都 是 电磁 波 , 开 始 研究 辐射 能 
量 在 不 同 频率 范围 中 的 分 布 问 题 ,特别 是 对 黑体 ( 空 窒 ) 辐 射 进行 了 较 深入 的 理论 
上 和 实验 上 的 研究 . 

完全 黑体 ( 空 窖 ) 在 与 热 辐 射 达到 平衡 时 ,辐射 能 量 密度 E(w) 随 频率 v 的 变化 曲 
线 如 图 1. 1 所 示 . EC) d 表示 空 窒 单 位 体积 中 频率 在 (vy,v 十 中) 之 间 的 辐射 能 量 . 


@ M. Tegmark, J. A. Wheeler, Scientific American, 284(2001),68~75, 100 Years of Quantum 
Mysteries. 

® W. Thomson, Phil. Mag. 2 (1901),1,19u Century Clouds over the Dynamical Theory of Heat and 
Light. 

@” 对 于 第 一 个 问题 的 回答 是 :电磁 场 本 身 就 是 物质 存在 的 一 种 形式 . 作为 实物 的 (material) “以太 ”是 
不 存在 的 . 对 后 一 问题 的 阐明 , 则 由 A，Einstein 的 狭义 相对 论 (1905) 给 出 . 

@ 第 二 个 问题 涉及 体系 的 部 分 自由 度 被 冻结 ,在 本 质 上 涉及 物质 体系 的 能 量 量子 化 . 这 个 谜团 只 有 在 
尔后 建立 起 来 的 量子 物理 学 中 才能 阐明 . 
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W. Wien(1896) 从 热力 学 普遍 理论 考虑 以 及 分 析 实 验 数 据 得 出 的 半径 验 公 式 为 和 
Edy = cye®"Tdy (1. 1.1) 
cl 与 cy 是 两 个 经 验 参数 ,T 为 平衡 时 的 温度 . 公式 与 实验 曲线 符合 得 不 错 . 


EY) 


0 y 


图 1.1 黑体 辐射 能 量 密度 E(y) 随 频率 v 的 变化 示意 图 


但 后 来 更 精细 和 更 全 面 的 实验 表明 ,Wien 公式 并 非 与 所 有 实验 数据 都 符合 得 
那样 好 , 几 位 实验 物理 学 家 指出 ,在 长 波 波段 , Wien 公式 与 实验 有 明显 偏离 . 这 促 
公式 ) 

ciy’ dy 
与 当时 已 有 的 几 个 公式 相 比 ,Planck 公式 不 仅 与 实验 符合 得 最 好 ,而 且 形 式 也 最 
简单 (Wien 公式 除外 ). 

与 此 同时 ,J.W.，Rayleigh (1900), J，H. Jeans(1905)@ 根 据 经 典 电 动力 学 


E(w dy = (1. 1. 2) 


QD WWien, Wied.，Ann. ,58(1896) ,662. 根据 热力 学 普遍 理论 ,Eby, 也) 形式 应 取 EGy,T) 二 wv/T). 但 
函数 f(w 了) 的 形式 不 能 从 普遍 理论 给 出 。M，Planck， Anm，der Phys. ，1(1900) ,719, 文 中 对 Wien 公式 的 理论 
基础 作 了 深入 论证 . 

Q@ M. Planck, Verh, D，Phys. Ges. ,2(1900),202, 文 中 提 到 了 当时 已 知 的 黑体 辐射 公式 ,包括 Wien 
公式 ,Thiesen 公式 ,Lummer-Jahnke 公式 ， Lummer-Pringsheim 公式 . 但 文中 未 提 Rayleigh-Jeans 公式 ,详细 
情况 可 参阅 F，Hund，History of Quantum Theory，chap 2，p，25. 书 中 提 到 实验 物理 学 家 H. Rubens 和 
F. Kurlbaum 的 工作 ,发 现 低频 部 分 Wien 公式 与 实验 明显 偏离 ，Planck 听 到 此 结果 后 ,立即 动手 找 另外 的 
表达 式 ，D. ter Haar，The Old Quantum Theory，Part 1, 书 中 p， 9 提 到 Planck 当时 并 不 知道 Rayleigh- 
Jeans 公式 . 还 可 参阅 下 U. Condon, Physics Today, 1962, No. 10. 

® Lord Rayleigh, Phil. Mag., 49(1900), 539; Nature, 71(1905), 559, 72(1905), 54,243. J. H. 
Jeans, Nature,71(1905),607,72(1905),101,293; Proc. Roy. Soc., A76(1905),545. Rayleigh 1900 年 文中 
给 出 Eccw ,公式 中 前 面 的 因子 的 正确 结果 是 1905 年 得 出 的 ,Jeans 的 工作 就 是 纠正 了 前 面 的 因子 . Ray- 
leigh-Jeans 公式 的 推导 ,例如 ,参阅 王 竹 溪 ,《 统 计 物理 学 导论 》(1957), § 41. 
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和 统计 物理 理论 ,得 出 了 一 个 黑体 辐射 公式 , 即 (Rayleigh-Jeans 公式 ) 
E(wWdy = Sey 让 : 
其 中 c 为 光速 ,#( 二 1. 38X10 -23J/K) 是 Boltzmann 常量 . 此 公式 在 低频 部 分 与 实 
验 曲线 还 比较 符合 . 但 当 >ce 时 ,已 一 co, 是 发 散 的 , 与 实验 明显 不 符 , 历 史上 称 
为 紫外 灾难 (ultra-violet catastrophe). 如 果 黑 体 辐射 能 量 密度 真 的 像 Rayleigh- 
Jeans 分 布 那 样 , 人 的 眼睛 盯 着 看 炉子 内 的 热 物质 时 ,紫外 线 就 会 使 眼睛 变 睹 ( 参 
见 p. 1 所 引文 献 @). A. Einstein 首先 注意 到 Planck 公式 的 低频 极限 式 (v~0) 与 
Rayleigh-Jeans 公式 (1. 1. 3) 相 同 (c /cs 三 8rR/cas 9 
Planck 提出 这 个 公式 后 ,许多 实验 物理 学 家 立即 用 它 去 分 析 了 当时 最 精确 的 
实验 数据 ,发 现 符合 得 非常 好 @. 他 们 认为 ,这 样 简单 的 一 个 公式 与 实验 如 此 符合 ， 
绝 非 偶然 ,在 这 公式 中 一 定 蕴藏 着 一 个 非常 重要 但 尚未 被 人 们 揭示 出 的 科学 原理 . 


1.1.2 光电 效应 


19 世纪 末 , 由 于 电气 工业 的 发 展 ,稀薄 气体 放电 现象 开始 引起 人 们 注意 , J 
J._ Thomson(1856 一 1940) 通 过 气体 放电 现象 及 阴极 射线 的 研究 以 及 测量 电子 的 
荷 质 比 (charge-to-mass ratio) ,肯定 了 它 是 一 种 新 的 基本 粒子 (1896). 在 此 之 前 ， 
H. Hertz(1888) 发 现 了 光电 效应 ,但 对 其 机 制 还 不 清楚 . 直到 电子 发 现 后 , 才 认识 
到 这 是 由 于 紫外 线 照 射 , 大 量 电子 从 金属 表面 逸 出 的 现象 @. 经 过 实验 研究 ,发 现 
光电 效应 呈现 下 列 几 个 特点 : 

(1) 对 于 一 定 的 金属 材料 做 成 的 (表面 光洁 的 ) 电 极 , 有 一 个 确定 的 临界 频率 
w. 当 照 射 光 频 率 v<w 时 ,无 论 光 的 强度 多 大 ,都 不 会 观测 到 光电 子 从 电极 上 
逸 出 ， 

(2) 每 个 光电 子 的 能 量 只 与 照射 光 的 频率 有关, 而 与 光 强度 无 关 ， 光 强度 只 
影响 到 光电 流 的 强度 , 即 单位 时 间 从 金属 电极 单位 面积 上 移出 的 电子 的 数目 . 

(3) 当 入 射 光 频率 ,之 wm 时 ,不 管 光 多 微弱 ,只 要 光一 照 上 ,几乎 立刻 (10 一 s) 
观测 到 光电 子 . 这 与 经 典 电磁 理论 计算 结果 很 不 一 致 . 

以 上 三 个 特点 中 , (3) 是 定量 上 的 问题 ,而 (1) 与 (2) 在 原则 上 无 法 用 经 典 物理 


@ A， Einstein, Ann，der Physik,17(1905)，132， 是 Einstein 在 1905 年 指出 , 按 经 典 理论 应 得 到 
Rayleigh 公式 ,而 按 Planck 从 理论 上 推导 出 的 公式 
1 


8rhys 
一 开 。 7 (1. 1.4) 


在 长 波 和 高 温 极限 下 ,Planck 公式 趋 于 Rayleigh 公式 , 即 经 典 理论 成 立 ， 与 Planck 的 经 验 公式 (1.1.2) 相 
比 ,参数 c] 二 8xhyw /cscs 二 h/k, 上 为 Boltzmann 常数 . 
® E. U. Condon, Physics Today(1962), No. 10, p, 37. 
@@ A， Einstein，Amm。der Physik，17(1905) ,132, 文 中 关于 光电 效应 的 实验 及 分 析 的 资料 提 到 了 Le- 
nard 的 工作 . 见 P. Lenard, Ann. der Physik, 8(1902),149. 
ey 


学 来 解释 , 
1.1.3 原子 的 线 状 光谱 及 其 规律 


最 原始 的 光谱 分 析 始 于 Newton(17 世纪 ) ,但 直到 19 世纪 中 叶 , 人 们 把 它 应 
用 于 生产 后 才 得 到 迅速 发 展 . 例如 ,R.W. Bunsen，G. Kirchhoff 等 人 开始 利用 不 
同 元 素 所 特有 的 标志 谱 线 来 做 微量 元 素 的 成 分 分 析 . 元 素 锦 (Rb) 与 饮 (Cs) 就 是 根 
据 光 谱 分 析 发 现 的 . 


由 于 光谱 分 析 积累 了 相当 丰富 的 资料 ,不 少 人 对 它们 进行 了 整理 与 分 析 @ 
1885 年 , Balmer 发 现 , 氢 原 子 可 见 光谱 线 的 波 数 5( 一 二 一 上 ,4 为 波长 ) 具 有 下 列 
规律 ( 见 图 1. 2) : 
7 一 R( 这 一 让 )， n= 3,4,5,* (1.1.5) 
尺 二 109677.58lem 1 ”(Rydberg 常量 ) 


6562.8 A 
4861.3A 
4340.5 有 A 
4101.7 人 及 


1.2 和 氢 原子 光谱 的 Balmer 线 系 


Balmer 公式 与 观测 结果 的 惊人 符合 ,引起 了 光谱 学 家 的 注意 . 紧 跟着 就 有 不 
少 人 对 光谱 线 波长 ( 波 数 ) 的 规律 进行 了 大 量 分 析 . 例如 ,Rydberg 对 碱 金属 元 素 的 
光谱 进行 过 仔细 分 析 , 发 现 它 们 可 以 分 为 主 (principal) 线 系 、 锐 (sharp) 线 系 及 漫 
(diffuse) 线 系 等 几 个 线 系 . 每 一 线 系 的 各 条 谱 线 的 波 数 ,都 有 与 式 (1. 1. 5) 类 似 的 
规律 . W. Ritz(1908) 的 组 合 规则 (combination rule) 对 此 作 了 更 普遍 的 概括 . 按 此 
原则 ,每 一 种 原子 都 有 它 特有 的 一 系列 光谱 项 T(n) ,而 原子 发 出 的 光谱 线 的 波 数 
,总 可 以 表示 成 两 个 光谱 项 之 差 , 即 


@ 关于 19 世纪 光谱 分 析 的 情况 ,可 参阅 H. Kayser, Handbuch d. Spektroskopie, Bd. 1(1900). 对 于 
原子 的 线 状 光谱 的 规律 性 的 探索 , 除 Balmer 之 外 ,Rydberg 和 Ritz 也 有 重要 贡献 . 他 们 提出 了 组 合 规则 
(combination rule). 见 J. R. Rydberg, K. Svenska Vetensk, Ak. Handl., 23, Nr, 11(1890); Phil. 
Mag. , 29 (1890), 331; Ann. Physik, 50(1893), 629. W., Ritz, Z. Phys. , 9(1908), 521; Astrophys. J.,， 
28(1908)，237. Paschen 根据 组 合 原则 研究 氧 原子 光谱 (红外 区 ) ,得 出 了 Paschen 线 系 ,j 二 RR ( 计 - 二 )， 
7 一 4,5,6,… ,参阅 F. Paschen, Ann. Physig, 27(1908), 565. 


Ld 5 外 


5, = Tn) — Tm) (1.1.6) 

这 样 , 人 们 自然 会 提出 以 下 一 系列 问题 :原子 光谱 为 什么 不 是 连续 分 布 而 是 呈 

离散 的 线 状 光谱 ? 原子 的 线 状 光谱 产生 的 机 制 是 什么 ?这 些 谱 线 的 波长 ( 波 数 ) 为 
什么 有 这 样 简单 的 规律 》 光 谱 项 的 本 质 又 是 什么 ?9 …… 


1.1.4 原子 的 稳定 性 


1895 年 Rontgen 发 现 了 义 射线 . 1896 年 A，H. Bequerrel 从 铀 盐 发 现 了 天 然 
放射 性 (后 来 弄 清楚 ,这 些 天 然 放 射线 由 a.B 及 7 三 种 射线 组 成 ). 1898 年 , Curie 
夫妇 发 现 了 放射 性 元 素 外 与 镭 ， 

电子 与 放射 性 的 发 现 揭示 出 :原子 不 再 是 物质 组 成 的 永恒 不 变 的 最 小 单位 , 它 
们 具有 复杂 的 结构 ,并 可 互相 转化 . 原子 既然 可 以 放出 带 负电 的 B 粒子 来 ,而 原子 
又 是 中 性 的 ,那么 原子 是 怎样 由 带 负电 的 部 分 (电子 ) 与 带 正 电 的 部 分 结合 起 来 的 ? 
这 样 ,原子 的 ee en 日 


10-scm) ， 而 电子 风 在 原子 中 作 某 种 有 规律 的 排列 .1 1911 年 ， Ri rls 且 二 粒子 
去 打击 原子 ,研究 碰撞 后 散射 出 去 的 a 粒子 的 角 分 布 (图 1. 3) ,并 与 模型 计算 值 比 
较 , 发 现 Thomson i 他 提出 rh 


图 1.3 Rutherford 的 «粒子 对 原子 的 散射 


@ 值得 提 到 ,N，Bobhr 在 发 表 他 的 划时代 的 三 篇 论文 (1913 年 4 月 5 日 ) 之 前 ,直到 1913 年 2 月 都 没 
有 考虑 原子 线 状 光谱 的 规律 问题 . 到 1913 年 3 月 初 ,他 把 论文 送 给 Rutherford 时 ,文章 中 才 有 关于 氧 原 子 光 
谱 的 研究 ,并 告诉 Rutherford 他 已 能 解释 氢 原 子 光谱 的 规律 . 1913 年 ,H. M. Hansen 自 G6ttingen 回 到 Co- 
penhagen, 曾经 问 Bohr 能 否 用 他 的 理论 解释 光谱 规律 ,Bohr 说 这 可 能 是 极为 困难 的 .Hansen 把 Rydberg 的 
简单 规律 告诉 了 Bohr. 可 见 Bohr 是 在 很 晚 的 阶段 才 把 光谱 规律 吸收 到 他 的 理论 中 去 . 后 来 Bohr 说 ,他 看 到 
Balmer 公式 后 ,一 切 问题 都 趋 于 明朗 , 令 人 惊奇 的 是 ,发现 光谱 规律 的 Rydberg 就 在 Lund 大 学 工作 , 与 Co- 
penhagen 近 在 腿 尺 ,想必 与 Bohr 有 经 常 接触 ,而 Bohr 在 如 此 长 时 间 对 这 方面 工作 不 了 解 , 未 触及 此 问题 ,而 
这 问题 正 是 他 的 理论 解决 得 最 出 色 的 部 分 (Hund, History of Quantum Theory，P， 70). 

sb 


着 它 运 动 与 行星 绕 太 阳 运 动 很 相似 ) ,这 就 是 今天 众所周知 的 “原子 有 核 模型 ” 

Rutherfold 模型 可 以 很 好 地 解释 a 粒子 的 大 角度 偏转 , 但 却 遇 到 了 如 下 两 大 
难题 ， 

(1) 原子 的 稳定 性 问题 . 电子 围绕 原子 核 旋转 的 运动 是 加 速 运动 . 按照 经 典 电 
动力 学 ,电子 将 不 断 辐射 能 量 而 减速 ,轨道 半径 会 不 断 缩 小 ,最 后 将 掉 到 原子 核 上 
去 ,原子 随 之 塌 缩 (其 寿命 估算 为 r~10-2s, 见 p.1 所 引文 献 @) ,并 相应 发 射出 一 
个 很 宽 的 连续 辐射 谱 , 这 与 观测 到 的 原子 的 线 状 光谱 矛盾 . 此 外 ,Rutherford 模型 
原子 对 于 外 界 粒子 的 碰撞 也 是 很 不 稳定 的 . 但 现实 世界 表明 ,众多 原子 稳定 地 存在 - 
于 自然 界 . 矛盾 尖锐 地 摆 在 人 们 面前 ,如 何 解决 呢 ? 

(2) 原子 的 大 小 问题 . 19 世纪 统计 物理 学 的 估算 ,原子 的 大 小 约 为 10 “m. 在 
Thomson 模型 中 ,根据 电子 的 空间 排列 构 形 的 稳定 性 ,可 以 找到 一 个 合理 的 特征 
长 度 . 而 在 经 典 物理 的 框架 中 来 考虑 Rutherford 模型 , 却 找 不 到 一 个 合理 的 特征 
长 度 . 根据 电子 质量 m。 和 电荷 e, 在 经 典 电动 力学 中 可 以 找到 一 个 特征 长 度 , 即 x。 
一 e /mec” (经 典 电子 半径 )s*2.8X10-5m<10-80m, 完 全 不 适合 用 以 表征 原子 大 
小 .何况 原子 中 电子 的 速度 vc, 光速 c 不 应 出 现在 原子 的 特征 长 度 中 ， 


1.1.5 固体 与 分 子 的 比 热 问题 


固体 中 每 个 原子 在 其 平衡 位 置 附近 作 小 振动 ,可 以 看 成 是 具有 三 个 自由 度 的 
粒子 . 按照 经 典 统 计 力 学 ,其 平均 动能 与 势能 


均 为 kT, 总 能 量 为 3kT. 因此 ,一 克 原 子 固体 


物质 的 平均 热能 为 3NRT 王 3RTCN 王 6.023X 
103 是 Avogadro 常量 ,R= 二 Nk 称 为 气体 常 
量 ). 因此 ,固体 的 定 容 比 热 为 

Cy = 3R = 5. 958cal/K = 24. 9]/K 0 2 
此 即 Dulong-Petit 经 验 定 律 (1819)0. 但 后 来 实 
验 发 现 ,在 极 低温 下 ,固体 比 热 都 趋 于 0, 如 图 四 国体 比 碌 风湿 度 变 化 不意 图 
1.4 所 示 . 这 原因 是 什么 ? 此 外 , 若 考 虑 到 原子 由 原子 核 与 若干 电子 组 成 ,为 什么 原 
子 核 与 电子 的 这 样 多 自由 度 对 于 固体 比 热 都 没有 贡献 ? (Boltzmann 伴 廖 ,1890. ) 

多 原子 分 子 的 比 热 也 存在 类 似 的 问题 . 例如 , 双 原 子 分子 (N;,O;,H;,CO 
等 ) ,可 以 认为 有 5 个 自由 度 (三 个 平 动 自由 度 及 两 个 转动 自由 度 ), 比 热 应 该 为 


这 Rv5cal/K. 在 常温 下 ,观测 结果 的 确 与 此 相近 . 但 在 温度 低 于 60K 后 ,它们 的 比 
热 都 下 降 到 了 3cal/K 左右 . 这 原因 又 是 什么 ? 


@ P.L. Dulong,A. T. Petit, Arm. Chim. ,10(1819),395. 


量子 理论 就 是 在 解决 这 些 生产 实践 和 科学 实验 同 经 典 物 理学 的 矛盾 中 逐步 建 
立 起 来 的 . 


1. 2 Planck-Einstein 的 光量 子 论 


历史 上 ,量子 理论 是 首先 在 黑体 辐射 问题 上 突破 的 . 1.1 节 已 经 提 到 ,由 于 
Wien 的 黑体 辐射 公式 在 低频 部 分 与 实验 结果 有 明显 偏离 , Planck 在 解决 此 问题 
:的 探索 中 ,提出 了 (1900 年 10 月 19 日 ) 一 个 新 的 黑体 辐射 公式 (Planck 公式 ). 一 
方面 由 于 Planck 公式 与 实验 的 惊人 符合 , 另 一 方面 由 于 公式 十 分 简单 ,在 实验 物 
理学 家 的 鼓励 下 ,Planck 进一步 去 探索 这 公式 所 蕴 售 的 更 深刻 的 本 质 . 经 过 近 两 
个 月 紧张 努力 ,他 发 现 (1900 年 12 月 4 日 )?, 如 果 作 下 列 假设 ,就 可 以 从 理论 上 推 
出 他 找到 的 黑体 辐射 的 公式 @. 这 个 假设 是 :对 于 一 定 频 率 v 的 电磁 辐射 ,物体 只 能 
以 hy 为 单位 吸收 或 发 射 它 ,h 为 一 个 普 适 常量 (后 来 人 们 称 之 为 Planck 常量 ). 换 
言 之 ,吸收 或 发 射电 磁 辐 射 只 能 以 “量子 ”方式 进行 ,每 个 “量子 "的 能 最 为 

ee 二 hy (1. 2. 1) 
这 种 吸收 或 发 射电 磁 辐 射 能 量 的 不 连续 性 概念 ,在 经 典 力学 中 是 无 法 理解 的 . 所 以 
尽管 Planck 的 假设 可 以 解释 他 的 与 实验 符合 得 非常 好 的 公式 , 却 并 未 引起 很 多 人 
的 注意 %. 

首先 注意 到 量子 假设 有 可 能 解决 经 典 物理 学 所 碰 到 的 其 他 困难 的 是 A，Fin- 
stein@. 他 在 1905 年 用 Planck 的 量子 假设 去 解决 光电 效应 问题 ,进一步 提出 了 光 


@ M. Planck, Verh. D，Phys. Ges. ，2(1900) ,202, 提 出 黑体 辐射 公式 . M. Planck, Verh. D. Phys. 
Ges. ，2(1900) ,237, 提 出 理论 解释 ,正式 论文 发 表 于 : M. Planck，Ann，der Physik，4(1901),553. 他 在 假 
设 e 二 hy 之 下 ,得 出 了 黑体 辐射 公式 
gm 1 

c3 expChy/kT)—1 
即 co 二 h/k,c1 二 8xh/c3. Planck 本 人 强调 ,为 要 与 实验 符合 ,h 必须 取 有 限 值 ， 而 经 典 物理 理论 则 要 求 h->0. 
Planck 后 来 写 道 ; ……… 这 个 很 特别 的 常数 疡 的 物理 意义 的 阐明 ,是 极 困难 的 理论 问题 , 它 的 引进 导致 经 典 物 
理 理论 失效 ,这 比 我 最 初 的 认识 要 基本 得 多 …，… ”但 直到 Einstein 引进 光量 子 概念 之 后 ,h 的 物理 意义 及 
Planck 理论 的 基础 才 搞 清楚 (D. ter Haar, The Old Quantum Theory, p. 13~14). 

@ Planck 公式 的 推导 可 参阅 王 竹 溪 , 统 计 物 理学 导论 , 3 42,1957, 或 E T. Whittaker, A History of the 
Theories of Aether and Electricity, chap. 3, 1951; D, ter Haar, The Old Quantum Theory, chap, 1, 1967. 

@ 例如 ,J. W. Gibbs, Elementary Principles of Statistical Mechanics (1902) 及 JT. H. Jeans, Kinetic 
Theory of Gases(1904) 两 书 均 未 提 及 Planck 的 工作 . 

@ ”A.、Finstein, Am der Physik，17(1905),132， 在 此 期 刊 的 同一 卷 中 ,Einstein 连 着 发 表 了 三 篇 划时代 
的 论文 . 本 文 是 其 中 第 一 篇 . 另外 一 篇 是 关于 Brown 运动 ,一 篇 是 关于 狭义 相对 论 . 由 于 第 一 篇 论文 引进 光量 子 
概念 他 得 到 Nobel 物理 学 奖 (不 是 因为 提出 狭义 相对 论 ). 应 当 提 到 ,不 少 人 常 说 Einstein 1905 年 的 文章 主要 是 
去 解释 光电 效应 ,但 实际 情况 并 非 如 此 . 事实 上 , 当时 光电 效应 的 测量 还 没有 达到 那样 高 的 精度 足以 指明 它 与 
经 典 行为 确切 背离 (D，ter Haar，The Old Quantwm Theory，pP. 15). 关于 光电 效应 的 讨论 只 占 文章 很 小 一 部 分 
(第 8 节 ). 文中 用 了 很 大 篇 幅 讨论 黑体 辐射 规律 不 能 纳入 经 典 Maxwell 理论 . 第 7 节 讨 论 荧 光 现象 (Stokes 规 
则 ,发 射 光 频率 低 于 入 射 光 频 率 ) ,第 9 节 讨 论 气体 分 子 在 紫外 光照 射 下 的 游离 现象 . 

Bs 


B= 


量子 概念 , 即 认为 辐射 场 由 光量 子 组 成 ,每 一 个 光量 子 的 能 量 与 辐射 场 的 频率 的 
关系 是 

E=hy (1.09.2) 
并 根据 狭义 相对 论 以 及 光子 以 光速 c 运动 的 事实 得 出 ,光子 的 动量 p 与 能 量 玉 有 
如 下 关系 


p=.E/c (1. 2. 3) 
因此 ,光子 的 动量 p 与 辐射 场 的 波长 有 下 列 关系 ， 
p=h/A (1. 2. 4) 


当 采 用 了 光量 子 概念 之 后 ,光电 效应 问题 立即 迎刃而解 . 当 光 量子 射 到 金属 表 
面 时 ,一 个 光量 子 的 能 量 可 能 立即 被 一 个 电子 吸收 . 但 只 当 人 射 光 频率 足够 大 , 即 
每 一 个 光量 子 的 能 量 足 够 大 时 ,电子 才 可 能 克服 脱出 功 A 而 逸 出 金属 表面 @. 逸 出 
表面 后 ,电子 的 动能 为 


到 pz | (1. 2.5) 


当 v<w 一 A/ 因 (临界 频率 ) 时 ,电子 无 法 克服 金属 表面 的 引力 而 从 金属 中 逸 出 , 因 
而 没有 光电 子 发 出 . 

A，Einstein(1907) 还 进一步 把 能 量 不 连续 的 概念 用 到 固体 中 原子 的 振动 上 
去 ,成 功 地 解决 了 固体 比 热 在 温度 T>0K 时 趋 于 0 的 现象 @. 这 时 ,Planck 的 光 的 
能 量 不 连续 性 概念 才 引 起 很 多 人 注意 . 

在 这 里 可 以 看 到 ,人 们 对 于 光 的 本 性 的 认识 是 螺旋 式 上 升 的 . 早期 , Newton 
认为 光 是 由 微粒 组 成 的 (微粒 说 ). Huygens 倡议 的 光 的 波动 说 ,只 是 在 19 世纪 20 
年 代 经 过 Young, Fresnel 等 的 光 的 干涉 与 衍射 实验 证 实 之 后 , 才 为 人 们 普遍 承认 . 
到 19 世纪 下 半 叶 ,经 过 Maxwell, Hertz 等 人 的 工作 ,肯定 了 光 是 电磁 波 . 而 从 光 
电 效 应 及 黑体 辐射 所 揭示 出 的 困难 又 促使 人 们 重新 认识 到 光 的 粒子 性 一 面 . 但 
Planck-Einstein 的 光量 子 论 绝 非 Newton 微粒 说 的 简单 复归 ,而 是 认识 上 的 一 个 
大 飞 牙 . 光 是 粒子 性 与 波动 性 矛盾 的 统一 体 . 从 Planck-Einstein 关系 式 (1. 2. 2) 和 
(1.2.4) 中 就 可 以 看 到 ,作为 一 个 “粒子 ”的 光量 子 的 能 量 下 和 动量 p ,是 与 电磁 波 
的 频率 y 和 波长 4 不 可 分 割地 联系 在 一 起 的 . 在 不 同 的 条 件 下 ,主要 矛盾 方面 会 发 
生 转 化 . 例如 ,在 干涉 和 衍射 实验 的 条 件 下 ,波动 性 就 成 为 主要 的 矛盾 方面 , 光 就 表 
现 出 像 “ 波 ”, 而 在 原子 吸收 或 发 射 光 的 情况 下 ,粒子 性 就 成 为 主要 的 矛盾 方面 , 光 
就 表现 出 像 “ 粒 子 ”. 


@ 后 来 所 用 的 “光子 ”photon) 一 词 是 1926 年 由 G.。N. Lewis (Nature, 18，Dec，1926) 才 提出 的 .但 
此 概念 的 实质 在 Einstein 一 文中 已 给 出 . 
@ 两 个 或 多 个 光子 同时 被 一 个 电子 吸收 的 可 能 性 是 微不足道 的 ,实际 上 不 会 出 现 . 
® A Finstein, Ann. Physik, 22(1907),180,800;34(1911),170,590. P. Debye, Ann. Physik, 39 
(1912),789. 还 可 以 参阅 王 竹 溪 ,《 统 计 物 理学 导论 (1957),§ 60, 固 体 比 热 的 量子 理论 . 
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光量 子 概念 及 Planck-Einstein 关系 式 , 在 
后 来 Compton 散射 实验 (1923) 中 得 到 了 直接 
的 证 实 2, 早 在 1912 年 C，A，Sadler 和 A. 
Meshan 就 发 现 X 射线 被 轻 原 子 量 的 物质 散射 
后 ,波长 有 变 长 的 现象 . Compton 建议 把 这 种 
现象 看 成 X 射线 的 光子 与 电子 碰撞 而 产生 的 . 
息 设 在 珊 扩 过 程 中 能 量 与 动量 是 守重 的 ,由于 

图 1.5 Compton 散射 反 冲 ,电子 带 走 一 部 分 能 量 与 动量 ,因而 散射 出 
去 的 光子 的 能 量 与 动量 都 相应 减 小 , 即 X 射线 
的 频率 相应 变 小 而 波长 增 大 ,如 图 1. 5 所 示 . 

在 碰撞 前 电子 速度 很 小 ,可 视 为 静止 . 而 且 电 子 在 原子 中 的 束缚 能 ,相对 于 X 
射线 束 中 的 光子 能 量 ,也 很 小 82, 因 此 ,可 以 视 为 自由 电子 . 考虑 到 动量 守恒 律 的 要 
求 ,光子 与 电子 的 碰撞 只 能 发 生 在 一 个 平面 中 . 假设 碰撞 过 程 中 能 量 与 动量 守 
恒 , 即 


轴 十 mc? 一 hy 二 E, (1. 2. 6) 
p—p = pe (1. 2.7) 
(1. 2. 6)27/c 一 (1.2.7)2 ,并 利用 相对 论 中 能 量 动量 关系 式 
FE/c—p: = me 
可 得 
总 (由 十 mc? —b):—p—p)’ 二 me (1.2.8) 
对 于 光子 ,p= 二 hy/c,p 二 hy /c, 则 
pp = pp’cos0 = vy Cosg 
代入 式 (1. 2. 8) ,可 解 出 
/ y 
1 十 -5 人 (1 一 cosO) 
或 
十 一 二 [1 二 和 5G 一 cosg) | (1. 2.9) 
y y mc 
利用 A=c/yv,A =c/y ,上 式 改 写成 
A (1. 2.10) 
mc 


@ A. H. Compton, Phys. Rev. , 21(1923),483; 22(1923),409. 为 此 ,Compton 获 1927 年 Nobel 物 
理学 奖 . 
@ 实验 上 , 常 选用 电子 束缚 能 很 小 的 物质 ,如 石蜡 . 
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邻 入 一 生 一 2 43X10-? 人 (电子 的 Compton 波长 ) , 则 


A 一 1 和 十 1.(1 一 cosg) 
Ai 一 人 一 人 一 ) (1 一 cosg) (1. 2. 11) 
由 式 (1. 2. 10) 可 清楚 地 看 出 ,散射 光 的 波长 随 角 度 增 大 而 增加 . 理论 计算 所 得 公式 
与 实验 结果 完全 符合 . 

从 式 (1.2.10) 可 以 看 出 ,散射 的 X 射线 波长 与 角度 的 依赖 关系 中 包含 了 
Planck 常量 h. 因此, 它 是 经 典 物理 学 无 法 解释 的 . Compton 散射 实验 是 对 光量 子 
概念 的 一 个 直接 的 强 有 力 支持 ,因为 在 上 述 推导 中 ,假定 了 整个 光子 (而 不 是 它 的 
一 部 分 ) 被 散射 . 此 外 , Compton 散射 实验 还 证 实 了 : (a) Planck-Einstein 关系 式 
(1. 2.2) 和 (1. 2. 4) 在 定量 上 是 正确 的 . (b) 在 微观 的 单个 碰撞 事件 中 ,动量 及 能 量 


历史 上 有 过 激烈 争论 . N. Bohr，H.A.Kramers 和 J. C. Slater 等 人 曾经 认为 ， 
在 微观 过 程 中 动量 及 能 量 是 统计 地 守恒 ,在 单个 事件 中 并 不 一 定 守恒 . 后 来 , W. 
Bothe 和 H. Geiger(1924) 用 符合 计数 器 进行 仔细 观测 ,否定 了 Bohr 等 人 的 看 法 . 
A. W. Simon(1925) 用 云 室 仔细 记录 光子 及 反 冲 电子 径 迹 ,分 析 结 果 也 否定 了 
Bohr 等 人 的 看 法 . 

“微观 的 单个 碰撞 事件 中 ,动量 及 能 量 守恒 律 仍然 成 立 ” 的 结论 ,在 后 来 发 现 的 
“电子 对 漂 没 ”现象 中 也 得 到 证 实 . 1932 年 ,C. D. Anderson 在 宇宙 射线 中 观测 到 
正 电子 ,其 质量 与 电子 同 ,电荷 则 同 值 异 号 . 现在 已 有 很 多 办 法 产生 正 电子 e . 例 
如 , 缺 中 子 核 的 衰变 ,高 能 7 光子 通过 物质 时 在 核电 场 附近 产生 ee 对 等 . 

一 个 正 电子 在 经 过 物质 时 将 与 原子 碰撞 而 失去 大 部 分 能 量 ,逐渐 减速 ,然后 可 
能 被 某 原 子 捕获 ,最 后 与 一 个 e 一 道 淹没 . 在 适当 条 件 下 ,也 可 能 与 一 个 e 形成 
与 氧 原子 类 似 的 电子 偶 素 ,然后 才 淹 没 . 在 电子 对 潭 没 时 ,考虑 到 动量 守恒 ,至 少 要 
产生 两 个 7 光子 0, 即 

et+e—>ny, 1 一 2 3，… 
在 产生 两 个 光子 的 情况 下 ,两 个 光子 的 动量 数值 相同 ,但 方向 相反 . 设 产 生 的 光子 
角 频 率 为 w, 则 按 能 量 守 恒 律 ,有 


2jiw 二 2mc” ”(m 为 电子 静 质 量 ) (1. 2. 12) 
即 波长 为 
0 
OU mc 


与 电子 的 Compton 波长 相同 . 上 述 分 析 结 果 与 实验 观测 一 致 . 从 而 再 一 次 证 实 了 


@ 例如 ,在 e+e 的 质心 系 中 来 讨论 . 潭 没 前 体系 的 动量 为 0. 若 潭 没 后 只 产生 一 个 光子 , 而 光子 在 任 
何 惯性 系 中 速度 均 为 ,动量 都 不 为 0, 因此 违反 动量 守恒 . 所 以 ,至 少 要 产生 两 个 光子 ,这 已 为 实验 证 实 . 
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在 微观 的 单个 事件 中 ,能 量 与 动量 守恒 律 仍然 成 立 . 


1.3 Bohr 的 量子 论 


Planck-Einstein 的 光量 子 以 及 实物 粒子 (和 0) 能 量 不 连续 的 概念 ,必然 会 促 
进 物 理学 其 他 重大 疑难 问题 的 解决 . 当时 正 着 Rutherford 的 原子 有 核 模 型 提出 ， 
而 从 经 典 物理 学 来 处 理 Rutherford 模型 , 既 不 能 给 出 原子 的 一 个 特征 长 度 ,也 无 
法 解释 原子 的 稳定 性 . 在 此 发 生 人 尖锐 了 矛盾 的 时 刻 , Bohr 把 Planck-Einstein 的 概念 
创造 性 地 运用 来 解决 原子 结构 和 原子 光谱 的 问题 ,提出 了 他 的 原子 的 量子 论 0. 首 
先 , 从 原子 的 稳定 性 的 分 析 中 , Bohr 深刻 认识 到 在 原子 世界 中 必须 背离 经 典 电动 


力学 ,必须 用 新 观念 和 新 原理 来 处 理 . 正如 Bohr 后 来 讲 到 2@ ,他 从 一 开始 就 深信 作 
用 量子 (quantum of eg on 的 原子 的 量子 人 的 主要 


Se 包括 吸收 和 发 射 电磁 辐射 ,都 只 能 在 两 个 定 态 之 间 也 由 还 (raisition) i 
式 进行 . 
(2) 原子 在 两 个 定 态 (分 别 属于 能 级 E, 和 , 设 5, 放 E) 之 间 跃 迁 时 ， 吸收 
或 发 射 的 辐射 的 频率 vy 是 唯一 的 ,由 
hy = E,— E, (频率 条 件 ) (1. 3. 1) 
给 出 . 
简单 说 来 ， Bohr AR 六 


来 的 量子 力学 中 ， 作 多 被 了 下 来 . 
对 于 Bohr 提出 的 两 条 基本 假定 ,我 们 再 作 适 当 说 明 :第 一 个 假定 涉及 原子 能 


@ Bohr 于 1911 年 9 月 赴 英 国 剑 桥 , 在 ] J_Thomson 领导 的 Cavendish 实验 室 作 过 短期 逗留 . 再 年 ， 
即 赴 Manchester, 在 Rutherford 领导 的 实验 室 工作 . 不 久 即 集中 力量 研究 Rutherford 模型 遇 到 的 困难 . 
Thomson 模型 (1904 提出 ) 曾 流行 一 时 ,几乎 达 十 年 之 久 , 很 少 有 人 提 到 Rutherford 模型 . Bohr 以 他 深刻 的 
洞察 力 抓 住 这 个 问题 ,最 后 他 成 功 地 说 明了 和 氢 原 子 光谱 的 规律 性 ,写成 了 三 篇 划时代 的 论文 [后 人 称 之 为 “ 伟 
大 的 三 部 曲 ”(Great Trilogy)], 题 名 为 On the Theory of Atomic Constitution , 发 表 在 :N. Bohr,，Phil. 
Mag. , 26(1913), 1~25,471~502,857~875. 

@ 见 The Rutherford Memorial Lecture (1958),，Proc，Phys，Soc. (London)78(1961)， 后 转载 于 N. 
Bohr, Atomic Physics and Human Knowledge, Vol. II(1963, New York, John Wiley & Sons) 一 书 中 . 

®@ N. Bohr, Proc, Dan. Aca. Sc. (1918), (8)4, No I，Part I, II. Proc. Dan. Aca. Sc., (1922), 
(8) 4，No. I, Part III， 转 引 自 D，ter Haar，The Old Quantum Theory，p，43. 这 里 几乎 是 逐 字 逐 句 从 原文 
译 出 . 

Re 


量 的 量子 化 及 稳定 性 问题 , Planck-Einstein 的 辐射 的 量子 论 中 提出 ,辐射 与 物体 
(由 原子 组 成 !) 之 间 交 换 能 量 (吸收 或 发 射 光 ) 是 以 光量 子 方式 进行 . 在 Bohr 理论 
中 提出 了 原子 能 量 量子 化 的 概念 . 这 样 ,两 个 理论 就 显得 十 分 和 谐 . 关于 稳定 性 问 
题 , 除 了 表现 在 加 速 电子 要 放出 辆 射 而 丧失 能 量 之 外 ,还 表现 在 Rutherford 模型 
中 原子 对 于 外 界 ( 其 他 粒子 ) 碰 撞 是 极 不 稳定 的 ,这 都 迫使 人 们 必须 引进 原子 能 量 
量子 化 及 定 态 之 间 量 子 跃 迁 的 概念 . 有 了 这 些 概念 之 后 ,前 面 提 到 的 关于 分 子 和 原 
子 比 热 的 Boltzmann 伴 廖 也 就 迎刃而解 . 

如 果 说 原子 能 量 量子 化 概念 还 可 以 从 Planck-Einstein 的 光量 子 论 中 找到 某 
种 启示 ,量子 跃迁 概念 和 频率 条 件 则 是 Bohr 很 了 不 起 的 创见 , Einstein 对 这 一 点 
给 予 了 极 高 的 评价 0. 按照 经 典 电动 力学 ,一 个 带电 体系 ,如 以 某 特征 频率 v, 振动 ， 
则 体系 可 发 出 频率 为 nv.(n 二 1,2,3,…) 的 辐射 ,换言之 ,辐射 的 频率 总 是 与 体系 的 
某 一 种 振动 特征 频率 的 整 倍数 相 联系 . Bohr 的 重大 贡献 在 于 他 把 原子 辐射 的 频率 


就 得 到 极 好 的 说 明 . 光谱 项 的 物理 意义 也 就 搞 清 了 , 即 如 二 TC(n) 一 TCm) 正 是 频 
率 条 件 hy 一 ,一 EE 的 反映 . 全 二 EE./hc, 光 谱 项 T(n) 是 EE 


当然 ,仅仅 根据 Bohr 的 两 条 革 本 候 定 ,还 趟 能 把 原子 的 高 散 的 能 级 定量 地 确 
定 下 来 . Bohr 解决 此 问 题 的 指导 思想 是 对 应 原理 ( correspondence principle) 
在 大 量子 数 极限 情况 下 ,量子 体系 的 行为 将 趋向 与 经 典 力学 体系 相同 @. Bohr 在 他 


的 第 一 篇 文章 中 ,根据 对 应 原理 的 思想 得 出 了 一 个 角 动 量 量 了 化 条 作 ， 即 电子 运 
动 的 角 动 量 J 只 能 是 (==h/27) 的 整数 倍 


中 A. Finstein, Science, 113(1951), 82. 或 见 ter Haar, The Old Quantum Theory, chap 4. Einstein 
在 分 析 了 辐射 现象 与 经 典 理 论 之 间 严 重 矛 盾 之 后 提 到 ,他 曾经 企图 修改 理论 物理 基础 去 说 明 辐射 现象 ,但 一 
切 努 力 均 告 失败 , 对 Bohr 提出 的 量子 跃迁 和 频率 条 件 对 光谱 规律 作出 的 漂亮 解释 , Einstein 写 道 :“…ap 
peared to me like a miracle 一 and appears to me as a miracle even today. This is highest form of musicality in 
the sphere of thought”. 

@ ”对 应 原理 的 系统 阐述 最 早 见 于 N. Bohr, Proc. Dan, Acad. Sc. (1918), (8)4,No. 1, Part 1, IL. 
正式 使 用 这 个 名 字 最 早 见 于 1920 年 的 文章 . N. Bohr, Zeit. Physik, 2(1920) ,423;N, Bohr, The Theoryof 
Spectra and Atomic Constitution, (Cambridge University Press，1922). 但 对 应 原理 思想 的 萌芽 ,在 他 1913 
年 发 表 的 “伟大 的 三 部 曲 ” 中 已 经 可 以 明显 看 出 ( 见 第 一 篇 论文 ,$3 就 是 根据 这 个 思想 来 定 出 氧 原子 能 级 
的 ). 1913 年 12 月 ,Bohr 在 哥本哈根 物理 学 会 上 的 报告 中 , 又 特别 强调 了 这 个 思想 的 重要 性 , 见 N. Bohr， 
Fysisk Tidsk, 12(1914) ,97. 

@ 在 Bohr 第 一 篇 论文 中 , 角 动 量 量子 化 条 件 是 作为 一 个 推论 出 现 的 . 它 并 非 Bohr 理论 中 最 基本 的 东 
西 . 从 历史 事实 来 看 , 角 动量 量子 化 条 件 并 不 是 Bohr 一 人 的 贡献 . 几乎 与 他 同时 , Ehrenfest 在 分 析 转 子 运动 
的 文章 中 ,已 提出 了 角 动 量 量子 化 条 件 [ 见 P. Ehrenfest, Verh, D. Phys. Ges, , 15(1913),451]. Nicholson 
在 1912 年 发 表 的 一 系列 文章 中 已 提 到 让 电子 的 轨道 角 动 量 等 于 想见 J. P. Nicholson,Monthly Not, Astr, ， 
72(1912) ,49,139,677,692]. Bohr 的 文章 中 就 提 到 了 Nicholson 的 工作 . 


。 13 。 


= 二 nf， n= 1,2,3," (1. 3. 2) 

关于 如 何 根据 对 应 原理 来 确定 氧 原子 和 一 些 简单 体系 的 量子 化 能 级 和 推导 出 

角 动 量 量子 化 条 件 , 将 在 本 书卷 了 第 2 章 中 讨论 0. 直接 根据 对 应 原理 思想 来 确定 

一 个 体系 的 量子 化 能 级 ,需要 知道 体系 轨道 运动 的 频率 对 能 量 E 的 依赖 关系 

v《E). 一般 说 来 ,这 是 比较 麻烦 的 . 如 果 反 过 来 ,把 角 动 量 量子 化 条 件 作为 出 发 点 ， 

往往 可 以 比较 容易 求 出 体系 的 量子 化 的 能 级 . 这 可 能 是 当时 一 些 人 把 注意 力 转向 

研究 量子 化 条 件 的 原因 之 一 . 例如 ,Sommerfeld 等 2 为 处 理 多 自由 度 体系 的 周期 
运动 的 能 量 量子 化 ,给 出 了 推广 的 量子 化 条 件 


oaa 3 nh, n; 一 1 2,3，… (1. 3. 3) 


其 中 gi 、pi 代表 一 对 共 思 的 正则 坐标 与 动量 ， 中 代表 对 周期 运动 积分 一 个 周期 . 他 


们 还 用 量子 化 条 件 来 处 理 中 心力 场 中 粒子 运动 的 量子 化 问题 ,得 到 一 些 有 价值 的 
结果 . 但 后 来 Ehrenfest 等 人 发 现 , 表示 成 相 空 间 积分 形式 的 量子 化 条 件 式 
(1. 3. 3) ,有 时 会 导出 很 芒 雇 的 结果 

Bohr 根据 对 应 原理 思想 ,定量 地 求 出 了 和 氧 原子 能 级 公式 为 


2 2 4 4 
E, 一 一 7 =—— pp n= 1,2,3,. (1. 3. 4) 
根据 此 能 级 公式 和 当时 已 测 得 的 m,e,h 的 数值 ,可 以 计算 出 Rydberg 常量 
2 me 
RS (1. 3.5) 


与 光谱 学 中 定 出 的 精度 很 高 的 Rydberg 常量 值 相当 符合 . 根据 Bohr 理论 ,不 但 可 
以 解释 氢 原 子 光谱 中 已 观测 到 的 Balmer 线 系 ( 在 可 见 光 区 域 ) 和 Paschen 线 系 ( 红 
外 区 ) ,并 且 还 预言 在 紫外 区 存在 另 一 个 线 系 . 第 二 年 (1914) ,此 线 系 果 然 被 Ly- 
man 观测 到 了 @. 原子 能 量 不 连续 的 概念 也 在 1914 年 为 Franck 和 Hertz 的 实验 直 


@ 可 参阅 F. Hund, The History of Quantum Theory, Appendix. 

@ W. Wilson, Phil，Mag. ,29(1915), 795, 但 未 做 具体 计算 . Sommerfeld 和 Planck 不 知道 Wilson 
工作 ,也 提出 此 推广 的 量子 化 条 件 ,并 做 了 很 多 计算 ,特别 对 中 心力 场 ( 不 仅 限于 Coulomb 场 ). 见 ASom- 
merfeld, Stiz. Ber. Miinchen(1915),425,457;Ann. der Physik, 5(1916),5. M. Planck, Verh. D. Phys. 
Ges. ,17(1915) ,407,438; Ann. der Physik, 50(1916),385. 

@®@ P. Ehrenfest & G. Breit, Proc. Ams., 23(1922), 989; Zeit. Physik, 9(1922), 207. P. Ehren- 
fest & R，C. Tolman,，Phys，Rev. ，24(1924),287. Bohr 也 逐渐 感到 相 空 间 积分 形式 存在 的 问题 (如 用 对 
应 原理 直接 去 处 理 则 不 会 出 现 那 种 荒 廖 结果). 所 以 当 他 在 G6ttingen 讲学 时 (1922) ,曾经 访 谐 地 表达 这 个 思 
想 :“Up with the Correspondence Principle! Down with the Phase Integrall”( 见 F. Hund, The History of 
Quantum Theory, p. 84). 

@ T. Lyman,， Phys，Rev. , 3(1914) ,504. 后 来 ,1922 年 Brackett 发 现 Brackett 线 系 ,1924 年 Pfund 
发 现 Pfund 线 系 . 见 F. S, Brackett, Nature, 109(1922), 209; H. A. Pfund, J. Opt Soc. Am. , 9(1924), 
193. 
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接 证 实 ?. Bohr 还 建议 把 天 文学 上 观测 到 的 与 氢 原 子 光谱 规律 很 相似 的 Pickering 
线 系 解释 为 Her 的 光谱 . 在 此 之 前 ,A，Fowler 在 实验 室 中 也 观测 到 此 线 系 . Bohr 
理论 提出 后 ,Evans 重新 仔细 做 了 此 实验 ,证 明 Bohr 的 看 法 完全 正确 . Einstein 称 
赞 Bohr 的 这 个 预言 是 “最 伟大 的 发 现 之 一 ”@. 这 对 于 Bohr 理论 被 人 们 承认 起 了 
很 大 作用 . 

当然 应 该 看 到 ,虽然 Bohr 理论 取得 很 大 成 功 ,首次 打开 了 人 们 认识 原子 结构 
的 大 门 , 它 存在 的 问题 和 局 限 性 也 逐渐 为 人 们 发 现 . 首先 , Bohr 理论 虽然 能 成 功 地 
说 明 氧 原子 光谱 的 规律 性 ,但 对 于 复杂 原子 光谱 ,甚至 对 氨 原 子 光谱 ,Bohr 理论 就 
遇 到 了 极 大 的 困难 ,不 但 定量 上 无 法 处 理 , 甚 至 在 原则 上 就 有 问题 (这 里 有 些 困难 
是 与 人 们 尚未 认识 到 电子 的 一 个 新 的 自由 度 一 一 自 旋 的 问题 交织 在 一 起 ). 在 光谱 
学 中 ,除了 谱 线 的 波长 (频率 ) 之 外 ， 还 有 一 个 重要 的 观测 量 ， 即 谱 线 的 (相对 ) 强 度 . 
这 个 问题 ,在 Bohr 理论 中 虽然 借助 于 对 应 原理 也 得 到 了 一 些 有 价值 的 结果 ， 但 却 
不 能 提供 系统 解决 它 的 方法 . 此 外 ,Bohr 理论 只 能 处 理 简单 的 周期 运动 ,而 不 能 处 
理 非 束 缚 态 问题 ,例如 ,散射 . 再 其 次 ,从 理论 体系 上 来 看 , Bohr 提出 的 原子 能 量 不 
连续 概念 和 角 动 量 量子 化 条 件 等 ,与 经 典 力学 是 不 相 容 的 ,多 少 带 有 人 为 的 性 质 ， 
并 未 从 根本 上 解决 不 连续 性 的 本 质 . 所 有 这 一 切 都 推动 着 理论 进一步 发 展 , 而 量子 
力学 就 是 在 克服 这 些 困难 和 局 限 性 中 发 展 起 来 的 . 

在 今天 看 来 ,Bohr 的 量子 论 已 经 为 量子 力学 所 代替 . 但 是 Bohr 提出 的 一 些 最 
基本 的 概念 (原子 定 态 能 量 的 量子 化 ,量子 跃迁 概念 ,频率 条 件 等 ) 至 今 仍然 是 正确 
的 ,并 在 量子 力学 中 被 保留 了 下 来 . 而 且 Bohr 的 深刻 的 思想 ,在 很 长 一 段 时 间 内 ， 
对 量子 力学 的 建立 和 对 近代 物理 的 发 展 都 有 重要 的 影响 . 特别 是 对 应 原理 的 思想 ， 
作为 经 典 力学 和 量子 力学 的 桥梁 ,在 量子 力学 建立 的 过 程 中 (例如 ,对 Heisenberg 
和 Kramers 关于 色散 问题 的 工作 ) 起 过 积极 的 作用 . 所 以 有 人 称 Bohr 的 量子 论 为 
“对 应 原理 的 量子 力学 ”(The Quantum Mechanics of the Correspondence Princi- 
ple)@, 它 与 Planck 和 Einstein 关于 辐射 的 量子 理论 一 道 , 实 际 上 扮演 了 “简单 体 
系 的 暂时 的 量子 力学 ”(A Provisional Quantum Mechanics of Simple Systems) 的 


角色 . Heisenberg 的 矩阵 力学 的 提出 ,可 以 认为 是 Bohr 对 应 原理 的 逻辑 上 发 展 的 
结果 @. 


1.4 de Broglie 的 物质 波 
在 Planck 与 Einstein 的 光量 子 论 及 Bohr 的 原子 量子 论 的 启发 之 下 ,考虑 到 


中 J. Franck, G, Hertz, Verh. D. Phys. Ges., 16(1914), 457,512. 
@ 转 引 自 DD. ter Haar, The Old Quantum Theory, p. 42. 
@ 见 上 页 所 引 Hund 的 书 ,p. 76 一 78. 
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光 具 有 波动 与 粒子 两 重 性 (两 者 通过 EE==hyv,p 一 h/4 联系 起 来 ) ,de Broglie 根据 类 
比 的 原则 ,设想 实物 粒子 ( 指 静 质量 m 关 0 的 粒子 ) 也 可 能 有 粒子 与 波动 两 重 性 2， 
只 不 过 其 波动 性 尚未 被 人 们 认识 到 .这 两 方面 必 有 类 似 的 关系 式 相 联 系 , 而 
Planck 常量 必然 出 现 其 中 . 

”de Broglie 仔细 分 析 了 光 的 微粒 说 及 波动 说 发 展 的 历史 ,并 注意 到 了 19 世纪 
Hamilton 曾经 阐述 过 的 几何 光学 与 经 典 粒子 力学 的 相似 性 2, 提 出 了 他 的 物质 波 
假说 @. 我 们 知道 ,几何 光学 的 三 条 基本 定律 (在 均匀 、 各 向 同性 介质 中 光线 沿 直线 
传播 ,反射 定律 及 折射 定律 ) 可 以 概括 为 Fermat 原理 ( 亦 称 最 短 光 程 原理 ), 即 


中， 一 0 (1. 4. 1) 
式 中 v==c/n,c 为 光 在 真空 中 的 速度 ,n 为 介质 的 折射 系数 . 式 (1. 4. 1) 还 可 表示 为 
| ndl 一 0 (1. 4. 2) 


上 式 表示 ,光线 从 A 点 到 B 点 实际 上 所 走路 径 , 比 起 相 邻 的 其 他 可 能 的 路 径 来 说 ， 
光 程 | .na 取 极 值 (图 1. 6). 


另 一 方面 ,按照 经 典 粒 子 力学 ,在 势 场 V 中 运动 的 一 
个 粒子 从 A 点 到 B 点 实际 上 所 走 轨道 ,由 Maupertuis 的 
最 小 作用 原理 确定 , 即 


中 pa | Vom(E—V)d=0 (1.4.3) 


其 中 m 是 粒子 质量 ,p 是 粒子 动量 ,E 是 能 量 . 式 (1. 4. 3) 
表明 ,粒子 从 A 到 B 所 走 的 实际 轨道 的 “作用 积分 ”(ac- 


4 Wn ne | pa , 比 起 相 邻 的 其 他 可 能 的 轨道 , 取 
图 1.6 极 值 . 


® L. deBroglie, The Beginnings of Wave Mechanics[ 载 于 Wave Mechanics, the first fifty years 
《1973)，W，C，Price 等 编 , University of London King’”’s College，Butterworth & Co. ] 提 到 :“…… (1919 年 
以 前 ) 我 的 注意 力 特 别 为 Planck，Einstein 和 Bohr 关于 量子 理论 的 工作 吸引 住 了 , 从 Einstein 提出 的 光量 子 
论 中 ,我 认识 到 光 辐 射 中 波 与 粒子 共存 乃 是 自然 界 本 身 最 核心 的 一 个 事实 . …… 在 1923 年 ,下 列 想法 突然 浮 
现在 我 心头 , 即 波 与 粒子 共存 绝 不 应 仅 局 限于 Einstein 研究 过 的 情况 ,而 应 推广 到 所 有 粒子 . 将 这 思想 应 用 
于 电子 ,看 来 就 必须 解释 Bohr 关于 原子 的 定 态 理论 中 提 到 的 电子 在 原子 中 运动 的 离奇 性 质 . …… 在 我 的 
1923 年 的 文章 和 1924 年 学 位 论文 中 ,我 已 经 能 对 Bohr 原子 理论 中 提出 的 量子 化 条 件 给 出 第 一 个 解释 ,说 
明 波 在 原子 中 的 传播 与 几何 光学 近似 是 协调 的 . 这 是 不 严格 的 ,但 提供 了 一 个 初步 的 和 令 人 十 分 注目 的 对 量 
子 化 条 件 的 诠释 . 在 我 的 学 位 论文 中 还 探讨 了 许多 其 他 有 趣 的 想法 ,特别 是 关于 Fermat 原理 与 Maupertuis 
最 小 作用 原理 的 最 终 统 一 .……” ' 

® L. de Broglie, Le Journal de Physique et la Radium, 7(1926),1. 

@ L, de Broglie，Nature, 112(1923),540， 中 译文 见 北 京 大 学 学 报 (自然 科学 版 )，2002 年 增刊 ,百年 
物理 ,p. 24 
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根据 上 述 分 析 与 类 比 ,de Broglie 提出 ,与 具有 一 定 能 量 已 及 动量 户 的 粒子 相 
联系 的 波 ( 他 称 为 “物质 波 ”(matter wave) ) 的 频率 及 波长 分 别 为 
y= E/h 
A=h/p (1. 4. 4) 
他 提出 这 个 假设 ,一 方面 是 企图 把 实物 粒子 与 光 的 理论 统一 起 来 , 另 一 方面 是 为 了 
更 目 然 地 去 理解 微观 粒子 能 量 的 不 连续 性 了 ,以 克服 Bohr 量子 化 条 件 带 有 人 为 性 
质 的 缺点 . de Broglie 把 原子 中 的 定 态 (stationary state) 与 驻 波 (stationary wave) 


能 处 理 的 问题 也 很 有 局 限 性 ,但 它 的 物理 图 像 是 很 有 启发 性 的 . 

例如 ,在 氢 原 子 中 做 稳定 的 圆 轨道 运动 的 电子 所 相应 的 de Broglie 驻 波 的 一 
种 波形 ,如 图 1. 7 所 示 . 驻 波 条 件 要 求 : 波 绕 原 子 核 传播 一 周 后 应 光滑 地 衔接 起 来 ， 
否则 又 加 起 来 的 波 将 会 由 于 干涉 而 相 消 . 这 就 对 轨道 有 所 限制 , 即 圆 轨 道 的 周 长 应 
该 是 波长 的 整数 倍 ; 


Dy (1. 4.5) 
或 
. A = 2rxr/n 
再 利用 de Broglie 关系 和 A 二 h/p, 即 可 得 到 p= 二 nh/2xr, 因 而 粒子 的 角 动 量 为 
J 二 翅 一 要 一 大 (1. 4. 6) 


图 1.7 圆 轨道 上 的 驻 波 图 1.8 无 限 深 方 势 阱 内 的 驻 波 


见 D， Bohm, Quantum Theory，1954,p， 70, 有 仔细 讨论 . 但 据 FE，Bloch，Physics Today, 1976, 
No. 12, p. 24 文 中 所 说 ,这 个 思想 是 由 EE。 Schr6dinger 提出 的 ,而 M，Born 则 认为 de Broglie 与 Schrodinger 
都 有 这 种 想法 (Born 在 获 诺 贝尔 奖 时 的 讲话 ). 
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这 正 是 Bohr 的 量子 化 条 件 . 这 样 ,就 从 物质 波 的 驻 波 条 件 比较 自然 地 得 出 了 角 动 
量 的 量子 化 条 件 . 

又 例如 ,在 无 限 深 方 势 阱 中 运动 的 粒子 (图 1. 8) ,相应 的 物质 波 限 制 在 [0,aj 
区 域 中 传播 . 在 此 区 域 之 外 ,以 及 z= 二 0 和 a 两 个 端点 上 ,波幅 应 为 0, 即 x 二 0 和 a 
是 波 的 节点 ,这 与 两 端 固定 的 弦 振 动 相似 . 按 驻 波 条 件 


四 全 一 0， 1 一 1 2，3，… 
即 
人 一 人 一 一 (1. 4.7) 


可 见 驻 波 的 波长 是 不 连续 变化 的 (图 1. 8). 再 利用 de Broglie 关系 式 , 即 可 得 出 粒 
子 的 动量 及 能 量 的 可 能 取 值 


一 区 
p=p, 一 尹 /h， 77 
272 212 
E=E,= fp/2m= 于 = 亚 (1.4.8) 


它们 都 是 不 连续 的 . 由 此 人 们 可 以 很 自然 地 理解 ,为 什么 束缚 粒子 的 能 量 是 量子 
化 的 . 

物质 波 假 设 提出 以 后 ,曾经 使 很 多 物理 学 家 (包括 Langevin 等 ) 感 到 震惊 . 人 
们 自然 会 问 ,物质 粒子 既然 是 波 ,为 什么 人 们 在 过 去 长 期 实践 中 把 它们 看 成 经 典 粒 
子 , 却 并 没有 犯 什 么 错误 呢 ?” 为 此 ,追溯 一 下 人 类 对 光 的 认识 的 发 展 历史 是 有 意义 
的 .在 17 世纪 ,牛顿 (I Newton, 1642~1727) 认 为 光 由 微粒 组 成 ,并 且 在 均匀 介 
质 中 作 直 线 传播 . 直到 19 世纪 T. Young(1773 一 1829) 等 通过 双 缝 实验 肯定 了 光 
的 干涉 与 衍射 现象 之 后 , 光 的 波动 性 才 为 人 们 确认 . 但 光 的 干涉 和 衍射 现象 只 有 当 
仪器 的 特征 长 度 (例如 双 颖 宽度 ) 与 光波 长 可 相 比 拟 的 情况 下 才 明 显 . 例如 ,对 比 一 
下 光 的 针 孔 成 像 与 圆 孔 入 射 实 验 是 有 趣 的 . 针 孔 成 像 可 以 用 光 的 直线 传播 来 说 明 ， 
即 用 几何 光学 来 处 理 是 恰当 的 . 但 平常 所 谓 “ 针 和 孔 ”, 其 大 小 (例如 之 10™ cm) 比 可 
见 光 的 波长 [MA=<*(4000~7000)A< 一 10-4cm] 仍 然 大 很 多 . 但 如 把 针 孔 半径 a 不 断 缩 
小 , 当 as 时 , 针 孔 成 像 将 不 复 存 在 , 此 时 将 出 现 圆 孔 衍 射 花 样 . 这 时 用 几何 光学 
来 处 理 就 不 恰当 ,而 波动 光学 就 成 为 必需 的 了 . 

de Broglie 认为 ,物质 粒子 的 波动 性 与 光 有 相似 之 处 . 但 由 于 h 是 一 个 很 小 的 
量 ,实物 粒子 的 波长 实际 上 是 很 短 的 . 在 一 般 宏观 条 件 下 , 波动 性 不 会 表现 出 来 ( 粒 
子 性 是 主要 矛盾 方面 ) ,所 以 用 经 典 力学 来 处 理 是 恰当 的 . 但 是 到 了 原子 世界 中 ( 原 
子 大 小 =*1A) ,物质 粒子 的 波动 性 便 会 明显 表现 出 来 . 此 时 ,经 典 力学 就 无 能 为 力 
了 ,正如 几何 光学 不 能 用 来 处 理光 的 干涉 与 衍射 现象 一 样 . 因此 , 处 理 原 子 世 界 中 
粒子 的 运动 ,就 需要 一 种 新 的 力学 规律 一 一 波动 力学 . 这 个 问题 是 Schrodinger 在 
1926 年 解决 的 . 
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练习 1 对 于 非 相 对 论 粒 子 ,动能 E= 坟 mv ,动量 p= 二 mv= 二 V2mE ,de Broglie 波长 4 二 h/p 


三 h/mv 二 h/ V2mE. 对 于 m 二 1g 的 宏观 粒子 , 设 v 一 lcmy/s, 可 以 计算 出 =*10 8cm, 波 长 非常 
小 (< 儿 原子 大 小 一 10-8cm) ,所 以 在 宏观 世界 中 很 难 观测 到 粒子 的 波动 性 . 

练习 2 一 个 自由 电子 具有 能 量 10eV, 求 其 波长 . 在 非 相对 论 情况 下 ,质量 为 m, 能 量 为 EE 的 
自由 粒子 ,de Broglie 波 长 4=h/p 二 h/ V2mE. 若 忆 用 eV 为 单位 ,对 于 电子 Cm 一 9.11 X10 *8g)， 
并 


/项 
人 一 志 人 (1. 4. 9) 


练习 3 一 个 具有 5MeV 能 量 的 v 粒子 穿 过 原子 时 ,可 否 用 经 典 力学 来 处 理 ? 设 枪弹 质量 
为 20g, 飞 行 速度 为 1000m/s, 求 其 de Broglie 波长 ,并 讨论 有 无 必要 用 波动 力学 来 处 理 . 
练习 4 ”对 于 高 速 运动 粒子 (ESmec?),E= VPC 十 mc 人 pc,de Broglie 波 长 为 
200 


二 本 
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式 中 正 用 MeV 为 单位 ,+ 用 fm 为 单位 . 设想 用 高 能 电子 散射 去 探测 原子 核 或 核子 的 电荷 分 布 
的 细节 ,对 电子 能 量 已 有 何 要 求 ?〈 核 子 大 小 <zfm, 中 等 原子 核 的 半径 5fm). 

练习 5 有 人 提出 ,如 让 宏观 粒子 的 速度 不 断 变 慢 (>0), 则 de Broglie 波长 将 不 断 变 长 ， 
因而 可 以 观测 到 粒子 的 波动 性 . 你 对 此 有 何 看 法 ? 

注意 ,宏观 粒子 平常 处 于 热平衡 状态 . 按 经 典 统计 力学 ,粒子 热 运 动能 ~ 了 T, 是 Boltz- 
mann 常量 ,为 温度 (绝对 温标 ). 因此 粒子 热 运 动 动量 p~ V27RT, de Broglie 波长 4~h/ 
V2mkToc1/ VmT, 只 当 m 很 小 ,T>0K 时 ,才能 观测 到 波动 现象 . 例如 金属 的 超 导 现 象 , 载 流 
子 是 Cooper 电子 对 ,m 二 2m, (mx -是 电子 质量 ) ,质量 很 小 ,在 Tsz4. 2K( 对 于 金属 示 ) 就 出 现 超 
导 现象 . 而 对 于 稀薄 碱 金属 原子 气体 的 BEC (Bose-Finstein condensation) 现象 , 只 当 下 ~ 
nK(10-，K) 情 况 下 才 可 能 观测 到 . 


实物 粒子 的 波动 性 的 直接 证 明 , 是 在 1927 年 才 实 现 的 9. Davisson 和 Germer 

用 具有 一 定 能 量 (波长 ) 的 电子 垂直 地 射 向 金属 镍 单 晶 ( 立 方 晶 ) 的 磨 光 平面 [例如 ， 

(1,1,1) 晶 面 ] 上 ,观测 不 同 角度 上 的 反射 波 强 度 ,他 们 观测 到 与 X 光 相 似 的 衍射 

现象 . 在 磨 光 的 平面 上 成 列 地 排列 着 整齐 的 原子 ,这 晶 面 可 以 看 成 许多 线 型 光栅 的 

集合 . 对 于 不 同 的 磨 光 晶 面 ,光栅 常数 也 不 相同 . 在 垂直 人 射 的 情况 下 (图 1. 9) , 单 

_ 唱 表面 等 效 于 一 个 反射 光栅 ,其 光栅 间距 a 依赖 于 晶 格 常数 及 磨 光 平面 的 取向 . 当 
下 列 条 件 满足 时 ,将 出 现 反射 波 加 强 : 

asin0 = WM， n= 1,2,3,. (1. 4. 11) 

根据 入 射电 子 的 能 量 ,可 计算 出 其 波长 [ 见 起 (1 4.9)] ,然后 代入 式 (1.4. 11) ,可 以 


© G. J. Davisson, L. H. Germer, Phys. Rev. , 30(1927), 705. G. P. Thomson, Proc Roy Soc., A 
(London) ,117(1928) ，600; Nature，120(1927)，802. 为 此 ,Davisson 和 Thomson 获 1937 年 Nobel 物理 学 
奖 , 
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- 求 出 反射 波 强度 的 峰值 将 出 现 于 下 列 方向 . 
0, = arcsin(m /a), 1 一 1,2,3,… 
预期 值 与 实验 观测 相符 . 
后 来 很 多 实验 都 证 实 , 不 仅 是 电子 ,而 且 
质子 .中 子 、 原 子 、 分 子 等 都 具有 波动 性 ". 波 
动 性 是 物质 粒子 普遍 具有 的 . 物质 粒子 的 波 
图 1.9 电子 对 晶体 光 相 的 衍射 示 意图 动人 性 在 现代 科学 实验 与 生产 技术 中 有 广泛 应 
用 . 例如 ,电子 显微镜 , 慢 中 子 衍射 技术 ,可 用 
来 研究 晶体 结构 与 生物 大 分 子 结构 等 . 


入 射电 子 


1,200| (a) 


每 50 秒 计数 _ 


8 


每 秒 计数 


图 1. 10 Ce 分 子 (fullerens) 的 干涉 图 像 @ 
(a) 实验 记录 (圆圈 ) 是 每 50 秒 的 Ceo 分 子 计 数 . 实 线 所 示 是 用 Kirchhoff 衍射 理论 拟 合 
的 结果 . 波长 1 二 h/IMv,M 是 Ceo 分 子 质 量 ,v 是 其 速度 . 光 棚 的 相 邻 颖 距 为 100nm, 每 条 
缝 宽 50nm. 由 图 可 以 清楚 看 出 中 央 的 干涉 图 像 高 峰 和 两 侧 一 级 衍射 峰 和 谷 . 
(Cb) 上 述 干涉 装置 中 ,不 设置 光栅 情况 下 的 Coo 分 子 的 记录 (每 秒 Ceo 分 子 计 数 ). 


I Estermann, O，Stern, Zeit。Phys，61(1930),95, 观 测 到 分 子 束 的 波动 性 . H，Halban，P，Prei- 
swerk, C. R. Acad. Sci.，203(1936), 73, 观 测 到 中 子 的 波动 性 . W，Schollkopf, J. Toennies, Science, 266 
(1994)，1345， 观测 到 van der Walls 结 团 (cluster) 的 波动 性 ， 

OO M. Arndt et al , Nature, 401(1999) ,680. 
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， 最 近 Arndt 等 人 又 观测 到 Cu 分 子 束 的 衍射 现象 @. 这 是 迄今 已 在 实验 上 观测 
到 其 波动 性 的 质量 最 重 、 而 且 结 构 最 复杂 的 粒子 . 在 他 们 的 实验 中 ;从 约 1000K 的 
高 温 炉 中 升华 出 来 的 Ca 分 子 束 ， 经 过 两 条 准 直 狭 缝 (collimation sjlits, 缝 宽 10um， 
两 颖 相距 约 1m), 然后 射 向 一 一 个 吸收 光栅 (光栅 每 条 缝 宽 50nm， 相 邻 颖 距 
100nm) , 测 得 的 衍射 图 像 如 图 1. 10(a) 所 示 . 


1.5 量子 力学 的 建立 


量子 力学 理论 体系 是 在 1923 一 1927 年 这 一 段 时 间 ee 两 个 等 价 的 
理 ; 伦 一 一 矩阵 力学 与 波动 力学 几乎 同时 提出 . 

矩阵 力学 的 提出 与 Bohr 的 早期 量子 论 有 很 密切 的 关系 . W，Heisenberg 一 方 
面 继 承 了 早期 量子 论 中 合理 的 内 核 ,例如 ,原子 能 量 量子 化 和 定 态 , 量 子路 迁 和 频 
率 条 件 等 概念 ,但 同时 又 据 弃 了 早期 量子 论 中 一 些 没 有 实验 根据 的 概念 ,例如 , 电 
子 轨 道 的 概念 . 按照 Heisenberg 的 分 析 , 对 于 氢 原 子 中 的 电子 ,要 肯定 电子 确实 沿 
Bohr 轨道 运动 ,必须 不 断 对 电子 位 置 进行 测量 ,并 要 求 位 置 测量 的 误差 Ax a 
《Bohr 轨道 半径 ), 这 种 观测 只 有 用 波长 \<a 的 X 射线 来 观测 才 有 可 能 . 但 按照 
Compton 散射 ,X 射线 的 光子 与 电子 相互 作用 ,伴随 着 有 动量 转移 /六 jh/a, 因 
而 对 电子 的 运动 将 产生 一 个 扰动 . 要 求 位 置 测 得 愈 精确 ， 就 要 求 使 用 的 X 光 波长 
愈 短 , 但 这 时 给 电子 的 扰动 也 就 愈 大 ,电子 就 不 可 能 维持 原来 的 运动 状态 . 所 以 无 
限 精确 地 跟踪 一 个 电子 是 不 可 能 的 . 事实 上 ， 并 没有 什么 实验 证 据 妨碍 我 们 抛弃 电 
子 有 精确 轨道 的 概念 . Heisenberg 认为 任何 物理 理论 只 应 涉及 可 以 观测 的 物理 
量 , 对 于 建立 微观 现象 的 正确 理论 ,尤其 要 注意 这 点 . Heisenberg, Born 与 Jordan 
的 矩阵 力学 2, 从 物理 上 可 观测 量 ,例如 ,原子 辐射 的 频率 及 强度 出 发 ,赋予 每 一 个 
物理 量 以 一 个 矩阵 ,它们 的 代数 运算 规则 与 经 典 物理 量 不 相同 ,遵守 乘法 不 可 对 易 
的 代数 . 量子 体系 的 有 经 典 对 应 的 各 力学 量 (矩阵 ,或 算 符 @) 之 间 的 关系 (矩阵 方 
程 ,或 算 符 方程 ) ,形式 上 与 经 典 力学 相似 ,但 运算 规则 不 同 . 在 矩阵 力学 建立 过 程 
中 ,Bohr 的 对 应 原理 思想 起 了 重要 的 作用 @. 

波动 力学 与 早期 量子 论 的 关系 ,表面 看 来 ,不 像 矩 阵 力学 那样 密切 ,但 实则 殊 
途 同 归 . 波动 力学 来 源 于 L. de Broglie 的 物质 波 的 思想 @. de Broglie 在 研究 了 力 


© M. Arndt et al., Nature, 401(1999),680, 

© W. Heisenberg, Zeit. Physig, 33(1925), 879. M. Born, P. Jordan, Zeit. Physik, 34(1925), 
858. M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan, Zeit. Physikg, 35(1926), 557, W, Heisenberg, P. Jordan, 
Zeit. Physik, 37(1926) ,263. 

® M. Borm, N. Wiener Zeit. Physik, 36(1926),174. P. A. M. Dirac, Proc. Roy Soc. (London), 
111(1926), 281. 

@ A. Messiah, Quantum Mechanics ,vol. 1， p45~48, 对 和 矩阵 力学 和 波动 力学 提出 的 历史 背景 和 主 
导 思 想 给 出 了 很 精练 的 介绍 . 还 可 参见 彭 西武, 徐 锡 申 《 理 论 物 理 基 础 )》, (北京 大 学 出 版 社 , 1998)， 
§ 9.1.4, 8 9.1.5. 

® L. de Broglie, Comptes Rendus, 177(1923), 507, Nature, 112(1923),540. 
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学 与 光学 的 相似 性 之 后 ,企图 找到 实物 粒子 与 辐射 的 统一 的 基础 ,提出 了 下 列 假 
定 : 波动 - 粒子 两 象 1 性 是 微观 客体 的 普遍 性 质 ( 包 括 静 质量 m 关 0 的 实物 粒子 以 及 
辐射 ). 他 从 这 概念 出 发 , 比较 自然 地 导出 了 量子 化 条 件 ，Schr6dinger 在 de Bro- 
glie 物质 波 假 设 的 启发 下 ,找到 了 一 个 量子 体系 的 波动 方程 一 一 Schrodinger 方 
程 0, 它 是 波动 力学 的 核心 . 与 矩阵 力学 一 样 ,Schrodinger 用 他 的 波动 方程 成 功 地 
解决 了 所 原子 光谱 等 一 系列 重大 问题 , 接着 Schr6dinger 还 证 明 , 和 矩阵 力学 与 波动 
力学 是 完全 等 价 的 ,是 同一 种 力学 规律 的 两 种 不 同形 式 的 表述 @ 事实 上 ,量子 理 
论 还 可 以 更 为 普遍 地 表述 出 来 . 这 是 Dirac 和 Jordan 等 人 的 贡献 @ 

虽然 量子 力学 对 于 处 理 过 去 许多 悬而未决 和 范围 广泛 的 问题 的 威力 ,很 快 就 
使 人 心悦诚服 ,但 完全 搞 清 这 个 理论 的 物理 涵义 却 花 了 稍 长 的 时 间 @. 量子 理论 的 
诠释 及 内 部 的 自治 性 ,是 在 Born 对 波 函 数 的 统计 诠释 提出 之 后 才 得 以 解决 @ 到 
此 ,量子 力学 仍 属 非 相 对 论 性 的 . Dirac 的 电磁 场 的 量子 理论 对 它 作 了 补充 @. 这 
样 ,涉及 非 相 对 论 性 的 实物 粒子 与 电磁 场 作 用 的 问题 ,原则 上 都 可 以 解决 . 

此 外 ,还 应 提 到 量子 统计 物理 的 建立 . 1924 年 S，。N. Bose? 用 完全 不 同 于 经 
典 的 Maxwell-Boltzmann 统计 法 的 一 种 涉及 粒子 全 同性 的 新 的 统计 法 ,推导 出 了 
Planck 的 黑体 辐射 公式 . A，Einstein 立即 认识 到 此 项 工作 的 重要 性 ,并 推广 去 研 
究 单 原子 理想 气体 . 他 预言 8: 当 原 子 之 间距 离 足够 近 , 速度 足够 低 时 ,将 发 生 相 
恋 , 形 成 一 种 新 的 物质 状态 ,后 人 称 之 为 Bose-Einstein 凝聚 (BEC). 在 这 种 状态 
下 ,所 有 粒子 都 处 于 最 低 的 单 粒子 能 态 . 这 种 统计 被 称 为 Bose-Einstein 统计 法 (或 
简称 Bose 统计 法 ). 经 过 实验 工作 者 的 长 期 努力 ,在 20 世纪 90 年 代 , 在 超 冷 (IT 一 
nK) 碱 金属 原子 稀薄 气体 中 观测 到 了 BEC 现象 . 为 此 ,E. A. Cornell, C. E. Wie- 
man 和 W，Ketterle 获 2001 年 Nobel 物理 学 奖 . 

在 和 矩阵 力学 与 波动 力学 提出 之 前 ,Bohr 曾经 力图 在 他 的 原子 的 量子 论 的 框架 内 
去 阐明 化 学 元 素 的 周期 律 9, 但 未 取得 令 人 信服 的 结果 . 经 过 仔细 分 析 后 ,Pauli 提出 ， 
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penhagen, 1979). 
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Naturwissenschaften,，16(1928)245，17(1929)483,18(1930)73. 更 详细 论述 可 参阅 :W. Heisenberg，The 
Physical Principles of the Quantum Theory (University of Chicago Press, Chicago, 1930); N. Bohr, Atom- 
ic Theory and the Description of Nature (Cambridge University Press, Cambridge, 1934). 
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@ N. Bohr, The Theory of Spectra and Atomic Constitution (Cambridge University Press, 1922). 
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在 原子 中 要 完全 确定 一 个 电子 的 能 态 需要 四 个 量子 数 (参阅 5. 5. 2 节 ) ,并 提出 不 相 
容 原理 0 一 一 在 原子 中 每 一 个 电子 能 态 上 ,最 多 只 能 容纳 一 个 电子 . 按 此 原理 ,他 成 
功 阐明 了 元 素 周期 律 等 重要 问题 ,并 获 1945 年 Nobel 物理 学 奖 . 量子 力学 建立 后 ， 
Heisenberg，Fermi，Dirac 等 人 从 量子 态 的 置换 反对 称 性 来 说 明 Pauli 不 相 容 原理 @. 
为 一 种 量子 统计 法 , 即 Fermi-Dirac 统计 法 (或 称 Fermi 统计 法 ) , 随 之 建立 . 
相对 论 与 量子 力学 是 20 世纪 物理 学 的 两 个 主要 进展 . 从 对 现代 物理 学 和 人 类 
物质 文明 的 影响 来 说 ,后 者 甚至 超过 前 者 . 物质 结构 这 个 重要 的 课题 ,只 有 在 量子 
力学 的 基础 上 才 原 则 上 得 以 解决 .没有 哪 一 门 现代 物理 学 的 分 支 以 及 有 关 的 边缘 
学 科 ( 例 如 ,固态 物理 学 .原子 和 分 子 结构 、 原 子 核 结 构 、 粒 子 物理 学 .量子 化 学 、 量 
子 生 物 学 .激光 物理 .表面 物理 .低温 物理 .天 体 物 理学 和 宇宙 论 等 ) 能 够 离开 量子 
力学 这 个 基础 z 
相对 论 的 创建 人 A. Einstein 的 名 字 已 经 家 喻 户 晓 ,他 的 事迹 被 当做 神话 在 人 
民 中 广泛 流传 ,但 发 展 量 子 理 论 的 物理 学 家 的 名 字 , 基 本 上 只 有 科学 界 人 士 才 知 
晓 , 他 们 的 成 就 对 于 广大 群众 来 说 还 是 陌生 的 . 这 种 缺乏 广泛 了 解 的 重要 原因 之 
一 ,也 许 是 由 于 量子 理论 不 是 主要 由 一 个 物理 学 家 所 创立 ,而 是 许多 物理 学 家 共同 
努力 的 结晶 . 20 世纪 量子 物理 学 所 碰 到 的 问题 是 如 此 复杂 和 困难 ,以 致 没有 可 能 
期 望 一 个 物理 学 家 能 一 手 把 它 发 展 成 一 个 完整 的 理论 体系 . 在 这 征途 中 闪烁 着 
Planck、Einstein、Bohr、Heisenberg .de Broglie、Schrodinger、Born、Pauli、Dirac 等 
光辉 的 名 字 8@“ 量 子 物 理学 的 建立 可 以 认为 是 开展 物理 学 研究 工作 方式 上 的 转 


© W. Pauli, Zeit. Physik, 31(1925), 765. 

© W. Heisinberg, Zeit. Physik, 38(1926),411,39(1926),499; E. Fermi, Zeit. Physik, 36(1926),902; 
P. A. M. Dirac, Proc. Roy Soc. (London), A112(1926) ,661. 

@ ”由 于 对 量子 力学 建立 的 卓越 贡献 ,他 们 分 别 获得 Nobel 物理 学 奖 . 


获奖 人 获奖 时 间 获奖 工作 

M. Planck(1858~1947) 1918 基本 作用 量子 (光量 子 论 ) 

A. Finstein(1879~1955) 1921 光电 效应 (光量 子 ) 及 数学 物理 方面 的 成 就 

N. Bohr(1885~1962) 1922 原子 结构 与 原子 辐射 

L. de Broglie(1892~1987) 1929 电子 的 波动 性 

W. Heisenberg(1901~1976) 1932 创立 量子 力学 (和 抢 阵 力学 ) ,原子 核 由 质子 和 
中 子 组 成 

E. Schrodinger(1887~1961) 1933 创立 量子 力学 (波动 力学 ) 

P. A. M. Dirac(1902~1984) 1933 电子 的 相对 论 性 波动 方程 ,预言 正 电 子 

W. Pauli(1900~1958) 1945 不 相 容 原理 

M. Born(1882~1970) 1954 波 函 数 的 统计 诠释 


@” 继 矩阵 力学 和 波动 力学 在 20 世纪 20 年 代 中 期 提出 之 后 约 20 年 ,R. P， Feynman 又 提出 了 量子 力 
学 的 第 三 种 理论 形式 , 即 路 径 积分 (path integral) 理 论 . 如 果 说 矩阵 力学 是 正则 形式 下 经 典 力学 的 量子 对 应 ， 
波动 力学 则 与 经 典 力学 中 的 Hamilton-Jacobi 方程 密切 相关 . 概括 起 来 ,它们 都 与 经 典 力学 的 Hamilton 形式 
有 渊源 关系 . 而 路 径 积 分 理论 则 与 经 典 力学 的 Lagrange 形式 (通过 作用 量 ) 有 密切 关系 . 参阅 R，P，Feyn- 
man，Rew，Mod，Phys. ，20 (1948) ，367. 或 见 本 书卷 本 ,第 3 章 . 
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折 点 ”.“ 如 果 说 它 的 建立 标志 着 物理 学 研究 工作 第 一 次 集体 的 胜利 ,那么 这 一 批量 
子 物理 学 家 公认 的 领袖 就 是 Niels Bohr”0. 


习 题 
1.1 试用 量子 化 条 件 , 求 谐振 子 的 能 量 . 谐振 子 势能 VC(z) 取 为 


提示 : 


X= asinwt 
p= mz = mawcoswt 
用 pdz = 二， 求 出 a= V 现 7 吉本, 代入 谐振 子 能 量 . 
管 :E=E,= 二 nfw， 7 一 1, 2 
1.2 用 量子 化 条 件 求 限制 在 箱 内 运动 的 粒子 的 能 量 , 箱 的 长 宽 高 分 别 为 a.b 和 c. 
答 :一 基 ( 台 十 侣 十 全 )， Mm ,72 3973 一 1 2， 
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1.3 平面 转子 的 转动 惯量 为 1, 求 它 的 能 量 允许 值 . 

答 : 正 一 好 环 /2T， 7 一 1 2 

1.4 有 一 个 带电 4 质量 为 mm 的 粒子 在 平面 内 运动 ,垂直 于 平面 方向 有 磁场 B. 求 粒子 能 量 
允许 值 , 

答 : 带 电 粒 子 将 做 圆周 运动 ,能 量 为 

E= nf|g|B/m, n= 1,2,.: 

1.5 用 量子 力学 可 以 证 明 (WKB 近似 , 见 本 书卷 了 第 2 章 ), 对 于 下 列 不 同形 式 的 势 阱 (图 

1. 11) ,量子 化 条 件 略 有 不 同 . 


(中 pdaz= (n+t 计 )h nm0,1,2,. 
p= V2m[E 一 VD) 

Chpar = (ntE)h, n=0,1,2, 

CO hpdr = (n+ Dh, ad 
bpdz =mh, n= 1,2,3,° 


D P. Robertson, The Early Years, The Niels Bohr Institute, 1921~1930 (Akademisk Forlag, Co- 
penhagen, 1979). 
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a bx 
Vx) 
Vx) 
(a) (b) (0°) 


图 1. 11 


利用 上 述 公式 ,计算 在 下 列 势 旱 中 粒子 的 能 量 允 许 值 
(1) 势 阱 ( 见 图 1. 12) 
V(rz)=g|z| 


| Vx)=e@x 
Vx)=gl*l 


0 x 
图 1.12 图 1.13 


先进 行 量 纲 分 析 , 然 后 求 能 量 允许 值 . 


答 : 
2 、1/3 Wh 
Er (SE) : | J n= 0,1,2,° 

(2) 

oo, X=0 

J 人 Xz>>0 

6 为 均匀 电场 强度 ,一 e 为 粒子 电荷 ( 见 图 1. 13). 

答 ， 


2/3 
下 = /me 2 十 立 ， 有 一 012 
2 4 


1.6 中 心力 场 VC 中, 角 动 量 为 0 的 粒子 (在 经 典 力学 中 这 是 什么 图 像 ?的 能 量 量子 化 
条 件 为 
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2 VomtETVAT = (rt) n=0,1,2,°" 


设 VD 一 一 竺 (Coulomb 场 ), 求 粒子 能 量 多 许 什 . 
答 , 对 于 /二 0 的 能 级 
了 ,一 一 2 契 az (十 呈 ) 9 n= 0,],2,. 


1.7 ”对 于 高 速 运 动 粒子 ( 静 质 量 mm) ,能 量 及 动量 由 下 式 给 出 : 
EE=m?/ V1 一 g/cc (v 是 粒子 速度 ) 
p=m/ vl~v/c Pe 
试 根据 Hamilton 量 
= Vmc pc 
及 正则 方程 来 验证 这 两 式 . 由 此 求 出 粒子 速度 与 de Broglie 波 的 群 速 之 间 关 系 . 计算 其 相 速 ,并 
证 明 相 速 大 于 光速 <. 
提示 :利用 一 9 
1.8 按照 特殊 相对 论 , 粒 子 能 量 、 动 量 和 质量 的 关系 式 , 瑟 二 pc 十 mc , 求 ; 
(1) 非 相 对 论 近 似 下 的 能 量 展开 式 
172 


ee 一 me? 十 外 一 二 十 


上 式 右边 mc 为 静止 能 (rest energy) 2 -为 非 相对 论 极限 下 的 动能 一 二 为 最 低级 相对 论 


8m 3 C2 
修正 . 
(2) 在 极 高 速 情况 下 (高 能 物理 实验 中 经 常 碰 到 ), 求 能 量 的 近似 展开 


E=x[1+(e)] = 人 和 
对 于 无 静 质 量 (m: 一 0) 粒 子 (例如 光子 ) ,下 一 zc. 
1.9 (1) 试用 Fermat 最 短 光 程 原理 导出 光 的 折射 
定律 ;mw sina 二 2 sinas ( 见 图 1. 14). (2) 光 的 波动 说 的 拥 
护 者 曾经 向 光 的 微粒 论 者 提出 下 列 非 难 :如 认为 光 是 


“粒子 ", 则 其 运动 遵守 最 小 作用 原理 , 8 2d! 一 0. 车 认为 


一 mm, 则 8|vdl = 0, 靖 指 粒子 < 动量" 指 粒 子 “ 束 


度 ” 这 样 将 导出 下 列 折射 定律 :m sinas 一 msina ,这 明显 
违反 实验 事实 . 即使 考虑 相对 论 效应 ,对 于 自由 粒子 ,Pp 
二 Ev/c? 仍然 成 立 ,E 是 粒子 能 量 ,从 一 种 介质 到 另 一 种 


介质 ,已 不 改变 . 因此 ,仍然 得 到 8|vdl 二 0. 矛盾 依然 存 


图 1. 14 


在 . 你 怎样 解决 这 矛盾 ? 
参阅 L. de Broglie, Le Journal de Physique et la Radium, 7(1926),1. 
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第 2 章 波 函 数 与 Schrodinger 方程 


2.1 波 函 数 的 统计 诠释 
2.1.1 波动 -粒子 两 象 性 的 分 析 


人 们 对 物质 粒子 波动 性 的 理解 ,曾经 经 历 过 一 场 激 烈 的 争论 . 包括 波动 力学 创 
始 人 Schr6dinger，de Broglie 等 在 内 的 许多 人 ,对 于 物质 粒子 波动 性 的 早期 理解 ， 
都 曾 深 受 经 典 概念 的 影响 0. 最 初 ,电子 波 被 理解 为 电子 的 某 种 实际 结构 @, 即 电子 
被 看 成 在 三 维 空间 连续 分 布 的 某 种 物质 波 包 3, 因 而 呈现 出 干涉 与 衍射 等 现象 . 波 
包 的 大 小 即 电 子 的 大 小 , 波 包 的 群 速度 即 电 子 的 运动 速度 . 

但 稍 加 分 析 , 这 种 看 法 就 磁 到 了 难以 克服 的 困难 . 例如 ,在 非 相 对 论 情况 下 , 自 
由 粒子 的 能 量 为 ==p /2m, 用 de Broglie 关系 式 下 一 和 ,六 一 雁 (o 一 2r, 一 2/ 
)) 代 入 ,可 得 


w 二 页?/2m (2.1.1) 
所 以 , 波 包 的 群 速度 ( 见 附录 一 ) 为 
vi 一 = 亦 /m 一 = p/m=v 了 
相当 于 经 典 粒 子 的 运动 速度 但 由 于 
租 - 徐 -bm 关 。 oi 


物质 波 包 必 然 要 扩散 @， 即使 原来 的 波 包 很 罕 ， 在 经 历 一 段 时 间 后 ， 必然 会 扩散 到 


很 大 的 空间 中 去 . 或 者 更 形象 地 说 ,随时 间 的 推移 ,电子 将 愈 变 愈 “ 胖 ”, 这 与 实验 是 
矛盾 的 . 实验 上 观测 到 的 一 个 个 电子 ,总 处 于 空间 一 个 小 区 域 中 ,例如 ,在 一 个 原子 
里 面 ,其 广 延 不 会 超过 原子 的 大 小 (1A). 

此 外 ,在 电子 衍射 实验 中 , 当 电 子 波 打 到 晶体 表面 后 会 发 生 衍 射 ,衍射 波 将 沿 
不 同方 向 传播 开 去 . 如 果 把 一 个 电子 看 成 三 维 空间 的 物质 波 包 , 则 在 空间 不 同方 向 


@ 参阅 L. de Broglie, Nonlinear Wave Mechanics, Part 1, chap. 1(1955). 

©® D. Bohm, Quantum Theory (1954), chap. 3, § 13. FE. Bloch, Physics Today (1976), No. 12, Pp. 
24, 

@ ”Schr6dinger 认为 : 波 函数 本 身 代 表 一 个 实在 的 和 物理 的 可 观测 量 , 它 描述 物质 的 分 布 . 例如 ,一 个 粒 
子 可 以 想像 成 一 个 物质 波束 或 波 包 . 参阅 P. Robertson, The Early Year, The Niels Bohr Institute 1921~ 
1930[ 杨 福 家 、 卓 益 忠 、 曾 谨 言 译 ,《 玻 尔 研究 所 的 早年 岁月 (1921~1930)》,p.，113，1985, 科学 出 版 社 ]. 

@ ”这 里 我 们 不 去 讨论 非 线性 光学 和 粒子 物理 中 探讨 的 孤立 子 (soliton) 解 问题 , 它 是 一 种 既 不 扩散 ,又 
局 限于 空间 小 区 域 中 的 波 . 这 里 涉及 非 线性 场 方程 问题 . 
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ee nm 0 与 实验 完全 矛盾 . ue 


a “而 , 耐 实际 上 沫 条 了 粒子 性 的 _ 面 ,是 
带 有 片面 性 的 . 

与 物质 波 包 相反 的 另 一 种 看 法 是 :波动 性 是 由 于 有 大 量 的 电子 分 布 于 空间 而 
形成 的 琉 密 波 , 它 类 似 于 空气 振动 出 现 的 纵波 , 即 分 子 的 疏 密 相间 而 形成 的 一 种 分 
布 . 这 种 看 法 也 与 实验 矛盾 . 实际 上 可 以 做 这 样 的 电子 箔 射 实验 (图 2. 1) :使 入射 
电子 流 极其 微弱 ,电子 几乎 是 一 个 一 个 地 通过 仪器 . 但 只 要 时 间 够 长 , 则 底板 上 将 
出 现 衍射 花样 . 这 说 明 粒 子 的 波动 性 并 不 依存 于 大 量 电子 聚集 在 空间 一 起 ,单个 电 
子 就 具有 波动 性 也 正 是 由 于 单个 电子 具有 波动 性 ,才能 理解 氧 原子 (只 有 一 个 电 
子 D) 中 电子 运动 的 稳定 性 以 及 能 量 量子 化 等 这 样 一 些 量子 现象 

因此 ,把 波动 性 看 成 大 量 电子 分 布 于 空间 所 形成 的 疏 密 波 的 看 法 也 是 不 正确 
的 , 它 夺 大 了 粒子 性 的 一 面 ,而 实际 上 抹杀 了 粒子 的 波动 性 一 面 ,也 带 有 片面 性 


图 2.1 电子 干涉 
(a) 单 颖 衍射 与 双 钾 干涉 花样 (经 过 放大 ). 加 速 电压 为 50kV, 电 子 波长 hz0. 055A, 链 宽 0. 3pm, 相 邻 缝 
的 间隔 为 lum. [C. J6nsson, Zeit. Physik, 161(1961),454;Arm, J. Phys., 42(1974),4.] 
(b) 电流 密度 不 同情 况 下 的 电子 干涉 花样 . 在 电子 显微镜 中 装配 一 个 电子 光学 双 楼 镜 系统 ,并 在 电子 显 
微 镜 的 成 像 系统 上 安装 一 个 电视 加 强 器 ,使 干涉 条 纹 的 间距 放大 . 图 中 各 照片 是 不 同 电流 密度 下 拍 


摄 下 来 的 . LP. G. Merli, G. F. Missiroli, G. Pozzi, Am. J. Phys., 44(1976),306.] 


然而 电子 究竟 是 什么 东西 ? 是 粒子 ? 还 是 波 ?“ 电 子 既 不 是 粒子 ,也 不 是 
波 ”0. i 0 也 不 是 经 典 的 波 ea es 


二 二 经典 粒 子 和 流 的 概念 

在 经 典 力学 中 谈 到 一 个 “粒子 "时 ,总 意味 着 这 样 一 个 客体 , 它 具 有 一 定 的 质 
量 ,电荷 等 属性 ,此 即 物质 的 “颗粒 性 "(corpuscularity) 或 “原子 性 ”Catomicity). 但 
与 此 同时 ,人 们 还 按照 日 常生 活 的 经 验 ,认为 它 具 有 一定 的 位 置 ,并 且 在 空中 运动 
时 有 一 条 确切 的 轨道 , 即 在 每 一 时 刻 有 一定 的 位 置 与 速度 . 物质 粒子 的 “原子 性 ”是 
为 实验 所 证 实 了 的 (例如 ,电子 具有 一 定 的 质量 mm 一 9. 11X 10-*g 与 电荷 一 e 一 
一 1. 602X10-?C). 但 粒子 有 完全 确切 轨道 的 看 法 只 是 Newton 力学 理论 体系 中 
的 概念. 在 宏观 世界 中 ,这 概念 是 一 个 很 好 的 近似 (例如 ,炮弹 的 轨道 .卫星 绕 地 球 
运动 的 轨道 等 ). 但 在 微观 世界 中 ,这 概念 从 来 也 没有 为 实验 证 实 过 . 


在 经 典 力学 中 谈 到 一 个 “波动 "时 ,总 是 意味 着 某 种 实际 的 物理 量 的 空间 分 布 


作 周 期 性 的 变化 (例如 ,水 波 、 声 波 、 弹 性 波 、 地 震波 ) ,而 更 重要 的 是 呈现 出 干涉 与 
衍射 现象 . 干涉 与 衍射 的 本 质 在 于 波 的 相 干 肥 加 性 (coherent superposition). 


在 经 典 概念 下 ,粒子 与 波 的 确 是 难以 统一 到 一 个 客体 上 去 ,然而 我 们 究竟 应 该 
怎样 正确 地 理解 粒子 -波动 两 象 性 呢 ? 


2.1.2 概率 波 ,多 粒子 系 的 波 函 数 
稍微 仔细 分 析 一 下 实验 可 以 看 出 ,电子 所 呈现 出 来 的 粒子 性 ,只 是 经 典 粒 子 概 


念 中 的 “原子 性 ?或 “颗粒 性 ”, 即 总 是 以 具有 一 定 的 质量 .电荷 等 属性 的 客体 出 现在 
上 然 界 但 并 不 与 粒子 有 确切 0 ,而 电子 呈现 出 的 


Sd te 
eT 的 波动 性 与 粒子 性 统一 起 来 ,更 确切 地 说 ， 人 的 “原子 性 ” 


es ©® 。® 。 。 


Sa 他 认为 
de Broglie 提出 的 “物质 波 ”, 或 Schrodinger 方程 中 的 波 函 数 所 描述 的 ,并 不 像 经 
典 波 那 样 代 表 什么 实在 的 物理 量 在 空间 分 布 的 波动 ,只 不 过 是 刻画 粒子 在 空间 的 
概率 分 布 的 概率 波 而 已 . 


@ 例如 , 见 The Feynman Lectures on _ Physics， 亚 ，Quantuma Mechanics ( Addison-Wesley, 1965 )， 
chap. 1,1-1. 
® M. Born, Zeit, Physik, 38(1926),803; Nature, 119(1927),354. 
P. Jordan, Zeit. Physik, 41(1927),797. 
W. Heisenberg, Zeit. Physik, 43(1927),172. 
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为 了 从 实际 的 晶体 衍射 实验 技术 的 复杂 性 中 摆脱 出 来 ,以 便于 较 简单 和 清楚 
地 阐明 概率 波 概念 ,我 们 来 分 析 一 个 比较 简单 的 电子 的 双 缝 干涉 实验 . 但 为 了 更 好 
地 理解 电子 在 双 缝 干涉 中 呈现 出 的 量子 特征 , 先 对 比 一 下 用 经 典 粒子 (例如 ,子弹 ) 
与 经 典 波 ( 例 如 ,声波 水波、 地 震波 ) 来 做 类 似 的 双 颖 实验 . 
图 2.2 中 ,一 手机 枪 从 远 处 向 靶子 不 断 进行 点 射 ,机 枪 与 靶 之 间 有 一 墙 子弹 不 
能 穿 透 的 墙 , 墙 上 有 二 条 缝 . 当 只 开 缝 1 时 , 靶 上 子弹 的 密度 分 布 为 p(x); 当 只 开 
颖 2 时 , 设 上 子弹 的 密度 分 布 为 p, (x) ; 当 双 颖 齐 开 时 ,经 过 缝 1 的 子弹 与 经 过 缝 2 
的 子弹 ,各 不 相干 地 一 粒 一 粒 地 打 到 靶 上 ,此 时 靶 上 密度 的 分 布 oz (x) 简 单 地 等 于 
两 个 密度 分 布 相 加 : 
p12 CX) = p1(7) + ps 7x) (2. 1. 4) 


Pi(x) 
1 


四 0) | /psa ea) 


图 2.2 


其 次 ,我 们 来 分 析 声 波 经 过 双 颖 的 干涉 现象 . 图 2. 3 中 ,在 远 处 S 放置 一 个 稳 
定 的 (频率 小 的 声 源 ,声波 经 过 具有 双 锋 的 隔音 板 ,在 它 后 面 有 一 个 “吸音 板 ”, 到 
达 板 上 的 声波 将 被 吸收 ,并 把 声音 强度 分 布 显示 出 来 . 


x 


-由 he 
Hh l 


隔 
音 
板 


x Xx 
T(x) 


L(x) 


L(x%) 


东 求 党 


图 2.3 


当 只 开 缝 1 时 , 测 出 的 声波 强度 (intensity) 分 布 用 I1(x) 描 述 ; 当 只 开 颖 2 时 ， 
声波 强度 分 布 用 I (zx) 描述 ; 当 双 缝 齐 开 时 ,声波 强度 分 布 为 Da (z). 实验 发 现 Ts 
天 五 十 厂 .例如 , 当 只 开 一 条 缝 时 ,声音 很 强 的 地 方 , 在 双 缝 齐 开 的 情况 下 ,声音 
能 变 得 很 弱 , 这 里 ,出 现 了 干涉 现象 . 
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设 经 过 单 缝 1 的 声波 用 万 (z)e” 描 述 (o= 2r), 经 过 单 颖 2 的 声波 用 
h(x)e” 描述, 双 缝 齐 开 时 的 波幅 则 为 (hi 十 ha)e”( 波 的 相干 又 加 性 1). 此 时 声波 
强度 分 布 为 
Ti= [hi 二 hl|? 二 |hi|? 十 [hz|? + Chihz 十 jj ) 
二 卫 十 了 十 干涉 项 
关 世 十 了 (2. 1. 5) 
由 于 存在 干涉 项 (hih; 十 hsh? ) ,经 典 波 强 度 分 布 与 经 典 粒子 密度 分 布 大 不 相同 . 
现在 我 们 回头 来 分 析 电 子 的 双 缝 干 射 实验 (图 2. 1). 设 入 射电 子 流 很 微弱 , 电 
子 几 乎 一 个 一 个 地 经 过 双 缝 ,然后 打 到 感光 底板 上 . 起 初 , 当 感 光 时 间 较 短 时 ,底板 
上 出 现 的 一 些 感光 点 子 的 分 布 ,看 起 来 没有 什么 规律 ,这 些 点 子 记 录 下 一 个 一 个 电 
子 的 痕迹 . 但 当时 间 够 长 时 ,底板 上 感光 点 子 愈 来 愈 多 ,实验 发 现 ,有 些 地 方 点 子 很 
密 , 有 些 地 方 则 几乎 没有 点 子 . 最 后 底板 上 感光 点 的 密度 分 布 就 形成 一 个 有 规律 的 
花样 ,与 X 光 衍射 实验 中 出 现 的 衍射 花样 完全 相似 . 就 强度 分 布 来 说 , 它 与 经 典 波 
(如 声波 ) 的 双 颖 衍射 是 相似 的 ,而 与 机 枪 子弹 的 分 布 完 全 不 同 . 这 种 现象 应 怎样 理 
解 呢 ? 而 
原来 ,在 底板 上 某 一 点 r 附近 衍射 花样 的 强度 
cc 在 点 r 附近 感光 点 子 的 数目 
cc 在 点 r 附近 出 现 的 电子 的 数目 
cc 电子 出 现在 点 r 附近 的 概率 . 
设 衍射 波 用 gr) 描述 ,与 光学 中 一 样 ,衍射 花样 的 强度 分 布 用 | ylr) | ? 描述. 
但 是 在 这 里 波 的 强度 |yCr) |? 的 含义 与 经 典 波 根 本 不 同 , 它 是 用 来 刻画 电子 出 现 
在 点 + 附近 的 概率 大 小 的 一 个 量 . 更 确切 地 说 , | yr) |*AzAyAz 代表 在 点 + 附近 
的 小 体积 元 AzAyAz 中 找到 粒子 的 概率 . 这 就 是 Born 提出 的 波 函 数 的 概率 诠释 ， 
它 是 量子 力学 的 基本 原理 之 一 . 2? 
按照 这 样 的 理解 ,电子 呈现 出 来 的 波动 性 反映 了 微观 客体 运动 的 一 种 统计 规 


@ 这 是 正统 的 Copenhagen 学 派 的 波 函 数 的 统计 诠释 的 观点 . 详细 讨论 可 参见 N. Bohr，Naturwiss. 
16(1928)245; 17(1929)483 和 18(1930)73; N, Bohr, Atomic Theory and the Description of Nature (Cam- 
bridge University Press, Cambridge, 1934); W. Heisenberg, The Physical Principles of ihe Quantum 
Theory (Chicago University Press, Chicago, 1930). 

此 观点 得 到 绝 大 多 数 物理 学 家 的 支持 . M. Bormn 的 波 函 数 的 统计 诠释 的 工作 , 获 1954 年 Nobel 物理 学 
奖 .在 历史 上 以 Einstein，Schr5dinger，de Broglie 为 代表 的 少数 物理 学 家 ,对 波 函数 的 统计 诠释 持 不 同 的 观 
点 ,有 过 长 期 的 争论 . 但 长 期 以 来 ,争论 局 限于 纯 理 论 领域 ,并 无 实验 上 的 判 据 . 例如 见 , Albert Einstein， 
Philosopher-Scientist， 主编,P. A. Schilpp, (Tudor Publishing Company，New York, 1949 and 1951); L. 
de Broglie, La Théorie de Mesure en Mécanique Ondulatoire (Gauthier-Villars, Paris, 1957). 

直到 20 世纪 60 年 代 Bell 等 人 的 理论 分 析 (Bell 不 等 式 ) 以 及 以 后 很 多 的 实验 工作 ,都 证 实 正统 的 量子 
力学 理论 预期 与 实验 一 致 .例如 ,参阅 :J. A. Wheeler and W. H. Zurek, Quantum Theory and Measurement 
(Princeton University Press，Princeton，NJ，1983). 关于 这 方面 的 最 新 进展 ,以 后 将 陆续 提 及 . 
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律 性 ,所 以 称 为 概率 波 (probability wave) , 波 函 数 yr) 也 称 为 概率 波幅 (probabili- 
ty amplitude). 在 非 相对 论 的 情况 下 (没有 粒子 产 生 与 潭 没 现象 )， 概率 波 正确 地 把 
物质 粒子 的 波动 性 与 原子 性 统一 了 起 来 ,并 经 历 了 无 数 实验 的 考验 . 

讨论 

(1) 根据 波 函 数 的 统计 诠释 ， 很 自然 要 求 该 粒子 (不 产生 ， 不 淹没 ) 在 空间 各 点 
的 概率 之 总 和 为 1, 即 要 求 %r) 满 足下 列 条 件 : 


(a yr) ldzx=1 (dz= dzrdydz) (2. 1. 6) 


这 称 为 波 函 数 的 归 一 化 《normalization) 条 件 . 
但 应 该 强调 ， 对 于 概率 分 布 来 说 ， 人 与 


的 相对 概率 , 波 函 数 为 Cpc 请 癌 让 是 
| CpGCrD) |? | wm |: 
[Go yor) 
与 波 函 数 为 yr) 情况 下 的 相对 概率 完全 相同 . 换言之 ,Cy(7) 与 Wr) 所 描述 的 概率 
波 是 完全 一 样 的 所 以 ， 波 函 数 有 一 个 常数 因子 的 不 定性 ， 在 这 一 点 上 ， a 与 经 


(2.1.7) 


4 90 0 0 9。 9 0 0 0 0 0 0 0 .0 0 os 0 . 0 0 0 90 0 ® 。 。 。0 。 +。 


站 上 上述 分 析 ， 化 条 件 (2 lL 二 家 相当 于 这 四 从 平河 名 和 
件 , 即 


网 | 以 六 | dz 一 人 >0 (A 为 正 实数 ) (2. 1. 8) 
因为 ,假设 y(7) 满 足 式 (2. 1. 8) , 则 显然 
DI 
le Lt (2.1.9) 


即 %r)/VA 将 是 归 一 化 的 ,1/VA 称 为 归 一 化 因子 . 但 无 论 是 VCr) ,或 J(r)/VA， 
它们 所 描述 的 概率 波 是 完全 一 样 的 . 波 函数 的 归 一 化 与 否 ,并 不 涉及 概率 分 布 有 何 
变化 . 以 后 ,为 处 理 问题 方便 ,我 们 还 将 引进 一 些 理想 的 、 不 能 归 一 化 的 波 函数 ( 参 
见 练习 3 与 练习 4). 

还 应 提 到 ,即使 加 上 了 归 一 化 条 件 , 波 函数 仍然 有 一 个 模 为 1 的 因子 的 不 定 
性 ,或 者 说 ,相位 不 定性 . 因为 ,假设 Yr) 是 归 一 化 波 函 数 , 则 e"y(r)(a 为 实 常数 ， 
即 相 位 ) 也 是 归 一 化 的 ,而 eyC7) 与 JCr) 所 描述 的 是 同一 个 概率 波 . 


练习 1 粒子 在 一 维 无 限 深 势 阱 ( 见 图 1. 8) 中 运动 , 设 
7z) = Asin i 
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求 归 一 化 常数 A. 设 yz) 二 Axla 一 z),A=? 粒子 在 何 处 概率 最 大 ? 


练习 2 设 Vz) 一 Aexp( 一 方式 ) ,a 为 实 常数 , 求 归 一 化 常数 入 


练习 3 设 Vz) 二 exp( 记 z) ,粒子 的 位 置 概率 分 布 如 何 ? 这 个 波 函数 能 蔡 归 一 化 ? 


练习 4 设 人 z) 一 8(z) ,粒子 的 位 置 分 布 概率 如 何 ? 这 个 波 函数 能 否 归 一 化 ? 


练习 6 设 在 球 坐标 系 中 ,粒子 波 函 数 表 示 为 y(r,0, gq). 试 求 : (a) 在 球 壳 (7;r 十 dr) 中 找到 


粒子 的 概率 . (b) 在 (9, 9) 方向 的 立体 角 d0 一 sinbdbdp Te 


(2) 对 于 含有 多 个 粒子 的 体系 ,例如 ， N 粒子 体系 ( 设 每 个 粒子 有 3 个 空 间 自 


由 度 ) , 它 的 波 函 数 表示 成 


Pri sr, Nn ,rN) 


其 中 i 21) 、 T, (Te » V2 22 ) RO 


此 时 
| plrisrs,*** ,ry) )| 2 rid ra di rN 

表示 
粒子 1 出 现在 (ri ,ri 十 dri) 中 ， 
而 且 粒 子 2 出 现在 (Cr ,r; 十 dr;) 中 ， 


“而且 粒子 N 出 现在 Crwyrw 十 drw) 中 
的 概率 . 归 一 化 条 件 表示 为 


| | Crm rN) |2d3zi… ‘dxN 二 
(gp =| drlyl 


其 中 | dr 表示 对 体系 的 全 部 举 标 空间 进行 积分 例如 ， 
对 于 一 维 情况 
十 co 
dz=| dz 
(全 ) 5 
对 于 三 维 情况 ， 
oo 
| d=| dzdydzx 
(全 ) Te 
对 于 N 个 粒子 体系 ， 


十 co 十 co 
| d=| "| PN 
(全 ) 和 一 9 
这 样 , 归 一 化 条 件 就 可 以 简单 表示 为 


s 间 坐标 . 


(2. 1. 10) 


(2. 1. 11) 
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(DD=1 (2. 1. 12) 

多 粒子 体系 波 函 数 的 物理 意义 进一步 表明 ;物质 粒子 的 波动 性 并 不 是 在 三 维 

空间 中 某 种 实在 的 物理 量 的 波动 现象 ,而 一 般 说 来 是 多 维 的 位 形 空间 (configura- 

tion space) 中 的 概率 波 0. 例如 ,两 个 粒子 的 体系 , 波 函 数 yri ,rs) 刻 画 的 是 六 维 位 

形 空间 中 的 概率 波 . 这 个 六 维 空间 ,只 不 过 是 标志 一 个 具有 6 个 自由 度 体系 的 坐标 
的 抽象 空间 而 已 . 


练习 7 NN 粒子 系 的 波 函 数 为 pr 72 "TN) , 求 在 (x sl 十 dm ) 范 围 中 找到 粒子 1 的 概率 
(其 他 粒子 位 置 不 限制 ). 


2.1.3 动量 分 布 概率 


按照 上 述 波 函数 y(r) 的 统计 诠释 ,在 空间 点 ~ 找到 该 粒子 的 概率 密度 
cc| ylr) | 2:. 我 们 进一步 要 问 ,测量 粒子 其 他 力学 量 的 概率 分 布 如 何 ? 这 些 力学 量 
中 最 常 碰 到 的 是 动量 .能量 及 角 动 量 . 下 面 以 动量 的 概率 分 布 为 例 来 讨论 . 

按照 已 为 衍射 实验 证 实 了 的 de Broglie 关系 式 , 若 /是 一 个 平面 单 色 波 ( 波 长 
,频率 vy) , 则 相应 粒子 的 动量 为 p= 二 h/4 ,能量 为 E==hy. 

在 一 般 情况 下 ,y 是 一 个 波 包 , 它 由 许多 平面 单 色 波 奉 加 而 成 , 即 含有 各 种 波 
长 频率) 的 分 波 ,因而 相应 粒子 的 动量 (能 量 ) 也 是 不 确定 的 ,而 有 一 个 分 布 . 与 测 
量 粒子 的 位 置 相 似 , 也 可 以 设计 某 种 实验 装置 来 测量 粒子 的 动量 ,晶体 衍射 实验 就 
是 其 中 一 种 . 

在 分 析 测 量 动量 的 实验 装置 以 前 ,不 难 想像 到 (详细 论证 见 后 ) ,与 |%r) 1: 代 
表 粒 子 在 坐标 空间 的 概率 密度 相似 , | p(P) | : 代表 粒子 的 动量 分 布 的 概率 密度 @， 
这 里 pg(p) 是 y(r) 按 平面 波 展开 (Fourier 分 析 ) 的 波幅 , 即 


ylr) = myn | pp expip 。7-/ 无 ) 中 四 (2. 1. 13) 

其 逆 变 换 为 
9p(p) = < 区 Bim | expC—i ip 。 /和 dz (2. 1. 14) 
1p(CP) 1: 代表 y(r) 中 所 含有 平面 波 expCip。r/ 太 ) 的 成 分 ,所 以 | pCP) | 与 粒子 动 


量 为 p 的 概率 密切 相关 是 可 以 理解 的 . 
下 面 来 分 析 前 面 已 讨论 过 的 电子 对 于 单 晶体 的 衍射 实验 ®. 设 电子 (动量 为 p) 


®D N. Bohr, Essays 1958 一 1962 on Atomic Physics and Human Knowledge,， p. 56，1963; 或 见 A. 
Messiah, Quantum Mechanics ， Vol. 1, p. 150. 

@ A. Messiah, Quantum Mechanics, Vol. 1, pp. 116~119. 

@ 参阅 D. Bohm, Quantum Theory, § 4.8,1954. 
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沿 垂直 方向 人 射 到 晶体 表面 (图 1. 9), 即 人 射 波 为 具有 一 定 波 长 0 一刀/ 力 的 平面 
波 , 则 衍射 波 实际 上 将 沿 一 定 的 角度 0, 出 射 ,0, 由 下 式 给 出 : 
sing, 二 肥 = a (2. 1. 15) 
如 采 入 射 波 是 一 个 波 包 , 它 已 的 每 一 个 Fourier 分 波 ( 平 面 波 ) 将 各 自 独 立地 沿 
一 定 的 角度 [分 别 由 式 (2 1. 15) 决 定 ] 出 射 , 因 而 衍射 波 将 分 解 成 为 一 个 波谱 ( 称 为 
谱 的 分 解 ) ,这 将 被 探测 仪器 在 屏 上 测 到 . 式 (2. 1. 15) 表 明了 衍射 角 9 与 人 射 粒子 
动量 p 之 间 的 确定 联系 . 而 沿 9 方向 出 射 的 波 的 波幅 f(9) 正 比 于 入 射 波 中 相应 的 
Fourier 分 波 的 波幅 pCp) ,因而 沿 6 方向 衍射 波 强度 cc | fC9) |?cc | plp) |?. 在 衍射 
过 程 中 ,波长 未 改变 , 即 粒子 动量 值 未 改变 (虽然 方向 改变 了 ). 因此 ,衍射 波谱 的 分 
布 反映 了 衍射 前 粒子 动量 的 分 布 概率 . 测 出 衍射 粒子 的 角度 ,就 等 于 测 出 了 粒子 的 
动量 , 即 晶体 衍射 实验 可 以 作为 测量 粒子 动量 的 装置 . 
因此 ,对 于 一 个 粒子 , 它 在 9 方向 被 测 到 的 概率 oc | f(9) |?cc | pCp)|?, 即 测 得 
粒子 动量 为 的 概率 cc | pCp) |? ,或 者 说 , 测 得 粒子 动量 在 (p,p 十 dp) 范 围 中 的 概 
率 为 |g(p) |]? 
不 难 证 明 
十 ce 十 co 
| lgw lap=) yn lgzr—1 C2. 1. 16) 
因为 根据 式 (2. 1. 14) 及 Fourier 积分 公式 (或 $ 函数 性 质 , 见 附录 二 ) ,可 得 
| poppep= | pazdzy" yer) plips er/ 


oo 

Es | dzrdiry” yr dr 一天) 
十 co 

=| yy Er 1 


2.1.4 不 确定 度 关系 


上 面 提 到 M，Born 对 波 函 数 的 统计 诠释 ,把 物质 的 粒子 -波动 两 象 性 统一 到 
概率 波 的 概念 上 en 念 只 是 部 分 地 被 保留 了 下 来 (主要 是 站 
三 站 而 一 般 谨 来 是 多 维 位 形 空 ee 同样， 经 典 粒子 的 概 

ee ee he et naa ee 


用 例如 ， 扫 道 的 概 全 ee 的 p(t) 
ee 多 由 于 粒子 - 波动 两 象 性 的 存在 ， 经 典 粒 ee 
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最 形象 的 概括 . 不 确定 度 关系 是 W. Heisenberg (1927) 提 出 的 0. 

下 面 我 们 从 分 析 几 个 特殊 的 量子 态 人 手 , 根 据 波 函 数 的 统计 诠释 来 引出 不 确定 
度 关系 . 对 于 一 般 的 量子 态 的 不 确定 度 关系 的 严格 表述 和 证 明 , 将 于 4.3 节 中 给 出 . 

例 1 设 一 维 运动 粒子 具有 确定 的 动量 如 , 即 动量 不 确定 度 Ap 二 0, 相 应 的 波 . 
函数 为 平面 波 
fo, CX) 一 explipox/#) (2. 1.17) 
内 《Zz) 称 为 动量 本 征 态 , p。 为 动量 本 征 值 . 可 以 看 出 ,| ys,(z) 1? 二 1, 即 粒子 在 空 
间 各 点 的 相对 概率 完全 相同 (不 依赖 于 zx). 换言之 ,粒子 的 位 置 是 完全 不 确定 的 ， 
因此 ,Az 一 cc. 

例 2 设 一 维 粒子 具有 确切 的 位 置 zx, 即 位 置 不 确定 度 Azx 二 0, 相 应 的 波 函 
数 为 


fs, (XT) = HX— Zo) (2.1. 18) 
& (2z) 称 为 粒子 位 置 (坐标 ) 的 本 征 态 ,z 为 坐标 的 本 征 值 . 内 (xz) 的 Fourier 展开 为 
Se a 2.1.19 
Pz (p) | bs, (zx)e dz /DE ( ) 
所 以 
人 
| pa (P) 1? = 


这 说 明 粒 子 动量 取 各 种 值 的 相对 概率 完全 相同 (不 依赖 于 p) , 即 动量 完全 不 确定 . 
因此 ， Ap 三 cc 


例 3 考虑 Gauss 波 包 y(z) 一 exp( 一 去 ov ) 所 描述 的 粒子 ， 
|y(7)|? = exp(—a x) (2. 1. 20) 


Q@ WW，Heisenberg， Zeit，Physik,，43(1927) ,172; 英 译文 见 J，A. Wheeler and W，H. Zurek 主编 ， 
Quantum Theory and Measurement，p，62~84. 关于 不 确定 度 关 系 提出 的 历史 ,可 参阅 J. S. Rigden, Am. 
J. Phys. $55, No. 2(1987) 102; P. Robertson, The Early Years, The Niels Bohr Institute, 1921~1930, 
chap，5(Akademisk Forlag，Copenhagen，1979)， 中 译本 《 玻 尔 研究 所 的 早年 岁月 (1921 一 1930)》 杨 福 家 ， 
卓 益 忠 , 曾 谨 言 译 ,p，116~120, 142( 科 学 出 版 社 ,北京 ,1985)，Heisenberg 受到 Einstein 对 他 的 一 个 提示 
的 启发 ,“It is the theory which decides what can be observed”, 开 始 进 行 探 索 . 经 过 仔细 计算 ,他 发 现 按 照 量 
子 理论 ,人 们 无 法 知道 粒子 在 同一 时 刻 的 位 置 和 动量 . 测量 位 置 或 动量 的 任何 实验 ,必然 导致 人 们 对 另 一 个 
力学 量 的 知识 的 不 确定 性 . 这 两 个 力学 量 的 不 确定 度 的 乘积 , 绝 不 能 小 于 由 Planck 常量 给 出 的 一 个 量 . 这 就 
是 不 确定 度 关系 . 对 于 此 观点 ,Pauli 立即 给 予 了 极 高 的 评价 . Bohr 则 认为 :量子 理论 诠释 的 关键 在 于 把 彼此 
矛盾 的 波动 和 粒子 这 两 种 描述 协调 起 来 . 他 认为 :“ 波 动 与 粒子 描述 是 两 个 理想 的 经 典 概念 ,每 一 个 概念 都 有 
一 个 有 限 的 适用 范围 , …… 但 在 这 两 种 理想 的 描绘 中 ,任何 单独 一 个 都 不 能 对 所 涉及 的 现象 给 出 完整 的 说 
有 明 . ……* 不 确定 度 关系 是 这 样 一 个 简单 的 数学 表述 , 它 给 出 了 同时 应 用 这 两 种 描绘 而 不 致 陷入 矛盾 的 程度 . ” 
后 来 ,Bohr 把 此 观点 提升 为 “互补 性 原理 ”(Complementarity Principle),“ 为 了 表达 彼此 不 相 容 ,而 为 了 完整 
描述 又 都 是 必要 的 逻辑 关系 ”, Bohr 称 之 为 “Complementarity”. 

关于 不 确定 度 关系 的 各 种 表述 形式 以 及 互补 性 原理 的 讨论 ,参阅 :G. Auletta，Foundations and Inter- 
pretation of Quantum Mechanics, chap, 7,8(World Scientific, Singapore, 2000)., 
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1 | I$ OF la2?| lp OF 


-la 0 la x -Q 0 CQ 天 


图 2.4 


可 以 看 出 ,粒子 在 空间 主要 局 限 在 |z| 三 二 区 域 中 (图 2.4) Ari. J(z) 的 Fou- 
rier 变换 为 ( 见 附录 一 ) 


ey Te 
p(k) | dz exp(—k /2a2) C201. 21) 
|p(k) |? = 二 exp( 一 k? /a?) 
可 见 Ag<*a. 因此 ,对 于 Gauss 波 包 
Arz， AR 一 1 (2. 1. 22) 
利用 de Broglie 关系 式 p 二 庆 , 可 得 出 
Ar。Ap 天 (2. 1. 23) 


这 就 是 Heisenberg 的 不 确定 度 关系 .在 得 出 此 关系 时 ,de Broglie 关系 是 必 

要 的 . 因为 式 (2. 1. 22) 对 于 经 典 Gauss 波 包 也 是 成 立 的 . 但 要 得 出 式 (2. 了. 23), 刚 
需要 用 到 p 一 大 关系 . 更 严格 的 证 明 可 得 出 ( 见 4. 3 节 ) z 

AT» Ap 过 /2 (2. 1. 24) 

不 确定 度 关系 表明 ,微观 粒子 的 位 置 和 动量 不 能 同时 具有 完全 确定 的 值 , 它 是 

物质 的 波动 -粒子 两 象 性 矛盾 的 反映 . 我 们 可 以 如 下 理解, 按照 de Broglie 关系 式 


扩 工 的 动量 ”的 提 法 也 同样 没有 意义 ,因而 粒子 运动 轨道 的 概念 也 没有 意义 . 这 对 
于 长 期 习惯 于 使 用 经 典 力学 以 及 日 常生 活 中 关于 粒子 运动 的 概念 的 人 是 很 难 接受 
的 ,但 它 部 是 物质 的 波动 -粒子 两 象 性 的 必然 结果 

日 常生 活 经 验 并 无 什么 矛盾 . 在 一 般 的 宏观 现象 中 ,不 确定 度 关系 给 不 出 什么 有 价 
值 的 东西 . 迄今 ,人 们 所 做 过 的 任何 精确 测量 所 得 的 Az 与 Ap 的 乘积 ,都 远 比 hh 的 
数量 级 要 大 得 多 ,所 以 在 一 般 的 宏观 现象 中 ,仍然 不 妨 使 用 轨道 运动 等 经 典 力学 概 
念 . 例如 ,对 于 一 粒 微 尘 ,假设 其 直径 >1pnm(10-*m) ,质量 msz10-12g, 速 度 va 
0. 1cm/s, 则 动量 如 一 mps10-8 g 。cm 。s-1， 设 位 置 测量 精度 达到 Az>:1A 
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(一 10-4pm), 按 不 确定 度 关系 ,Ab=:/Arsz10 -89g。cm。s ,因此 Ap/p 守 10“， 
而 对 这 种 粒子 的 任何 实际 测量 的 相对 精度 都 没有 达到 10“. 所 以 ,对 即使 像 微 尘 
那样 的 粒子 ,经 典 力学 中 粒子 的 概念 仍然 是 适用 的 . 

概括 起 来 说 , Heisenberg 的 不 确定 度 关系 给 我 们 指出 了 使 用 经 典 粒 子 概念 的 


学 ,或 者 说 量子 效应 可 以 忽略 . 

不 确定 度 关系 除了 有 上 述 的 基本 概念 和 理论 上 的 意义 之 外 ,还 有 广泛 的 实际 
用 途 , 特 别 是 常常 用 来 定性 地 估计 体系 的 基本 特征 . 以 后 将 不 断 讲述 这 种 例子 . 下 
面 举 两 个 例子 . 

例 1 原子 核 的 组 成 问题 . 

在 1932 年 Chadwick 发 现 中 子 以 前 ,有 人 曾经 认为 原子 核 是 由 质子 和 电子 组 
成 . 但 这 种 看 法 遇 到 了 很 多 矛盾 ,例如 ,统计 性 上 的 矛盾 . 此 外 ,如 用 不 确定 度 关系 
来 估算 一 下 8 训 变 粒子 能 量 , 就 会 发 现 与 实验 有 明显 矛盾 . 因为 原子 核 半 径 
二 10-cm, 若 电子 是 原子 核 的 一 个 组 成 粒子 , 则 其 位 置 不 确定 度 Az 所 10 “cm, 按 
不 确定 度 关系 ,Ap 和 /AxX10 -5g。cm。Ss !. 从 数量 级 来 考虑 ,pAp, 因 此 电子 
能 量 (因为 它 远大 于 电子 mc2 sz0. 51MeV ,所 以 需 用 相对 论 力学 来 计算 ) 


E= VPoTme a pe ~ cAp ~ EE ~ 20MeV 


但 所 有 原子 核 在 8B 衰变 中 放出 的 电子 的 能 量 都 差不多 是 EoA1MeV. 这 与 理论 人 
计 差 几 十 倍 . 在 中 子 发 现 后 ,由 于 中 子 质 量 m, 守 1842m。 ,矛盾 就 完全 解决 了 (后 来 
实验 发 现 ,8 衰变 中 放出 的 电子 ,并 非 原子 核 的 一 个 组 成 粒子 ,是 在 衰变 过 程 中 产 
生 的 ). 

例 2 不 确定 度 关系 可 以 用 来 估计 物质 结构 的 不 同 层次 的 特征 能 量 . 按 不 确 
定 度 关系 ， 

Ap Sh/Ax 
在 非 相 对 论 情况 (对 原子 ,分 子 ,原子 核 适用 )， 
Ep /2m (Ap)’ /2m 

对 于 原子 ,AzxA10 “cm, 用 电子 质量 m。 代入 ， 


D R. G. Knobel and A. N. Cleland，Nature，424(2003),291~293, 对 宏 观 振动 晶体 杆 《vibrating 
crystal beam) 进 行 了 极 精 密 的 位 置 测量 . 振动 晶体 杆 长 度 约 为 xm, 重量 大 约 相当 于 包含 10" 个 原子 ,测量 
在 极 低温 =30mK 下 进行 . 位 置 测量 精度 达到 Az~10-snm( 约 相当 于 原子 大 小 的 百 分 之 一 ), 振子 频率 测 
量 和 位 置 测量 精度 ,离开 不 确定 度 关系 允许 的 极限 大 约 还 差 2 一 3 个 量 级 . 见 M，Blencowe，Nature，424 
(2003) ,262~263 的 评述 :为 说 明 Heisenberg 不 确定 度 关系 在 宏观 领域 仍然 成 立 ,位 置 测量 精度 还 需 提高 约 
100 售 ,振子 频率 还 需 增 大 约 10 倍 . 
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对 于 中 等 原子 核 ,Az**6X10-183cm, 用 中 子 或 质子 质量 代入 ， 
Se 
gd 

所 以 ,在 分 子 或 原子 物理 中 常 选用 eV 为 能 量 单位 ,而 在 核 物 理 中 则 用 MeV 和 

keV 比较 方便 . 对 于 相对 论 情况 ， 

Eftc NcAp 一 加 


在 粒子 物理 中 ,粒子 大 小 Ar 志 10-*cm; 所 以 FE<z0.2GeV, 所 以 ,粒子 物理 中 常用 
GeV 和 MeyV 为 能 量 单位 . 
2.1.5 力学 量 的 平均 值 与 算 符 的 引进 


粒子 处 于 波 函 数 yr) 所 描述 的 状态 下 ,虽然 不 是 所 有 力学 量 都 具有 确定 的 观 
测 值 ,但 它们 都 有 确定 的 概率 分 布 ,因而 有 确定 的 平均 值 . 以 下 假定 波 函 数 已 归 一 
化 . 例如 ,位 置 z 的 平均 值 为 ? 


二 | | yn) |?zrdxr - 《1 25) 
又 例如 ,势能 V(r) 的 平均 值 为 
V=| |g Ve C2. 1. 26) 
但 是 动量 的 平均 值 怎 样 计 算 呢 ? 


上 面 已 提 到 ,由 于 粒子 的 动量 与 波长 相 联 系 ,而 波长 是 用 以 刻画 波动 在 空间 变 


化 快慢 的 ,是 属于 整个 波动 的 量 . 因此 严格 说 来 , “空间 某 一 点 的 波长 ”的 提 法 是 没 
有 意义 的 再 根据 de Broglie ， 人 


pz | |g pz C2. 1.27) 


所 以 我 们 得 换 一 种 思路 来 解决 这 问题 . 
按 前 面 所 述 ,给 定 波 函 数 y(r) 后 , 测 得 粒子 的 动量 在 (p,p 十 dp) 中 的 概率 为 
| p(CP) 1:dp, 其 中 


pp) = im] De Cp (2. 1. 28) 


(2xh 


@ 有 时 也 把 平均 值 记 为 (z) 一 | y* (zy(z)dz = (yy) 


Vo = VOYD Ez = (gsVp) 
这 里 已 假定 波 函 数 是 归 一 化 的 , 即 (y,) 二 1. 如 波 函 数 尚未 归 一 化 , 则 
(Zz)=(y,20 /gD 
(VO = VD /gD 
。39 。 


因此 ,可 以 借助 于 pCp) 来 间接 计算 动量 平均 什 
5=| lpipdp= | 中 pp (ppplp) C2. 1. 29) 
用 式 (2. 1. 28) 代 入 ,得 
p=|| dzd py Ss exp(ip 。 rfE) ,oCp) 


(2nf)32 
-| ezapy 0 jh er gp(p) (2. 1. 30) 
对 p 积分 ,利用 式 (2.1.13), 即 y(r) 的 Fourier 展开 ,得 
5 = |dzy° ihv yr) (2.1.31) 


这 样 ,我 们 就 找到 一 个 直接 用 %(r) 来 计算 动量 平均 值 的 公式 ,而 不 必 像 式 
(2. 1. 29) 那 样 ， 间接 地 通过 Cr) 的 Fourier 变换 p(P) 来 计算 . 可 是 ,这 时 就 出 现 了 
一 种 新 的 数学 工具 一 一 算 符 . 令 


人 一 一 这 V (2. 1. 32) 
V 即 梯度 算 符 , 则 式 (2. 1. 31) 可 表示 成 
p= | Py (2.1.33) 


P 称 为 动量 算 符 . 上 式 说 明 ,动量 平均 值 与 波 函数 的 梯度 密切 联系 在 一 起 ,这 是 完 
全 可 以 理解 的 . 因为 ,按照 de Broglie 关系 ,动量 与 波长 的 倒数 ( 即 波 数 ) 成 比例 . 波 
函数 的 梯度 愈 大 , 即 波 长 愈 短 , 或 波 数 愈 大 ,因而 动量 平均 值 也 就 愈 大 . 

与 上 面 类 似 ,可 求 出 动能 T 一 严 /2m 及 角 动 量 1 二 rXp 的 平均 值 


二 二 jy (7 (= 二 Vy Ez 三 | QMOL (2. 1. 34) 


个 一 一 去 yx (动能 算 符 ) (2. 1. 35) 
m 

1 一 | 人 CDrx 人 pmDdz= |y Wfyn dr (2.1. 36) 

个 一 rxXp  ”( 角 动量 算 符 ) (2. 1. 37) 


个 是 一 个 矢量 算 符 , 它 的 三 个 分 量 算 符 可 以 表示 成 
2 eC 
=-zh 一 一 这 (= 区 一 z ) (2. 1. 38) 
f. = zp, — »b. 一 一 这 (= 区 一 》 | 

又 例如 , 设 粒 子 在 势 场 V(r) 中 运动 ,Hamilton 量 及 二 TV 相应 的 算 符 为 


请 一 -在 VG) (2. 1. 39) 
2m . 


。 40 。 


一 般 说 来 ,粒子 的 任何 一 个 力学 量 A 的 平均 值 可 以 表示 为 ? 
A= |y'Aydz = (y,Ay (2. 1. 40) 


A 是 与 力学 量 A 相应 的 算 符 . 关于 有 经 典 对 应 的 力学 量 ,如 何 写 出 它 的 算 符 , 算 符 
的 一 般 性 质 , 以 及 算 符 与 力学 量 之 间 的 更 深刻 的 联系 ,将 于 第 4 章 详细 讨论 . 


练习 1 对 于 2.1.2 节 的 练习 1~4 中 的 粒子 , 求 它 的 位 置 和 动量 的 平均 值 . 


2.1.6 统计 诠释 对 波 函 数 提出 的 要 求 


波 函 数 的 统计 诠释 赋予 了 波 函 数 以 确切 的 物理 含义 ,那么 根据 统计 诠释 究竟 
对 波 函 数 y(7) 应 提出 哪些 要 求 ? 

(a) 首先 , 根据 统计 诠释 ,要求 |y(r)|? 取 有 限 值 似乎 是 必要 的 , 即 要 求 
ykr) | 取 有 限 值 . 但 应 该 注意 , | yr) |? 只 是 表示 概率 密度 ,而 在 物理 上 只 要 求 在 


| |ylr) 1?dzx = 有 限 值 (2. 1. 42) 


就 是 物理 上 可 以 接受 的 , 式 中 m 是 包围 点 m 的 任意 小 体积 (m-~>0 时 ,显然 要 求 积 
分 值 -~0). 如 取 ro 二 0, 采 用 球 坐 标 , 则 式 (2. 1. 42) 条 件 相 当 于 要 求 
当 r 一 0 时 ， ry(r)|?->0 (2. 1. 43) 


若 一 ~0 时 ,人 -二 , 则 要 求 2 


s < 3/2 (2. 1. 44) 
(b) 按照 统计 诠释 ,一 个 实在 的 波 函 数 要 求 满足 归 一 化 条 件 
| wor)|12dz 一 1 (2. 1. 45) 
全 空间 


征 态 ),3 波 包 Wr) 一 8Cr) (位 置 本 征 态 ). 实际 的 波 函 数 当然 不 会 是 一 个 理想 的 平 
面 波 . 但 如 果 粒 子 态 可 以 用 一 个 很 大 的 波 包 来 描述 , 波 包 的 广 延 比 所 涉及 问题 的 特 
征 长 度 大 得 多 ,而 它 所 描述 的 粒子 在 问题 所 涉及 的 空间 范围 中 动量 值 基本 确定 , 且 
各 处 的 概率 密度 相同 , 则 不 妨 用 平面 波 来 作为 一 个 良好 的 近似 来 描述 这 种 状态 . 例 
如 ,在 散射 理论 中 ,入射 粒子 态 常用 平面 波 来 描述 ( 见 第 13 章 ). 


@ 如 Y 未 归 一 化 , 则 下 一 (全 风 /Ch 内 (2.1.41) 
@ ”对 于 二 维 情况 ,要 求 *<1, 对 于 一 维 情况 ,要求 ;<1/2. 
。4] 。 


(c) 按照 统计 诠释 ,要 求 | yr) | 单 值 , 但 由 此 是 否 可 得 出 要 求 y(7) 单 值 ? 这 并 
不 一 定 .我们 后 面 还 要 详细 讨论 这 一 点 . 


2.2 Schr6dinger 方程 
2.2.1 方程 的 引进 


前 已 提 及 ,一 个 微观 粒子 的 量子 态 用 波 函 数 %(r, 妃 来 描述 , 当 gCr, 四 确定 后 ， 
粒子 的 任何 一 个 力学 量 的 平均 值 以 及 它 取 各 种 可 能 测 值 的 概率 都 完全 确定 . 下 一 
步 最 核心 的 问题 是 要 解决 量子 态 [ 即 yr,t)] 怎 样 随时 间 演 化 以 及 在 各 种 具体 情况 


se 
下 面 我 们 从 一 个 最 简单 的 途径 来 引进 这 方程 2. 应 该 强调 , Schr6dinger 方程 
是 量子 力学 最 基本 的 方程 ,其 地 位 与 Newton 方程 在 经 典 力学 中 的 地 位 相当 ,应 该 
认为 是 量子 力学 的 一 个 基本 假定 ,并 不 能 从 什么 比 它 更 根本 的 假定 来 证 明 它 . 它 的 
正确 性 ,归根 到 底 , 只 能 靠 实 践 来 检验 . 
先 讨论 自由 粒子 情况 . 
粒子 能 量 五 及 动量 之 间 的 关系 是 
E= p’/2m (2. 2. 1) 
m 是 粒子 质量 . 按 de Broglie 关系 ,与 粒子 运动 相 联 系 的 波 的 角 频 率 w 及 波 矢 
k(Ik| 二 2x/4) 由 下 式 给 出 : 
w 二 /不 
大 一 有 /起 
或 者 说 ,与 具有 一 定 能 量 玉 及 动量 p 的 粒子 相 联 系 的 是 平面 单 色 波 


(2. 2. 2) 


@@ E. ,Schrodinger(1926) 在 Annalen der Physik 上 发 表 了 4 篇 论文 ,题目 是 “Quantisierung als Eigen- 
wertproblem”( 英 译 : Quantization as Eigenvalue Problem). 1- 了 ,79(1926)361~376, 489 一 527, 了 ,80 
(1926) ,437 一 490, TW ,81(1926) ,109~139. Schr6dinger 在 de Broglie 物质 波 假说 的 启发 下 ,对 微观 粒子 能 量 
量子 化 问题 给 出 了 一 个 系统 的 理论 方案 , 即 把 它 作 为 一 个 波动 方程 的 本 征 值 问题 来 处 理 . 他 深入 分 析 了 正则 
形式 下 经 典 粒子 力学 与 几何 光学 的 相似 性 ,并 参照 几何 光学 与 波动 光学 的 关系 ,建立 起 粒子 的 波动 力学 . 关 
于 这 段 历史 ,可 以 参阅 ,F. Bloch, Physics Today, Dec. 23, 1986; T. Hey and P. Walters, The New Quan- 
tum Universe (Cambridge University Press，2003) ，p， 35 一 37. 还 可 参阅 ;E. Schrodinger, Four Lectures on 
Wave Mechanics, (1928); E. Schrédinger, Collected Papers on Wave Mechanics (Chelsea, New York, 
1978); 或 E. Schrodinger, Gesammelte Abhandlungen (Wier, Verlag der sterreichischen Akademie der 
Wissenshaften, 1984). 

©® D. Bohm, Quantum Theory, chap. 3, p. 77, 1954; R. W. Robinett, Quantum Mechanis, chap. 3 
(Oxford University Press, N. Y. 1997), 提 到 . “Just as it is impossible to derive Newton’s equations of mo- 
tion in classical mechanics or Maxwell’s equations for electricity and magnetism from first principles, neither 
can we demonstrate the validity of the Schrodinger equation approach (or any other equivalent one) to quan- 


tum mechanics a priori. ” 
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plr,t) oc expLi(K » ro wt)] 
= exp[i(p .rr— Fi)/f] (2. 2. 3) 
由 上 式 可 以 看 出 
迁 Fy 一 Ey 


—i£Vy= py, —# Viy= py 
再 利用 式 (2. 2. 1) ,可 以 得 出 


at 2 2m 
即 
.9 下 2 
项 FP TD) = Dm Cr (2. 2. 4) 
自由 粒子 的 一 般 状 态 具 有 波 包 的 形式 , 即 许多 平面 单 色 波 的 又 加 ， 
Hn) — raw] ppexpli(per—E)/ildp (2.2.5) 
上 式 中 
E= p’/2m 
不 难 证 明 
丢 0 mm (p)Eexpli(p»r— EB)/k]dp 
Di (27 下)3/2 2 
-Ke vy mh) pp) pexpliCp ,r 一 瑟 )/ 问 dt 
所 以 
hi? V2 
( 运 元 下 2m )» = | 人 EL )explicp. r—F)/k]d p=0 


可 见 y ee i 2. 4). 所 以 式 (2. 2. 4) 是 自由 粒子 波 函 数 满足 的 方程 . 


值得 提 到 ,如 在 经 典 的 能 量 动量 关系 式 (2. 2. 1) 中 , 作 如 下 替换 . 
.9 
已 一 入 总 (2. 2. 6) 
也 一 六 一 一 这 V 
然后 作用 于 波 函 数 上 ,就 可 得 到 方程 (2. 2. 4). 
进一步 考虑 在 势 场 V(r) 中 运动 的 粒子 . 按照 经 典 粒 子 的 能 量 关 系 式 


E=p /2m+V (2. 2.7) 
对 于 上 式 作 替 换 (2. 2. 6)， ne 即 得 
Fp rs) = (- 态 Co +V)yCr,) (2. 2. 8) 


这 就 是 Schr6dinger 在 1926 年 提出 的 方程 , 它 揭示 了 原子 世界 中 物质 运动 的 基本 
规律 . 在 随后 的 几 年 中 ,原子 结构 和 在 原子 水 平 上 的 物质 结构 ,以 及 究竟 是 什么 东 
。43 。 


西 决定 物质 的 物理 和 化 学 性 质 这 些 古 老 而 基本 的 问题 ,一 个 接着 一 个 地 迅速 得 到 
解决 . 例如 ,物体 为 什么 有 绝缘 体 、 半 导体 和 导体 之 分 . 原子 结构 这 个 谜 在 原则 上 完 
全 搞 清楚 了 . 原子 辐射 和 a 衰变 现象 ( 势 侄 穿 透 ) 也 搞 清 了 . 在 量子 力学 出 现 之 前 ， 
化 学 和 物理 学 是 截然 分 开 的 两 门 学 科 , 而 量子 力学 出 现 之 后 ,两 者 的 关系 就 十 分 明 
显 了 .化 学 家 唯 象 地 引进 了 “ 键 ” 的 概念 来 说 明 分 子 的 形成 . 但 只 有 在 量子 力学 的 基 
础 上 才能 阐明 化 学 键 的 本 质 . 19 世纪 Mendeleev 提出 的 元 素 周期 律 是 经 验 的 概 
括 , 它 使 化 学 成 为 一 门 系统 的 科学 . 但 元 素 的 化 学 和 物理 性 质 的 周期 性 的 本 质 ,只 
在 用 量子 力学 原理 搞 清 了 原子 中 的 电子 过 结构 之 后 才 得 以 阐明 . 近 几 十 年 来 科学 
的 进展 表明 ,各 种 化 学 和 生物 的 现象 ,原则 上 可 以 在 量子 力学 原理 和 电磁 作用 的 基 
础 上 得 到 满意 的 理解 . 
”讨论 

1) 定 域 的 概率 守恒 

Schr6dinger 方程 是 非 相 对 论 量子 力学 的 基本 方程 . 在 非 相对 论 ( 低 能 情况 
下 ,实物 粒子 (m 隆 0) 没有 产生 或 洒 没 的 现象 ,所 以 在 随时 间 演 化 的 过 程 中 ,粒子 数 
目 将 保持 不 变 0. 对 于 一 个 粒子 来 说 ,在 全 空间 找到 它 的 概率 之 总 和 应 不 随时 间 改 
变 , 即 


d 3 2 3 
Hr DN dz 一 0 (2. 2. 9) 
这 一 点 不 难 从 Schr6dinger 方程 得 到 证 明 . 对 式 (2. 2. 8) 取 复 共 轿 ,注意 V* 一 V, 得 
i he 
一 过 30* 一 tvV)y (2. 2. 10) 


Jy* X(2.2.8)—yX (2.2.10) ,得 
a 
AC nC Y% 一 多 "做 ) 
2 


二 二 V。 (人 Vy— YY ) (2. 2. 11) 
在 空间 闭 区 域 V 中 积分 上 式 ( 见 图 2. 5) ,根据 Gauss 定理 ,得 
法 | 入 98z 一 一 在 中 Cr vp—yry') dS (2. 2. 12) 
今 
p 二 《riDylr,t) 《概率 密度 ) 人 


© A. Messiah, QuantumMechanics， Vol. 1，p. 65 提 到 :“Actually，the fact that a wave can represent 
the dynamical state of one and only one particle is justified only in the non-relativistic limit，i，e，when the 
law of conservation of the number of particles is satisfied. ”在 这 一 点 上 ,实物 粒子 与 光子 (m= 二 0) 不 同 . 光子 静 
质量 为 0, 速度 为 c, 不 存在 非 相 对 论 的 情况 . 光子 可 以 不 时 被 吸收 或 产生 ,光子 数 是 不 一 定 守恒 的 对 于 实物 
此 时 应 该 用 量子 场 论 来 处 理 ， 
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j 一 -站 (yi vy— yvy* ) 


= 过 (y*Py 一 蛤 ul, (2. 2. 14) 
Cj 的 物理 意义 见 下 面 ), 则 式 (2. 2. 12) 化 为 
| ,odz 一 一 中 。dS (2. 2. 15) 


上 式 左 边 代 表 在 闭 区 域 V 中 找到 粒子 的 总 概率 (或 粒 
子 数 ) 在 单位 时 间 内 的 增加 ,而 右边 (注意 负 号 !) 代 表 
单位 时 间 内 通过 封闭 曲面 S 而 流 人 VV 的 概率 (或 粒子 
数 ). 所 以 了 具有 概率 流 密度 的 意义 . 概率 流 密 度 是 矢 
量 . 式 (2. 2. 12) 或 式 (2. 2. 15) 乃 是 概率 (粒子 数 ) 守 恒 
的 积分 表达 式 . 而 式 (2. 2. 11) 可 改写 为 


p+v.j=0 C2. 2. 16) 


则 是 概率 守恒 的 微分 表达 式 ,形式 上 与 流体 力学 中 的 
连续 性 方程 一 样 . 

在 式 (2. 2.12) 中 ,让 V_>co( 全 空间 ). 对 于 任何 实 3 
际 的 波 函 数 ,是 满足 平方 可 积 条 件 的 . 可 以 证 明 , 式 
(2. 2. 12) 右 边 面积 分 ->02, 所 以 


2 [ylr,t) |idx=0 
这 就 是 要 证 明 的 式 (2. 2. 9). 从 此 式 还 可 看 出 ， 
[IyeryD ?gz 一 常数 。 (与 时 间 无 关 ) (2.2.17) 


即 波 函 数 的 归 一 化 不 随时 间 而 变 . 在 初始 时 刻 若 波 函数 已 归 一 化 , 则 在 以 后 任何 时 
刻 都 是 归 一 化 的 . 

应 该 强调 ,这 里 的 概率 守恒 具 有 定 域 的 性 质 2. 当 粒 子 在 空间 某 处 的 概率 减 小 
了 ,必然 在 另外 某 个 地 方 的 概率 增加 了 (总 概率 不 变 ) ,而 且 伴 随 着 有 什么 东西 在 两 
地 之 间 传递 . 连续 性 意味 着 两 点 之 间 有 某 种 流 , 设想 在 中 间 加 上 一 堵 墙 ,概率 分 布 
就 会 不 同 . 仅 概率 守恒 本 身 还 不 是 该 守恒 定律 的 全 部 内 容 @ ,正如 能 量 守恒 不 如 定 
域 的 能 量 守恒 那样 深刻 一 样 . 定 域 的 能 量 守恒 表明 :空间 某 地 能 量 减少 了 ,必然 通 
过 能 流 的 方式 传播 到 另外 地 方 去 了 . 因此 ,概率 流 概念 与 能 流 的 概念 类 似 . 


dS 


练习 1 设 内 与 加 是 Schr6dinger 方 程 的 两 个 解 ,证 明 


@ ”对 于 平方 可 积 波 函数 , 当 一 -co,yecr -S219 ,e>0 正 数 , 代入 式 (2. 2. 12) ,右边 面积 分 的 确 一 0， 
© TheFeynman Lectures on Physics, Vol. LH，3§ 27-1. 
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人 Cr Dr Dd 
与 时 间 无 关 . 


2) 再 论 波 函数 的 意义 

Schrodinger 在 提出 他 的 方程 时 ,就 已 发 现 守 恒定 律 [ 式 (2.2.15) 及 (2.2. 16)] 
是 他 的 方程 的 必然 结论 . 他 当时 曾经 认为 ,po 是 一 个 电子 的 电荷 分 布 密度 ,7 代表 
那个 电子 的 电流 密度 . 因此 , 他 认为 电子 通过 这 样 的 电荷 与 电流 跟 电 磁场 发 生 作 
用 . 但 当 他 用 他 的 方程 去 解释 氧 原子 时 ,就 遇 到 了 矛盾. 一 方面 原子 是 稳定 的 ,但 又 
有 电流 绕 原子 核 流动 ,因而 会 发 出 光 来 的 . 这 种 矛盾 情况 是 难以 解释 的 . 在 其 他 许 
多 问题 上 也 都 遇 到 类 似 的 困难 ,包括 2. 1. 1 节 已 提 到 过 的 电子 的 “原子 性 ”问题 . 

后 来 是 Born 提出 波 函 数 的 统计 诠释 才 克 服 了 这 困难 . Born 认为 ,Schr6dinger 
方程 中 y 的 模 方 , 即 | ybr) |? ,并 不 代表 一 个 电子 的 电荷 密度 ,而 是 代表 单位 体积 
中 找到 电子 的 概率 . 当 你 在 空间 某 处 找到 一 个 电子 时 ,出 现 的 是 整个 电子 (原子 
性 1) ,因此 ,原子 中 一 个 电子 的 波 函 数 y(r) ,并 非 描述 在 空中 连续 分 布 的 电荷 . 电 
子 可 以 在 这 里 ,也 可 以 在 那里 ， 但 一 旦 在 某 处 出 现 ， 就 是 一 个 整体 ,具有 一 定 的 电荷 
和 质量 等 属性 . 

另 一 方面 可 以 设想 ,有 大 量 的 同样 的 粒子 处 于 同一 个 状态 [用 同样 的 波 函 数 
ylr) 来 描述 ,这 就 是 系 综 (ensemble) 的 概念 9. 由 于 发 现任 何 一 个 粒子 处 于 r 处 的 
概率 正比 于 |yCr) 1? ,如 果 电 子 的 数目 非常 大 ,在 体积 元 和 xAyAz 中 就 可 以 有 大 量 
的 粒子 (粒子 数 cc | wWr)|12AzAyAz). 这 样 , 就 可 以 把 | VCr) |: 解释 成 粒子 密度 . 设 
想 每 个 粒子 带电 荷 9, 则 g| ykr) | : 代表 电荷 密度 ,而 gj 代表 电流 密度 . 因此 ,如 果 
有 可 能 使 大 量 同 样 的 粒子 处 于 完全 相同 的 状态 , 则 波 函 数 将 具有 实在 的 物理 意义 
而 拓展 到 宏观 的 领域 . 

与 光子 对 比 一 下 是 有 益 的 ?. 光子 的 波动 方程 即 Maxwell 方程 ,光子 的 波 函 数 
就 是 矢 势 4. 由 于 光子 是 无 相互 作用 的 Bose 子 ( 参 阅 5.5 节 ), 可 以 有 许多 光子 处 
于 同一 状态 ,而 且 还 倾向 于 处 于 同一 状态 9. 当 有 大 量 的 光子 处 于 同一 状态 时 ,如 
去 测 波 函 数 , 它 直接 就 是 和 拓 势 A. 历史 上 最 早 观测 到 的 正 是 大 量 光 子 处 于 同一 状态 
的 情况 ,因此 ,可 以 通过 宏观 尺度 上 的 测量 直接 认识 到 光子 波 函 数 的 性 质 , 因 而 远 
在 量子 力学 提出 之 前 ,就 找到 了 光子 的 波动 方程 . 

然而 对 于 电子 ,由 于 它 是 Fermi 子 , 不 可 能 有 两 个 电子 处 于 完全 相同 的 一 个 状 
态 (Pauli 原理 , 见 5. 5 节 ). 所 以 长 期 以 来 人 们 一 直 认 为 :电子 的 波 函 数 绝 不 会 有 一 
个 宏观 的 体现 . 然而 在 极 低温 情况 下 的 超 导 现 象 ,提供 了 这 样 一 个 例子 . 超 导 是 金 


DD TheFeynman Lectures on Physics，Vol， 开 ，8 21-4. 
©® A. Messiah, Quantum Mechanics, Vol.1, p. 121. 
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属 中 大 量 的 电子 对 (Cooper 对 ) 的 相干 关联 产生 的 现象 ,电子 对 可 近似 地 看 成 Bose 
子 . 这 将 在 第 7 章 中 仔细 讨论 , 

在 绝 大 多 数 情况 下 ,Schrodinger 方程 中 出 现 的 波 函 数 所 描述 的 是 一 个 或 为 数 
不 多 的 粒子 体系 , 波 函 数 本 身 就 没有 经 典 的 意义 . 


2.2.2 量子 力学 中 的 初 值 问题 ,传播 子 


由 于 Schr6dinger 方程 只 含 波 函 数 对 时 间 的 一 次 微 商 , 当 给 定 体系 的 初 态 波 
函数 wr,0) 后 ,求解 Schr6dinger 方程 ,原则 上 即 可 确定 以 后 任何 时 刻 t2>0 的 波 函 
数 ylr,t). 换言之 ,Schr6dinger 方程 给 出 了 波 函 数 (量子 态 ) 随 时 间 演 化 的 决定 论 
性 的 (deterministic) 规 律 2. 

在 一 般 情 况 下 ,这 个 初 值 问题 的 求解 是 比较 困难 的 ,往往 需 用 近似 方法 求解 . 
但 对 于 自由 粒子 , 则 可 严格 求解 . 对 于 具有 一 定 动量 p 的 自由 粒子 ,其 量子 态 称 为 
动量 本 征 态 (相应 的 动量 本 征 值 为 p) ,用 下 列 平面 单 色 波 描 述 [ 见 式 (2. 2. 3)] 


2 


gr;t) = 人 E= (2.2.18) 


不 难 验证 它 满足 Schrodinger 方程 (2. 2. 4). 自由 粒子 的 一 般 量子 态 ylr, 四 可 以 表 
示 成 平面 单 色 波 的 全 加 


2 
JrD = mn] poe (EE=f) (2.2.19) 
其 初 态 为 
Jr,0) = [元 ma| pe (2. 2. 20) 
它 的 逆 变 换 为 


@ W. H. Zurek, Phys Today, Oct. 1991，p。 36 一 44, 文 中 提 到 :“States of quantum systems evolve 
according to the deterministic linear Schrodinger equation, 进 于 |=HIY. That is, just as in classical me- 


chanics, given the initial state of the system and its Hamiltonian H, one can compute the state at arbitrary 
time，This deterministic evolution of | 几 has been verified in carefully controlled experiments. ”文中 又 提 到 
“Macroscopic quantum systems are never isolated from their environments，… they should not be expected to 
follow Schrodinger’s equation, which is applicable only to a closed system”. 文中 讨论 了 体系 与 环境 相互 作用 
导致 体系 量子 态 的 去 相干 (decoherence) ,并 逐渐 演化 为 经 典 态 . J， Maddox，Nature 362(1993)，693， 提 到 
“…the Schrodinger dU is a perfectly deterministic equation exactly comparable to the equation of mo- 
tion of a classical mechanical system,***” 

在 经 典 力学 中 , 自由 度 为 N 的 体系 的 运动 状态 用 相 空 间 中 一 个 点 {9; (2) ,pi(?)) ,i 二 1,2,…,N 描述 ,gq; 
和 p; 分 别 为 一 组 正则 坐标 和 动量 . 当 给 定 初始 时 刻 状态 {gq;(0) ,p;(0)} ,i 二 1,2,…, 六 后 ,从 求解 正则 方程 


. _9H 网 aH : 
qi ap,’ 2 5 309， 2 一 1，2，… 和 N 


( 互 为 Hamilton 量 ) 可 以 确定 以 后 任何 时 刻 巡 0 的 运动 状态 {gq; (1) ,pi; (1)) ,i 二 1,2,…, 人 N. 这 种 规律 称 为 
Laplace 决 定论 ,是 粒子 机 械 运动 的 因果 律 的 表现 . 
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+eo 
PCP) = = drplr,0)e ™" (2. 2. 21) 


PCD) 由 初 态 ykr,0) 决 定 . 可 以 直接 验证 式 (2. 2. 19) 给 出 的 量子 态 也 满足 自由 粒子 
的 Schrodinger 方程 (2. 2. 4). 
把 式 (2. 2. 21) 代 人 式 (2. 2. 19) ,可 得 


plr,t) = OEY 5 :| d |- dipe” te ,0) 


=| areoar,owr,D (>0) (2. 2. 22) 
式 中 
RE Hn 
Gh mas] 4 pexp| i 已 -他 -| 
称 为 自由 粒子 的 传播 子 (propagator). 经 过 计算 ,可 得 出 
er on PE et LS > 2. 2. 24 
rt;r ,0) = (有 exp|i 双 r—r | (之 0) (2.2.24) 


不 难 证 明 

limG(r, tr’ ,0) = 8(r—r) (2. 2. 25) 
由 式 (2. 2. 22) 可 以 看 出 ,如 已 给 定 粒子 初 
Cm ) 始 状态 yr ,0) , 则 借助 于 传播 子 GCr,z;r',0) 
式 (2. 2. 24) , 即 可 确定 t 宇 0 时 刻 的 量子 态 (图 
2. 6). 换言之 ,直接 利用 传播 子 , 可 知道 量子 态 
如 何 随时 间 演 化 . 对 于 非 自 由 粒子 ,传播 子 的 计 

算 就 比较 复杂 . 传播 子 的 物理 意义 如 下 ， 


4 设 初始 时 刻 粒子 处 于 帮 点 , J(7 ,0) = 
3(r 一 ro), 即 粒子 位 置 的 本 征 态 ,本 征 值 为 r/. 
一 一 一 一 由 式 (2.2.22) 可 知 
br = Glr,tsry,0) (2.2.26) 
即 GCr,tzro,0) 一 上 Cr, 轨 表示 t( 宇 0) 时 刻 粒子 
在 r 点 的 概率 波幅 . 在 一 般 情形 下 ,粒子 初 态 不 是 位 置 本 征 态 ,而 是 由 概率 波幅 
gLr ,0) 描 述 .tz 宇 0 时 刻 粒子 在 r 点 的 概率 波幅 yCr,z), 则 是 来 自 不 同 点 ”传播 来 
的 概率 波 的 相干 到 加 ,如 式 (2. 2. 22) 所 示 . 当然 ,来 自 不 同 点 7 的 贡献 ,并 不 一 定 相 
同 ,这 由 传播 子 G(r,t;r ,0) 决 定 . 而 传播 子 本 身 则 由 具体 的 物理 条 件 [ 势 场 V(7)， 
边界 条 件 等 ] 决 定 . 由 上 面 讨论 可 以 看 出 ,在 数学 形式 上 , 式 (2. 2. 22) 描 述 的 相当 于 
波动 光学 中 的 Huygens 原理 ,但 量子 力学 中 描述 的 是 概率 波 . 
在 量子 力学 中 有 系统 计算 传播 子 的 方法 . 值得 提 到 ,RP.， Feynman 在 20 世 
纪 40 年 代 提 出 了 不 同 于 Schr6dinger 波动 力学 的 另 一 种 计算 传播 子 的 方案 , 称 为 
路 径 积分 理论 . 这 将 在 卷 T 中 讲述 ， 
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图 2.6 


2.2.3 ”不 含 时 Schridinger 方程 ,能 量 本 征 值 与 定 态 


下 面 讨论 一 种 常见 的 而 且 极 重要 的 情况 , 即 势 场 不 显 含 i 在 经 典 力学 中 ,这 
种 势 场 中 的 粒子 的 机 械 能 是 守恒 的 ). 此 时 ,Schr6dinger 方程 存在 下 列 形式 的 特 
解 , 即 ylr,t) 可 以 分 离 变 量 ， 


WP = Gr) Ff) (2. 2. 27) 
代入 式 (2. 2. 8) ,分 离 变数 后 ,得 
庄 d_ 1 2 
es gr +HVOn |wr) =E (2. 2. 28) 


E 是 既 不 依赖 于 ,也 不 依赖 于 r 的 常数 . 这 样 ， 
号 ln = 一 到 


所 以 
f(t) ~ exp(— i /#) (2. 2. 29) 
因此 , 特 解 式 (2. 2. 27) 可 以 表示 为 
fr,t) = Yer)exp(— iEt/#) (2. 2. 30) 
其 中 ye《r) 是 满足 下 列 方程 
[一 把 普 +YCO wm = Ep (2.2.31) 


的 解 . 式 (2. 2. 31) 称 为 不 含 时 间 的 (time-independent)Schr5dinger 方程 . 上 式 也 常 
表示 成 


Hy= ty (C2... 92) 
其 中 玉 是 在 势 场 V(r) 中 的 粒子 的 Hamilton 算 符 
2 
0 0 (2. 2. 33) 
2m 2m 


从 数学 上 来 说 ,对 于 任何 巨 值 ,方程 (2. 2. 31) 都 有 解 . 但 并 非 对 于 一 切 巨 值 所 
得 出 的 解 y(r) 都 满足 物理 上 的 要 求 0. 这 些 要 求 中 ,有 一 些 是 根据 波 函 数 的 统计 诠 
释 而 提出 的 要 求 ( 见 2. 1. 6 节 ), 也 有 根据 体系 的 具体 物理 情况 提出 的 要 求 . 例如 ， 
对 于 束缚 态 ,就 要 求 ylr) 在 无 限 远 处 的 值 必 须 趋 于 零 . 在 此 情况 下 ,往往 只 有 某 些 
五 值 所 对 应 的 解 , 才 满 足 这 些 物理 上 的 要 求 . 这 些 值 称 为 体系 的 能 量 本 征 值 
(energy we 而 相应 的 波 函 数 记 为 YE (r), a el 


征 方程 (energy eigenequation). 在 第 3 章 ， te 
征 函 数 作 更 仔细 的 分 析 . 在 第 4 章 中 将 对 本 征 值 及 本 征 函 数 问题 进行 普遍 的 讨论 ， 


@ 参见 Cohen-Tannoudji，et al,，Quantum Mechanics, vol, 1, p. 352; A. Messiah, Quantum 
Mechanics, vol. 1, p. 72~73. 
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练习 2 当 势 能 V(r) 改 变 一 个 常量 C 时 , 即 VCr-~~>V(r) 十 C, 粒 子 的 能 量 本 征 波 函数 改变 
否 ? 能 量 本 征 值 改变 否 ? 

练习 3 设 粒子 势能 V(r) 的 极 小 值 表 示 为 Via, 证明 粒子 的 能 量 本 征 值 E>Vimi. 

提示 :在 能 量 本 征 态 下 ,E= 了 十 V,T 了 之 0, VVmn. 


下 面 来 讨论 一 个 很 重要 的 情况 , 即 粒 子 初始 时 刻 (: 一 0) 处 于 某 一 个 能 量 本 征 
态 ( 能 量 本 征 值 为 E) 
pr,0) = pel7) 
其 中 ys C7) 满足 方程 (2. 2. 31) 或 (2. 2. 32) ,V(r) (或 旬 ) 不 显 含 t. 不 难 验 证 
Pr,t) = Yelr)exp(— iEz /K) (2. 2. 34) 
满足 含 时 Schrodinger 方程 (2. 2. 8). 显然 ,与 初始 时 刻 一 样 ,y(r,z) 也 满足 不 含 时 
Schr6dinger 方程 (2. 2. 31) , 即 仍然 保持 为 体系 的 能 量 本 征 态 ( 对 应 于 能 量 本 征 值 
五 ). 
形式 如 式 (2. 2. 30) 的 波 函 数 所 描述 的 态 , 称 为 定 态 (stationary state)9. 处 于 
定 态 下 的 粒子 具有 如 下 特征 : 
(1) 粒子 在 空间 中 的 概率 密度 oCr) 二 | ye (7) 1? 及 概率 流 密度 j ,显然 都 不 随 
时 间 改 变 . 
(2) 任何 力学 量 (不 显 含 力 的 平均 值 , 不 随时 间 变 化 .( 读 者 自己 证 明 ) 
(3) 任何 力学 量 ( 不 显 含 力 取 各 种 可 能 测 值 的 概率 分 布 也 不 随时 间 改 变 . (其 
普遍 证 明 将 于 5. 1 节 给 出 . ) 
此 外 ,还 不 难看 出 ,如 初始 时 刻 体系 并 不 处 于 某 一 个 能 量 本 征 态 , 而 是 若 
干 能 量 本 征 态 的 倒 加 ， 


Jr,0) = Dycapelr) (2. 2. 35) 
E 
其 中 展开 系数 ce 由 初 态 pr,0) 确 定 8. 不 难 验证 ( 留 作 读者 练习 ) 
rt) = >cepp(Cr)e (2. 2. 36) 
E 


满足 含 时 Schr6dinger 方程 (2. 2. 8), 它 是 若干 定 态 波 函 数 的 又 加 . 这 种 状态 称 为 
非 定 态 (nonstationary state). 在 这 种 状态 下 ,粒子 的 概率 分 布 密度 pC(r,z) 和 流 密 
度 j(r, 力 都 要 随时 间 改 变 . 而 且 一 般 说 来 ,力学 量 A (不 显 含 的 平均 值 及 概率 分 
布 也 要 随时 间 改 变 ( 守 便 量 除外 , 详 见 第 5 章 ). 


@” A. Messiah, QuaniumJMechanics ，vol 1, p. 72, 指出 :形式 如 式 (2. 2. 30) 的 态 称 为 体系 的 能 量 为 E 
的 定 态 ,并 指出 .“the time-independent wave function y is usually called the wave function of the stationary 
state, although the true wave function differs from the latter by the phase factor exp(—i Ez/#).” 


@， 利用 能 量 本 征 函数 的 正 交 归 一 性 ,可 知 ce 一 | 妮 (mWr,0)dsr, 详细 讨论 , 见 第 4 章 和 第 5 章 . 
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练习 4 设 内 r,0) 王 c ye (mr 十 cz (7)， 求 Wr,D. 讨论 pCr, 四 ,j(r, 力 以 及 它们 随时 间 变 
化 的 周期 z. 


2.2.4 ” ”Schrodinger 方程 的 一 般 形 式 


粒子 在 势 场 VCr) 中 的 Schrodinger 方程 (2. 2.8)20, 推 广 到 一 般 的 量子 力学 体 
系 , 可 以 表示 成 


和 
i = Hy (2. 2. 37) 


式 中 五 为 体系 的 Hamilton 量 算 符 , 它 可 以 不 显 含 t, 也 可 以 显 含 tt 在 互 不 显 含 t 
的 情况 下 ,可 以 写 出 不 含 时 的 Schr6dinger 方程 , 即 能 量 本 征 方 程 
Hy= (2. 2. 38) 

如 何 写 出 各 种 体系 的 Hamilton 量 ， 以 及 在 各 种 表象 中 写 出 Schrodinger 方程 ,以 
后 将 陆续 讨论 . 对 于 有 经 典 对 应 的 体系 ,可 以 把 经 典 Hamilton 量 量子 化 而 得 出 
Schr6dinger 方程 . 在 无 经 典 对 应 的 情况 (例如 ,对 有 自 旋 的 粒子 ), 则 只 能 根据 实验 
表现 出 来 的 特征 ,建立 其 Hamilton 量 , 而 其 正确 性 则 只 能 靠 实践 来 检验 . 

对 于 六 个 粒子 组 成 的 体系 , 设 粒 子 质 量 分 别 为 mw (i 二 1,2,…,N), 第 i 个 粒 

受到 的 外 场 作用 能 为 UCr,) ,而 各 粒子 之 间 的 相互 作用 能 为 VCri ,rs，…,rw), 则 
A er , 见 下 节 ) 中 


N N 
J > V+ PUG) 二 Var (2. 2. 41) 
会 2m: i=1 


a? a? 9? 
二 一 -十 一 -十 一 
ax: QQy 9 
而 含 时 Schr6dinger 方程 表示 成 
1 Fn F290 TN 7) = Hylr rs," TN,t) (2. 2. 42) 


中 设 在 曲线 坐标 (91 ,0 ,9 ) 中 ,线段 元 记 为 ds， 
ds2 一 D gudg'i dg 
在 这 曲线 坐标 系 中 的 Schr6dinger 方程 表示 为 


:£9 一 _[_ 二 1 9 冯 9 
eT A | 2m e234 (Vee” 3 )+v (2. 2. 39) 
其 中 
Be | det(gx) | 
Ze’gn 一 设 
了 
在 球 坐 标 系 中 
-一世 oa 1 
日 一 所 ( 挛 3 让 十 Fang 新 十 7 Ce 


参阅 W. Pauli, Die WE Prinzipen der Wellen Mechanik, Handbuch der Physik , Bd. 24(1946). 
@ 51 和 


不 舍 时 Schr6dinger 方程 表示 成 


Hys (rir 7rN) = Ey(r 72 TN) (2. 2. 43) 
下 为 能 量 本 征 值 ,而 相应 的 定 态 波 函 数 为 
YE (TI 72 9° ,TNL) = ye (rir “7N)e ke (2. 2. 44) 
特别 是 ,对 于 有 2Z 个 电子 的 原子 
2 2 
Vr rz) 一 2 i (2. 2. 45) 
表示 电子 之 间 的 Coulomb 排斥 能 ,而 (原子 核 位 置 取 为 坐标 原点 》 
Un) = 一 径 (2. 2. 46) 


表示 原子 核 ( 带 十 Ze 电荷 ) 对 第 i 个 电子 的 Coulomb 吸引 能 . 


2. 3 态 琶 加 原理 
2.3.1 量子 态 及 其 表象 


按 2. 1 节 的 分 析 , 在 量子 力学 中 ,对 于 一 个 粒子 , 当 描 述 它 的 波 函 数 Y%r) 给 定 
后 ,如 去 测量 粒子 的 位 置 , 则 粒子 出 现在 点 7 的 概率 密度 为 | yCr) | :. 如 去 测量 粒子 
的 动量 , 则 动量 为 p 的 概率 密度 为 | pC(p)|?, 其 中 pCp) 是 ybr) 的 Fourier 变换 , 它 
由 yl7) 完 全 确定 ， 


9(p) = an | Yr exp— ip* r/f)dx (2. 3. 1) 
而 
yr) = mm |p pexplip : r/f)dip (2. 3. 2) 


与 此 相似 ,还 可 以 给 出 测量 粒子 的 其 他 力学 量 的 概率 分 布 ( 详 见 第 4 章 ). 概括 起 来 
说 ， 当 CR OR hn 


总 ， 0 它 反映 了 向 现 答 子 的 流动 - po 
同样 ,我 们 也 可 以 说 ,pCp) 也 完全 描述 了 粒子 的 状态 . 因为 pg(p) 给 定 后 ,不 仅 
测量 动量 的 概率 分 布 完全 确定 [cc | gC(p)|?], 而 且 测 量 粒 子 位置 的 概率 分 布 也 完 


@ 例如 ,A. Messiah, QuantumMechanics, Vol. 1, p. 162,“…the wave function completely defines the 
dynamical state of the system under consideration. In contrast to what occurs in classical theory, the dynami- 
cal variables of the system cannot in general be defined at each instant with infinite precision. However, if 
one performs the measurement of a given dynamical variable, the results of measurement follow a certain 
probability law, and the law must be completely determined upon specifying the wave function. ” 
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全 确定 [cc |yCr) |? ,而 ylr) 可 通过 式 (2. 3.2) 由 p(P) 完 全 确定 ]. 类 似 ,测量 其 他 
力学 量 的 分 布 概率 也 都 是 完全 确定 的 ( 详 见 第 4 章 ). 

因此 ,一 个 三 维 粒 子 的 状态 , 既 可 以 用 yr) 来 描述 ,也 可 以 用 它 的 Fourier 变 
换 plp) 来 描述 ,还 可 以 有 其 他 描述 方式 . 它们 彼此 间 有 确定 的 变换 关系 ,彼此 是 完 
全 等 价 的 . 它们 描述 的 都 是 同一 个 状态 ,只 不 过 表象 (representation) 不 同 而 已 0， 
这 犹如 一 个 矢量 可 以 选用 不 同 的 坐标 系 来 描述 一 样 . 我 们 称 y(7) 是 粒子 状态 在 坐 
标 表 象 (r 表象 ) 中 的 表示 ,而 pCp) 则 是 同一 个 状态 在 动量 表象 (p 表象 ) 中 的 表示 


还 可 以 选用 其 他 的 表象. 关于 表象 及 表象 变换 的 详细 讨论 , 见 第 8 章 . 


练习 1 平面 单 色 波 如 (z) 一 志 eapGimz/ 阳 所 描述 的 态 下 ， ,粒子 具有 确定 的 动量 加 一 
Po ,量子 力学 中 称 之 为 动量 本 征 态 ,动量 本 征 值 为 p。. 试 在 动量 表象 中 写 出 此 量子 态 . 


答 :po, (PD 一 8p 一 peo) 
练习 2 3 函数 内 (z) 一 8(z 一 z) 描 述 的 是 粒子 具有 确定 位 置 z 一 z 的 量子 态 , 称 为 粒子 
位 置 (坐标 ) 本 征 态 , 位 置 本 征 值 为 x。. 试 在 动量 表象 中 写 出 此 量子 态 . 


答 : gs (Zp) SS jz 加 /和 


练习 3 ”量子 态 在 坐标 表象 中 用 化 描述 ,粒子 位 置 的 平均 值 表示 成 一 |y* (DyCnD dz 
试 在 动量 表象 中 计算 元 
答 := | 9 (DD) 读 六 pp， 即 在 动量 表象 中 应 表示 为 算 符 六 = 读 序 ， 


2.3.2 态 秋 加 原理 


在 初步 弄 清 了 量子 力学 中 态 的 概念 之 后 ,我 们 来 讨论 量子 力学 的 另 一 个 基本 
原理 一 一 态 全 加 原理 . 它 是 量子 态 的 不 同 表象 的 理论 基础 . 

在 经 典 力学 中 , 当 谈 到 一 个 波 由 若干 子 波 相干 到 加 而 成 时 ,只 不 过 表明 这 个 合 
成 的 波 含有 各 种 成 分 (具有 不 同 波长 ,频率 ,确定 的 相对 相位 等 ) 的 子 波 而 已 . 

在 量子 力学 中 , 当 我 们 和 弄 清 了 波 函 数 是 用 来 描述 一 个 微观 体系 的 量子 态 时 , 则 
前 面 分 析 过 的 波 的 倒 加 就 有 了 更 深刻 的 含义 , 即 态 的 全 加 (superposition of 
ee Ge 理 可 以 认为 是 “ 波 的 相干 琶 加 性 ”与 “ 波 函 数 完全 描述 一 个 微观 体 


例如 ， 考 起 “个 放流 包 y(7) 描 述 的 量子 态 , 它 由 许多 平面 波 释 加 而 成 [如 式 
(2. 3.2) 所 示 j], 其 中 每 一 个 平面 波 [L 一 exp(ip。r/)] 描 述 具 有 确定 动量 p 的 量子 
态 ( 称 为 动量 本 征 态 ). 对 于 用 波 包 来 描述 的 粒子 ,测量 其 动量 时 ,实验 表明 ,可 能 出 


@ 更 一 般 说 来 , 态 及 态 全 加 概念 可 以 脱离 波 函 数 的 具体 表示 形式 , 详 见 Dirac，The Principles of 
Quantum Mechanics, 4th ed. , Oxford University Press, 1958. 
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现 各 种 可 能 的 结果 ,也许 出 现 pi ,也 许 出 现 p,,……( 凡 是 波 包 中 包含 有 的 那些 平 
面 波 所 相应 的 p 值 , 均 可 出 现 ,出 现 的 相对 概率 是 确定 的 ). 我 们 应 怎样 来 理解 这 
样 的 测量 结果 呢 ? bee A 


物理 概念 来 者 ,是 很 难 理解 的 ， ,但 有 0 nn 
出 现 pj ,有 时 又 出 现 p, ,……: 
更 简单 和 更 一 般 地 说 , 设 体系 处 于 内 描述 的 状态 下 ,测量 某 力学 量 A 所 得 结 
果 是 一 个 确切 的 值 a1(y 称 为 A 的 本 征 态 ,ai 为 相应 的 本 征 值 ). 又 假设 在 y 描 
述 的 状态 下 ,测量 A 的 结果 为 男 外 一 个 确切 的 值 a;, 则 在 
p= a cg (clycz 常数 ) (2. 3. 3) 
所 描述 的 状态 下 ,测量 A 所 得 结果 , 既 可 能 为 a ,也 可 能 为 a; (但 不 会 是 另外 的 
值 ), 而 测 得 为 ai 或 a 的 相对 概率 是 完全 确定 的 . 我 们 称 y 态 是 yi 态 与 几 态 的 线 
性 又 加 态 . 在 春 加 态 中 y 遇 » ei i 


自生 现 粒 全 的 流动- 0 性 决 定 的 ，， 

”以 上 我 们 讨论 的 都 是 对 某 一 时 刻 i 的 状态 而 言 . 若 涉 及 态 随 时 间 的 演化 , 则 波 
- 函数 还 是 时 间 变 量 上 的 函数 ,简称 “运动 状态 ”此 时 态 到 加 原理 还 包含 下 述 内 容 : 
设 册 Cr 切 及 内 (rt 分 别 代 表 粒 子 的 两 个 可 能 的 运动 状态 , 则 其 线性 到 加 
ch《r, 四 十 cpgp 《r+, 引 也 代表 粒子 的 一 个 可 能 的 运动 状态 . 按 此 要 求 , 波 函数 随时 间 
演化 的 方程 , 即 波动 方程 ,必须 是 线性 方程 . 表现 在 Schrodinger 方程 中 [ 见 2.2.4 
节 , 式 (2. 2. 37)] ,要求 Hamilton 算 符 为 线性 算 符 . 


“2.3.3 光子 的 偏振 态 的 又 加 


下 面 我 们 以 光子 的 偏振 态 @ 的 亚 加 作为 具体 例子 来 更 形象 地 阑 明 态 又 加 
原理 . 


@ 设 平 面 单 色光 (波长 1) 沿 = 轴 方 向 传播 ,电场 强度 6 二 6.es 十 6ye, ,磁场 强度 B= 二 e,X@. 

(r,t)=Rcos(kz—wta,) 

BT,t) = cos(kz—wi—a,) 
其 中 hi 经 ,w 一 2 二 kc,as 和 ay 表示 相位 . 表示 成 复数 形式 则 更 方便 . 令 

=Rexplia,), 多 一 多 exp(iay) 
则 
6 (r,t)=E.expLi(kz—wt)], @, (r,t)=6,expLi(kz— wit) | 
如 6,==0, 则 称 之 为 + 方 向 线 偏振 光 ( 或 平面 偏振 光 ). 如 色 =0, 则 称 之 为 y 方 向 线 偏振 光 . 如 多 二 6, 则 称 光 沿 
全 方向 线 偏振 [图 2.7(a)]. 如 岛 二 be 一 i@.,(y 方 向 振动 的 相位 比 z 方 向 落后 x/2), 则 称 为 右 旋 圆 偏振 光 
[图 2.7(b)]. 如 一 be "一 一 i&,(y 方 向 振动 的 相位 比 x 方向 超前 x/2), 则 称 为 左旋 圆 偏振 光 [图 2. 7(o]. 
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我 们 来 考虑 一 个 经 典 的 检 偏 实验 . 设 有 一 束 线 偏 振 光 通过 理想 的 电气 石 
Mtourmaline) 唱片 ( 唱 轴 沿 z 方 向 ). 如 入 射 光 为 二 方向 线 偏振 光 , 则 偏振 光束 将 全 
部 通过 而 不 会 被 吸收 [图 2. 8(a) ]. 如 入 射 光 为 > 方向 线 偏振 光 , 则 将 被 全 部 吸收 ， 
在 唱片 后 面 将 观测 不 到 入 射 光 束 [图 2. 8(b)]. 如 入 射 光 是 沿 与 zx 轴 成 a 角 方向 的 
线 偏振 光 , 则 入 射 光 的 能 量 只 有 一 部 分 (cc cos:a) 能 通过 唱片 , 而 另 一 部 分 
(ccsinza) 则 被 晶片 吸收 [图 2. 8(c)]. 例如 ,一 45", 令 电场 强度 分 量 色 一 6 二 6, 则 
透 过 晶片 后 ,6 二 6,6, 二 0, 能量 有 一 半 被 吸收 , 即 晶片 只 允许 zx 方向 偏振 光 通 过 . 
从 测量 来 说 , 检 偏 器 把 入 射 光束 中 的 xz 方向 线 偏 振 光 挑 出 来 ,而 把 其 他 方向 线 偏 
振 光 全 部 吸收 掉 . 


< 
Naweaeae 


(a) 


图 2.8 


在 第 1 章 已 提 及 光 的 量子 性 ,在 目前 人 类 实践 所 及 的 领域 ,具有 一 定 频率 ,的 
电磁 辐射 是 不 能 无 限 分 割 的 ,是 由 光量 子 ( 能 量 上 ==hy) 组 成 的 . 任何 测量 光 强 度 的 
装置 , 测 出 的 只 能 是 一 个 一 个 的 整 光 子 ( 而 绝 不 会 出 现 “ 半 个 光子 ”等 ). 实验 还 表 
明 , 若 用 一 束 线 偏振 光 去 激发 光电 子 , 光 电子 的 分 布 有 一 个 优越 的 方向 (与 光 偏 振 
到 We 4 能 认为 : 


。 DD 。 


的 光子 处 于 圆 偏振 态 ,等 9. 试问 :从 光 的 量子 性 观点 来 看 ,应 怎样 理解 经 典 检 偏 实 
验 的 观测 结果 ?对 于 平常 宏观 观测 来 讲 ,这 是 容易 回答 的 . 因为 实际 上 是 入 射 的 大 
量 的 光子 (光子 数 N 六 1) 处 于 同一 个 偏振 态 , 总 能 量 为 Niw. a 二 45° 线 偏振 光 经 过 
晶片 时 ,半数 光子 被 吸收 ,而 半数 光子 通过 晶片 ,并 且 通 过 的 光子 都 处 于 x 方向 线 
偏振 态 . 但 如 果 只 有 一 个 光子 人 射 ,情况 将 如 何 ? 对 于 图 2. 8(a) 的 情况 ,光子 将 通 
过 晶片 ,能 量 及 偏振 态 均 不 改变 . 对 于 图 2. 8(b) 的 情况 ,光子 将 被 吸收 , 因而 在 晶 
片 后 就 观测 不 到 光子 . 对 于 图 2. 8(c) 的 情况 , 则 在 晶片 后 面 ,有 时 会 观测 到 一 个 束 
光子 (能 量 与 人 射 光子 同 ,但 偏振 方向 改变 ,成 为 x 方向 线 偏振 光 ) ,而 有 时 则 什么 
也 没有 (从 来 没有 观测 到 “ 半 个 光子 ”通过 晶片 ). 

怎样 才能 对 有 大 量 光子 出 现 的 经 典 检 偏 实验 和 只 有 一 个 光子 通过 晶片 的 实验 
现象 给 予 统一 的 理解 ? 可 以 设想 ,a 二 45" 线 偏振 态 下 的 光子 ,有 一 半 概 率 通过 品 
片 ,有 一 半 概 率 被 晶片 吸收 . 这 样 ,我 们 就 可 以 得 出 一 个 统一 的 理解 . 但 从 经 典 力学 
来 看 ,这 是 很 难 理解 的 . 因为 所 有 人 射 光子 所 处 偏振 态 都 相同 ,所 感受 到 的 宏观 ( 实 
验 ) 条 件 也 全 相同 ,为 什么 有 的 光子 就 得 以 通过 ,而 有 的 就 被 吸收 ? 除了 给 予 概率 、 
诠释 , 别 无 它 途 . 所以， ee 


在 量子 力学 中 ， 对 于 一 个 光子 ， ER 至 于 
在 通过 晶片 的 过 程 中 ,一 个 光子 怎样 改变 了 偏振 态 ,现今 的 量子 力学 理论 还 不 能 回 
答 . 而 且 按照 量子 力学 正统 的 观点 来 看 ,根本 不 必要 回答 这 个 问题 ,而 应 该 按照 态 


@ ”光子 偏振 态 的 表示 ; 角 频 率 为 w 的 光子 能 量 为 种, 设 相应 的 辐射 场 局 限 在 空间 体积 六 中 ,总 能 量 为 
进 y=-i 考虑 到 光 的 横 波 性 ,光子 的 偏振 态 可 以 记 为 


其 中 


| Cz | ? 表示 测 得 光子 处 于 zx 方向 线 偏振 态 的 概率 , | Cy | : 则 表示 处 于 y 方向 线 偏振 态 的 概率 , | Cs | ?十 
1G,12?=1 “〈 归 一 化 条 件 )， 


特例 y 一 (，) 表 示 x 方向 线 偏振 态 , 记 为 罗 ， 
1 ) 表示 y 方向 线 偏振 态 , 记 为 力 
(1)= 直 w+) 表示 45" 方 向 线 偏振 态 . 

(: ) , 即 cy =-;C。, 表 示 右 旋回 偏振 光 , 记 为 
[= 2 即 C, 一 一 iC。 ,表示 左旋 圆 偏振 光 , 记 为 由 . 
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的 又 加 


J 一 cosoy。 十 sinay， 
两 个 叙 加 态 之 间 有 确定 的 联系 (相对 权重 及 相对 相位 ). 正 是 由 于 两 个 关 加 态 之 间 


有 确切 的 相对 相位 关系 ,才能 解释 观测 到 的 光 的 干涉 现象 . 
习 题 
2.1 对 于 一 维 自 由 粒子 , 设 Wz,0) 一 [ETEexp(izoz/ 划 , 求 yx,DD. 


2.2 ”对 于 一 维 自由 运动 粒子 , 设 Kz,0) 二 8Cz), 求 | gzyD) | 
提示 :利用 Fresnel 积分 公式 


外 cos(&)dé = | sin(& )dé = NE 


I exp(i& )dé = Vrxexp(ix/4) 


答 : | gCz,D) | ?=m/2rfit 
2.3 设 一 维 自由 粒子 的 初 态 为 


(zr— zx) 
利用 
iH: 2 a2 
TD= Ee "g(r,0) (= > 
_ 1l/i" om _ (zx— zo)’ 1 
7 
以 及 恒等式 
| -2[£ 一 人 ] 
9 忆 [万 dp Wp 
和 
a a Dr 
exf(z) = 7 zf (z) = f(z++a) 
n=0 2， 
求 出 


a 1 一 1 | 
Hx, = (和 ) | 4(a2 + ifit /2p) 
| 

2a? (2) 


) 


| yx, |? = 
x 


2 
alt) -= (ac 和 


参阅 ,S. M. Blinder，Am。J。Phys, ，36(1968) ,525， 
。 67 。 


2.4 设 一 维 自由 粒子 的 初 态 为 
110) = (2xo2)4 exp| ih Co (a>0) 
求 >0 时 y(z, 由 及 波 包 运 动 特 征 . 
参阅 钱 伯 初 . 曾 谨 言 ,《 量 子 力学 习题 精 选 与 剖析 (第 二 版 ,1998, 科 学 出 版 社 ) ,第 一 章 . 
2.5 设 一 维 自由 粒子 的 初 态 为 Kz,0) ,证 明 在 足够 长 时 间 之 后 ， 
x,t) = A exp( 一 ix/4) expGimar?/2 大 )p (ZE ) 
其 中 


p(k) = yx,0)exp(— ikr) dz 


二 | 
AW27 一 co 

提示 :利用 lm 2 exp(ir/4)exp( 一 iaz2) 一 3Cz) 

2.6 设 粒子 在 势 场 V(r) 中 运动 . (1) 证 明 其 能 量 平均 值 为 

E= [dzw= dz( vy vyty WY) 

W 称 为 能 量 密度 . 

提示 :利用 归 一 化 条 件 |y* ydz 一 1 对 在 r>oo 处 的 行为 的 限制 , 即 yr”*(e>0). 

(2) 证 明 能 量 守 恒 公式 

Wrv.s=0 
其 中 
S 一 - 起 (- vot vy ) (能 流 密 度 ) 
2.7 考虑 单 粒子 的 Schrodinger 方程 
法 全 rs) 一 一 起 Ver 十 [Cn + VC) Yrs) 


Vi 与 VCV: 天 0) 为 实 函 数 , 证 明 粒 子 的 概率 不 守恒 . 求 出 在 空间 体积 2 中 粒子 概率 "丧失 ”或 
“增加 ”的 速率 . 


提示 : 
a yz 一 一 起 vy— yoy ) ,ds 十 al gz 
2.8 ”证 明 从 单 粒子 Schrodinger 方程 得 出 的 粒子 速度 场 是 非 旋 的 , 即 求 证 
VxXv=0 
其 中 
v= j/p 


2.9 在 非 定 域 势 VCr,r ) 中 粒子 的 Schrodinger 方程 表示 为 
计 FyCrD) 反衬 专 Vyr,D) + Vor gr ,Der 


求 概率 守恒 对 非 定 域 势 的 要 求 . 此 时 ,只 依赖 于 波 函 数 y 在 空间 一 点 的 值 的 概率 流 是 否 存在 ? 
答 :;VCr,m) 一 V* (Cr ,7). 
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2.10 设 N 粒 子 系 的 Hamilton 量 为 
H=— > 站 E+ PVs-sl) 
以 rm ss TN ,是 它 的 任 一 态 函数 2 
Pr) = 2pilrt) 
Jr 一 Djilr,D) 


其 中 

和 (ri1 ,7) Ea [rd rg yg 

Pp2 C72 ,1) = [dndredray yy 

Jilri,t) = 起 [dr ry Vigy— gviy” ) 

j2 (rz ,1) 一 | dndred ry Vp— Vy ) 
求证 


op e。 7 一 
27 十 VYV。j= 二 0 
2.11 写 出 动量 表象 中 的 不 含 时 间 的 Schrodinger 方程 . 
答 : 对 于 一 维 定 域 势 VCz)， 
4 
fp p+|dp Vg(p) = Ep(p) 
其 中 
a 去 六 re exp[— i(p— p)z/#Jdz 
或 表示 成 
pa 
pA 疗 )9(p) = Ep(p) 
上 述 结果 可 推广 到 三 维 情况 
2 四 
fp(p) J pVw pp’) = Ep(p) 


Vm' 一 CO 3 ms [VD exp[— iCp—p) *r/#]dx 


2 
让 pCp) 十 V( 记 闸 )pp) = Ep(p) 


2.12 设 粒 子 在 对 数 中心 势 V(r)= 二 VolIn《r/n) 中 运动 (Vo ,no 关 0, 常 数 ) ,证 明 粒 子 的 能 谱 
与 其 质量 无 关 . 


提示 :做 尺度 变换 , 令 x = 二 Vmr,m 是 粒子 质量 . 
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第 3 章 一 维 定 态 问题 
3. 1 一 维 定 态 的 一 般 性 质 


在 继续 阐述 量子 力学 基本 原理 之 前 ,我 们 用 Schrodinger 方程 来 处 理 一 类 简 
单 的 问题 一 一 一 维 定 态 问 题 . 这 有 助 于 更 具体 地 理解 已 学 过 的 基本 原理 ,也 有 利于 
进一步 阐明 其 他 基本 原理 . 一 维 问题 在 数学 上 处 理 起 来 比较 简单 , 较 容 易 得 出 严格 
的 结果 ,从 而 能 够 对 结果 进行 细致 的 讨论 . 量子 力学 体系 的 许多 特征 ,都 可 以 在 这 
些 一 维 问题 中 展示 出 来 . 此 外 ,一 维 问题 还 是 处 理 各 种 复杂 问题 的 基础 . 例如 ,一 维 
谐振 子 问题 ,对 于 任何 体系 的 小 振动 ,如 分 子 的 振动 . 晶 格 的 振动 .原子核 表面 的 振 
动 以 及 辐射 场 的 振动 等 ,都 是 很 重要 的 . 下 面 我 们 先 讨 论 一 维 运动 的 一 些 共同 
特点 . 

设 粒子 质量 为 m, 沿 xz 方 向 运动 ， ie V(z). Schr6dinger 方程 为 


法 p(x) = 一 去 2 3 25 + V(x) |Wz， 2) Co 
以 下 讨论 定 态 , 即 具有 一 定 能 量 的 状态 . 波 函 数 形式 为 
zt) = yz)e (3. 1.2) 
式 (3. 1.2) 代 人 式 (3. 1. 1) ,ylz) 满 足下 列 能 量 本 征 方程 
[所 得 +Vco yw = 本 Cn) (3.1.3) 
即 
y+ 剖 [EV y=0 C3539 


在 求解 上 述 微 分 方程 时 ,要 根据 具体 问题 中 的 边 条 件 来 定 解 ,例如 ,束缚 态 的 边 条 
件 ,散射 态 的 边 条 件 等 . 下 面 我 们 先 对 定 态 Schrodinger 方程 (3. 1. 3) 的 解 的 一 般 
性 质 进行 分 析 . 以 下 定理 1~4 不 仅 对 于 一 维 问题 成 立 , 对 于 三 维 问题 也 同样 适用 . 

在 量子 力学 中 ,如 不 作 特 别 的 声明 ,都 假定 势能 V 取 实 数 ?, 即 

V* (zx) = V(7) (3. 1. 4) 

定理 1 设 y(x) 是 方程 (3.1.3) 的 一 个 解 ,对 应 的 能 量 本 征 值 为 E, 则 y* (zx) 
也 是 方程 (3. 1. 3) 的 解 ,对 应 的 能 量 也 是 EE. 

证 明 


@ ”这样 可 以 保证 Hamilton 量 为 厄 米 算 子 ,从 而 保证 概率 守恒 . Hamilton 量 的 本 征 值 (能 量 ) 也 保证 为 
实数 . 详细 讨论 见 第 4 章 ， 
二 60 @ 


我 们 注意 到 ,在 物理 上 允许 的 能 量 取 值 EC( 即 能 量 本 征 值 ) 都 应 为 实数 ,EE* = 
FF. 式 (3. 1. 3) 取 复 共 轿 ,利用 V* (xz) 二 V(x) ,得 


和 2。 
民 (Cz) = Ey* (z) (3. 1.5) 


即 y* (xz) 与 y《z) 满 足 相同 的 方程 ,对 应 的 能 量 本 征 值 玉 也 相同 ,定理 得 证 . 

假设 对 应 于 能 量 EE, 只 有 一 个 能 量 本 征 函 数 y(x) , 则 称 能 级 已 无 简 并 (nonde- 
generate). 由 此 可 得 出 如 下 推论 : 

设 能 级 不 简 并 , 则 相应 的 能 量 本 征 机 数 总 可 以 取 为 实 数 

理由 如 下 ;因为 该 能 级 不 简 并 ， yy 和 y* 描述 的 是 同一 个 量子 态 , 因 而 它们 最 多 
可 以 差 一 个 常数 因子 C, 即 y* 二 Cy 取 复 苍 ,y= 二 C* y* = 二 C* Cy 二 |C|?y, 所 以 
1C|?==1,C==e” (a 实 常数 ). 不 妨 取 a==0, 则 C=1,y* = 二 y, 即 实 函 数 . 

例如 ,一 维 势 阱 中 的 束缚 态 ( 见 定理 6) ,中 心力 场 中 的 基态 (s 态 , 见 6. 1 节 ). 

定理 2 ”对 应 于 某 个 能 量 本 征 值 EE, 总 可 以 找到 方程 (3. 1. 3) 的 一 组 完备 的 实 
解 , 即 几 是 属于 的 任何 解 , 均 可 表示 为 这 一 组 实 解 的 线性 又 加 . 

证 明 

假设 %z) 是 方程 (3. 1. 3) 的 一 个 解 . 如 它 是 实 解 , 则 把 它 归 人 实 解 的 集合 中 
去 . 如 它 是 复 解 , 则 按 定理 1,y*(z) 也 是 方程 (3. 1. 3) 的 一 个 解 , 并 且 与 yCx) 一 样 ， 
同属 于 能 量 本 征 值 E. 再 根据 线性 方程 解 的 又 加 性 定理 ， 

G7) = f(z) + y* (7x) 


XCz) = [yz) —y* (2)] 
也 是 方程 (3. 1. 3) 的 解 ， 同属 于 能 量 EE, 并 彼此 独立 . 不 难看 出 ;P(X) 与 X(z) 均 为 实 
解 ,而 y(z) 与 g" (z)( 同 属于 已) 均 可 表示 成 p(z) 与 X(z) 的 线性 到 加 , 即 
几 一 到 Cg 十 这 ) 


定理 得 证 . 

定理 3 设 V(z) 具 有 空间 反射 不 变性 ,V( 一 x) 二 V(xz). 如 y(z) 为 方程 
(3. 1. 3) 的 一 个 解 ( 属 于 五) , 则 y( 一 zx) 也 是 方程 (3. 1. 3) 的 一 个 解 ,也 属于 E. 

证 明 

i MT , 按 假设 V( 一 z) 二 VCz) ,所 以 方程 (3. 1. 3) 化 为 


一 起 上 Bz 7 HV DY 7) = EY- 2) Cal 


可 见 gy 一 zx) 也 满足 方程 (3. 1. 3) ,并 且 与 Wz) 一 样 ,同属 于 能 量 E. 定理 得 证 . 
定理 4 设 V( 一 z)==V(z), 则 对 应 于 任何 一 个 能 量 本 征 值 E, 总 可 以 找到 方 
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程 (3. 1. 3) 的 一 组 完备 的 解 ， 它们 中 每 一 个 都 具有 确定 的 字 称 (奇偶 性 》. (注意 :各 
个 解 的 宇 称 不 一 定 相同 . ) 
证 明 
假设 y(z) 为 方程 (3. 1. 3) 的 一 个 解 ,属于 能 量 E. 按 定理 3,%( 一 z) 也 是 方程 
(3. 1. 3) 的 一 个 解 , 也 属于 E. 我 们 可 以 构造 下 列 具 有 确定 宇 称 的 波 函 数 
fz) 一 WZz) 十 WCG 一 TD) = f(— 7) 
g(7) = yx) — yy(— 7x) =— g(— Zz) (3. 1.7) 
f(x) 二 f( 一 x+) 具有 偶 宇 称 (even parity), g(x) 二 一 g( 一 zx) 具有 奇 宇 称 (odd pari- 
ty). f(x) 与 g(x) 也 是 方程 (3. 1. 3) 的 解 (属于 EE). 而 y(z) 与 y( 一 x) (同属 于 EE) 均 
可 用 f(z) 和 g(x) 线性 又 加 来 表示 , 即 


J(z) = z[ Pe 


J(— Zz) = 到 [LACz) 一 g(Cz)] 
定理 得 证 . 
推论 
设 V( 一 x) 二 V(xz) ,而且 对 应 于 能 量 本 征 值 E, 方 程 (3. 1. 3) 的 解 无 简 并 , 则 该 
能 量 本 征 态 必 有 确定 的 宇 称 . 例如 ,一 维 谐振 子 ,一 维 对 称 方 势 阱 即 属 这 种 情况 ( 见 


3.2 节 ,3.4 节 ). 
练习 ”对 于 三 维 情况 , 试 证 明定 理 1 一 4. 


关于 根据 波 函 数 的 统计 诠释 ,应 该 对 波 函 数 的 性 质 提出 哪些 要 求 ,已 在 第 2 章 
(2.1.6 节 ) 中 做 了 初步 的 讨论 . 在 坐标 表象 中 ,涉及 波 函 数 jy(x) 及 其 各 阶 导 数 的 
连续 性 等 问题 ,应 该 从 Schr6dinger 方程 出 发 ,根据 V(x) 的 性 质 来 进行 讨论 . 

显然 ,如 V(z) 是 xz 的 连续 函数 , 按 方程 (3. 1. 3) ,YCz) 是 存在 的 ,因此 Wz) 和 
少 (z) 必 为 工 的 连续 函数 ， 但 如 VCz) 不 连续 变化 ， i 则 关于 VCz) 及 
其 各 阶 导数 的 连续 性 要 具体 分 析 . 对 于 一 维 方 势 场 ,M，Baranger 曾经 仔细 证 明 过 
下 列 定理 人 2. 

对 于 阶梯 形 方 势 (图 3. 1) ,粒子 的 定 态 波 函数 y(z) 及 (zx) 必 定 是 连续 的 . 

VCz) -起 (3.1.8) 
V，Zz>a (ww 一 mm) 有限 
但 当 |Vs 一 Vi | 一 co 时 ,定理 不 成 立 . 


下 面 给 出 一 个 较 简单 的 证 明 (更 严格 的 证 明 见 Baranger®? ). 


中 M Baranger, Quantum Mechanics, Part I, Elementary Wave Mechanics(MIT ,1980). 
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按 方程 (3. 1. 3 ) 
2 
[FE —V(z) jy(z) 


dx 

(3. 1. 9) 
在 V(xz) 有 限 而 且 连 续 的 区 域 ,y(x) 显 然 六 
是 有 限 和 连续 的 . 当 V(z) 发 生 阶 梯形 跳 2 
路 时 ,Vy 发 生路 变 . 但 变化 是 有 限 的 . 方 图 3.1 
程 (3.1.9) 在 za 邻 域 进行 积 分 ， 
[Taz ;E> 01 ,得 

ye+oD) 一 Ya 一 o) = 各 二 名 | ”dz[E 一 VCz)]wCz) 
由 于 [E 一 V(z)] 是 有 限 的 , 当 e>0+ 时 ,上 式 右边 积分 ->0, 因 此 
yla+0t) = yy (am—01) (3. 1. 10) 


即 y (z) 在 z 一 a 点 连续 . 当然 ,这 也 意味 着 W%z) 在 点 a 也 连续 . 

对 于 一 维 运动 的 定 态 解 ,下 列 定理 是 很 有 用 的 . 

定理 5 对 于 一 维 运动 粒子 , 设 (x) 与 几 (z) 是 方程 (3.1.3) 的 属于 能 量 本 
征 值 的 两 个 解 , 则 


页 发 一 风 必 二 常数 (不 依赖 于 z) (3.1.11) 
证 明 
按 假设 ， 
中 + [EV 一 0 (3. 1. 12) 
几 + HEV(z)]y 一 0 (3. 1. 13) 


人 XC(3.1.13) 一 ys X(3.1.12), 得 
内 咯 一 几 响 一 0 


即 
(hg — gp) = 0 
积分 ,得 
内 铬 一 风色 二 常数 (不 依赖 于 z) 
定理 得 证 . 
定理 6 设 V(z) 是 规则 的 (regular) 势 场 ,如 存在 束缚 态 , 则 必定 是 不 简 
并 的 


@ L. D, Landau and E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics,“Non-Relativistic Theory, 21 节 给 出 定理 ; 
一 维 势 阱 V(z) 中 的 束缚 态 是 不 简 并 的 . RLoudon,Am. J. Phys. 27(1959) ,649 ,指出 ,对 于 有 奇 点 的 势 阱 ， 
此 定理 不 一 定 成 立 . 他 以 一 维 Columb 势 V(xz)== 一 1/|z| 为 例 ,进行 了 计算 和 讨论 ( 见 6.7 节 ). 
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证 明 
设 y(z) 和 yo(x) 都 是 方程 (3. 1. 3) 的 属于 能 量 下 的 解 . 按 定理 5， 
闪电 一 各 六 二 常数 (不 依赖 于 x) 
者 办 和 yo 均 为 束缚 态 (bound state), 即 |z| 一 co 时 ,yg .ys 都 趋 于 0. 因此 ,上 式 中 
的 常数 必 为 0, 即 . 


六 始 一 凡 师 (3.1.14) 
在 不 含山 和 内 的 节点 的 区 域 中 ,可 用 yy 除 上 式 , 得 
细 一 此 S11 
Dv a 
积分 ,得 
fh x) = Cy (2) (3. 1. 16) 


C 为 积分 常数 (与 x 无关) ,所 以 内 (z) 与 yp (xz) 代表 同一 个 量子 态 ( 彼 此 不 独立 ). 

在 以 上 证 明 中 ,得 出 式 (3.1.15), 并 积分 ,只 能 在 不 出 现 yw 和 y, 的 节点 
(node, 指 波 函 数值 为 0 的 点 ) 的 区 域 中 进行 . 设 z=a 是 yi(z) 或 J(z) 的 节点 , 则 
在 zz 的 两 侧 ( 无 节点 区 域 中 ) 进 行 积分 所 得 出 的 积分 常数 C 可 能 取 不 同 的 值 ,此 
时 ,定理 可 能 不 成 立 . 但 若 V(z) 在 全 空间 规则 , 取 有 限 值 , 则 pi、y、W% 在 z=a 
点 都 连续 . 这 时 ,在 zx<a 区 域 和 在 z>a 区 域 中 得 出 的 积分 常数 C[ 见 式 (3.1.16)] 
必然 取 相 同 值 ,因此 本 定理 成 立 . 


“但 如 果 z=a 点 是 V(z) 的 奇 点 ( 当 x>a,V(z) 一 00), 则 在 z=a 点 有 可 能 出 现 V 一 0(z=a 
点 是 yz) 的 节点 ) 而 yy 不 连续 的 情况 . 在 zx<<a 区 域 和 在 x>a 区 域 中 积分 得 出 的 C 可 能 取 不 同 
值 ,本 定理 可 能 失效 . 但 对 于 基态 ( 波 函 数 无 节点 ), 这 种 情况 不 会 出 现 . 具体 例子 可 参阅 一 维 氢 
原子 的 能 量 本 征 值 问题 的 讨论 ( 见 6.7 节 ). 

通常 我 们 常 碰 到 两 种 奇异 势 场 , 即 无 限 深 方 势 阱 (人 又) 和 》$》 势 阱 (人 又 ). 

对 于 无 限 深 方 势 阱 ( 见 3. 2. 1 节 ) 

Wee (3.1.17) 

co，Z<0,Z 二 4 

这 里 出 现 的 不 是 孤立 奇 点 ,而 在 一 个 区 域 中 (z<0,z>a),V(z) 一 co 粒子 不 可 能 出 现在 这 样 的 
区 域 中 . 在 此 区 域 中 yz) 二 (xz) 二 … 二 0. 按 Baranger 证 明了 的 定理 ,在 此 边界 上 yx) 连续, 但 
(Zz) 不 连续 ( 详 见 3. 2 节 ). 在 处 理 此 问题 时 ,可 以 撤 开 V(z) 二 co 这 个 禁区 ,而 只 在 VC(z) 取 有 
限 值 的 区 域 中 来 讨论 问题 . 禁区 的 存在 可 以 用 y(0) 二 yla) = 二 0 来 反映 . 由 于 z 一 0 点 与 z=a 点 
都 处 于 边界 的 一 侧 , 对 应 用 本 定理 无 妨 , 所 以 无 限 深 势 阱 中 能 级 是 不 简 并 的 (详细 计算 见 3. 2.1 
节 ). 

对 于 5 势 阱 ( 见 3.5 节 )， 

V(z) =— 76(z) (3. 1. 18) 
Z 一 0 是 一 个 孤立 奇 点 . 在 z= 二 0 点 ,虽然 y (zx) 不 连续 ,由 于 其 基态 波 函 数 (无 节点 )y(0) 关 0, 所 
以 也 不 是 简 并 的 . 可 以 证 明 , 对 于 5 势 阱 ,不 存在 激发 的 定 态 . 
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3.2 方 势 时 
3.2.1 无 限 深 方 势 阱 ,离散 谱 


先 考 虑 一 个 理想 的 情况 一 一 无 限 深 方 势 阱 中 粒子 的 运动 . 势 阱 表示 成 (图 


3. 2) 
0， 0 
V(x) = | Sh Vx) 
coco, X00, rx>a 


在 势 阱 内 部 (0 二 x 过 a) ,Schr6dinger 方程 为 
gt+t Ey 一 (3.2.1) 

m 为 粒子 质量 . 令 

2mE 


es (3. 2. 2) 
则 常 系数 二 阶 微分 方程 (3. 2. 1) 的 解 可 以 表示 为 
wz) = Asin(Rz 十 6) (3.2.3) 0 Ge 
A 与 6 是 待定 积分 常数 . 因为 势 壁 无 限 高 ,从 物理 上 考虑 ， 国语 
粒子 不 能 透 过 阱 壁 . 按照 波 函 数 的 统计 诠释 ,要 求 在 阱 壁 
上 及 阱 壁 外 波 函 数 为 0, 特 别 是 
(0) 一 0 (3. 2. 4) 
yla)=0 (3. 2. 5) 
把 式 (3.2.3) 代 入 式 (3. 2. 4) ,得 8=0. 再 利用 式 (3. 2. 5) ,得 
sinka 一 0 
所 以 
如 一 nx， n=1,2,3,. (3. 2. 6) 


(2 一 0 给 出 的 波 函 数 为 y==0, 无 物理 意义 . 而 n 取 负 整数 给 不 出 新 的 波 函 数 . ) 把 式 
(3. 2. 6) 代 和 人 式 (3. 2. 2) ,得 


2 
E=E,= 和 ， = 1,2,3,." (3. 2.7) 


可 以 看 出 ,并 非 任何 五 值 对 应 的 波 函 数 都 满足 问题 所 要 求 的 边 条 件 ,而 只 当 能 量 

取 式 (3. 2.7) 所 给 出 的 那些 五 , 值 时 ,对 应 的 波 函 数 才 满足 边 条 件 . 这 样 ,我 们 就 得 

出 ,系统 的 能 量 是 量子 化 的 , 即 所 构成 的 能 谱 是 离散 的 (discrete). 见 图 3. 3. 
对 应 于 能 级 E, 的 波 函 数 记 为 y, (x)， 


J (Xx) = Asin( Tz) (3. 2. 8) 


利用 归 一 化 条 件 
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| lg lar = 和 (3. 2. 9) 


可 以 求 出 |A,|?:==2/a, 取 A, 为 实数 ， 
A, = v2/¢ 
则 得 到 归 一 化 的 实 波 函数 为 


(XT) = = /2sin(wz) (3. 2. 10) 


ER) 


图 3.3 无 限 深 方 势 阱 中 较 低 几 条 能 级 的 波 函 数 


一 维 无 限 深 方 势 阱 中 粒子 能 级 有 下 列 特 点 : 

(1) 粒子 的 最 低能 级 二 姑 x /2ma? 关 0, 这 与 经 典 粒子 不 同 . 这 是 微观 粒子 
波动 性 的 表现 , “静止 的 波 ” 是 没有 意义 的 . 从 不 确定 度 关系 也 可 以 给 予 粗 略 的 说 
明 . 因为 粒子 局 限于 无 限 深 势 阱 中 ,位 置 不 确定 度 AxAza, 按 不 确定 度 关系 , Ap 
/a. 因此 ,能 量 玉 不 可 能 为 0,EXp* /2m 之 (Ap)?/2m 守 二 /2ma? 关 0. 与 严格 计算 
结果 [ 式 (3. 2. 7) | 在 数量 级 上 相同 . 此 最 低能 量 称 为 零点 能 (zero point energy). 


(2) 瓦 ccm ,能 级 分 布 是 不 均匀 的 . 能 级 愈 高 ,密度 愈 小 . 但 AE, 和 ~ 村 n( 相 名 


能 级 的 间距 ). 当 n>co,AE,/E, 守 2/n 一 0, 即 当 nn 很 大 时 ,AE,<<E,. 
(3) 从 图 3. 3 可 看 出 , 除 端点 (zx 二 0,a) 之 外 ， 基态 波 函 数 无 节 点 ， 而 第 一 激发 


态 (za 一 2 有 一 个 节点 ,第 有 个 激发 态 (a 一 上 十 D) 有 上 个 节点 . 


练习 1 设 粒子 限制 在 二 维 无 限 深 势 阱 中 运动 ， 
0， 0<z<a，0<y>y<p 
9 2 
Vz,y) co， 其 他 地 方 (3. 2. 11) 
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则 粒子 能 量 允 许 值 为 


2 2 
En», 本 二 (人 mn 一 1， 2，3，…， (3. 2. 12) 
相应 的 波 函 数 为 
fing CZ,y) 一 亏 sin (Sz )sin( Sy ) (3. 2. 13) 


设 a 一 六 讨论 能 级 的 简 并 度 . 
提示 : 式 (3. 2. 11) 可 改写 为 
V(x,y) = Va lx) V2), 


0， 0 过 ZX 二 a 0， 0 和 过 y 委 8 
Vi(z) = | ， Vi (y) = | 
co, ZX<0,rx>a oo, y=<0,y>56 
然后 用 分 离 变量 法 求解 
练习 2 设 粒子 限制 在 矩形 “匣子 ”中 运动 , 即 
0， 0<=<z<a, 0<y<b, 0<z<e 
Vlz, | (3. 2. 14) 
> 【co， 其 他 地 方 
则 粒子 能 量 允许 值 为 
En, n,n 一 世 站 ( 台 + 弄 二 亿 )， 721 9 722 9 723 一 1 2,3,，… (3. 2. 15) 
相应 的 波 函 数 为 
ph nn (zyyyz) = A 地 sin (Tz ) sin( $y )sin( eS) (3. 2. 16) 


设 4==6 二 c, 讨 论 能 级 的 简 并 度 . 
练习 3 对 于 一 维 (宽度 1) ,二 维 (a==b 一 0), 三 维 (4a= 二 5b 一 < 二) 无 限 深 方 势 阱 中 的 粒子 ,在 


大 量子 数 情况 下 ,分别 讨论 它们 的 态 密度 pCE) = 多 , 即 单位 能 量 范围 中 的 态 数 , 并 讨论 pCE) 对 


能 量 ,参数 工 , 质 量 m 的 依赖 关系 . 
答 : 一 维 p() 一 才 / 委 


二 维 p( 记 二 过 jzm( 不 依赖 于 本 


三 维 p(B) -1 Gi (mYE i (3. 2. 17) 
练习 4 试 取 一 维 无 限 深 势 阱 的 中 心 为 坐标 原点 , 即 
0， | z| ~ a/2 
V(z) = (2 人 (3. 2. 18) 


显然 ,粒子 的 能 级 不 会 改变 , 仍 如 式 (3. 2.7) 所 示 , 但 能 量 本 征 函 数 表示 式 相 应 有 所 改变 . 试 
求 之 . 


并 


V2 00s (Ez) ， 7 一 1,3,5，… 


h(x) = | zx |<a/2 (3. 2. 19) 
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内 (z) 一 0， |z I> a/2 
练习 5 一 维 无 限 深 势 阱 中 [ 见 式 (3. 2.18)] 的 粒子 ,处 于 基态 (m= 二 1)， 


/2 sz 
we -| COS 一 ， |z|=a/2 


0， |z|> a/2 
试 讨论 其 动量 和 能 量 的 概率 分 布 . 
答 ; 设 f(D= 直 | (De™dz 
ye 一 co 
?一 有 | Dowd 一 f(D 
， Pp 王 页 

测 得 粒子 动量 在 (p,p 十 dp) 中 的 概率 为 

| gCp)1?dp= | FE) | 2 


1- ye (全 ) 


3.2.2 有 限 深 对 称 方 势 阱 
设 
一 Vo， |z|<c/2 


V a 
2 风 |z|>>a/2 


(3. 2. 20) 


(3. 2. 21) 


(3. 2. 22) 


a 为 势 阱 宽度 ,Vo 为 势 阱 高 度 (图 3. 4). 本 节 只 讨论 粒子 能 量 一 <E<0( 束 缚 


态 ) 情 况 . 


Vx) 


-a/2 0 a/2 x 


图 3.4 


在 势 阱 外 (|z| 盖 zaV2 ,经 典 禁区 ),Schrodinger 方程 为 
全 
=py 
式 中 
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(3. 2. 23) 


B= vV—2mE /i (3. 2. 24) 
方程 (3. 2. 23) 的 解 可 表示 为 
J ee 


考虑 到 束缚 态 波 函 数 在 |z|->co 的 边 条 件 ,应 取 如 下 形式 ， 


Ae 产 ， 工 二 Q/2 
(zx) 一 (3. 2. 25) 
4 1 XC<—a/2 
其 中 积分 常数 A,B 待定 . 
在 |z| 二 a/2( 势 阱 内 ,经 典 允 许 区) 区 域 ,Schr6dinger 方程 为 
sy =— ky (3. 2. 26) 
式 中 为 实数 
k= Vim(Vo EE) /E (3. 2. 27) 
方程 (3. 2. 26) 的 两 组 线性 无 关 解 可 取 为 
Ee 或 sinkz , coskz (3. 2. 28) 


对 于 束缚 态 , 能 级 是 不 简 并 的 ,再 考虑 到 对 称 势 阱 V(x) 的 空间 反射 对 称 性 ,能 量 本 
征 态 必 有 确定 的 宇 称 ,因此 取 sinkx,coskz 形式 的 解 , 以 下 分 别 讨论 之 . 
1) 偶 宇 称 态 
WX) cc coskz (|z|=a/2) 
以 下 我 们 根据 y 及 y 在 x== 土 a/2 处 的 连续 性 来 确定 能 量 的 可 能 取 值 . 若 只 
对 能 量 本 征 值 有 兴趣 ,更 方便 的 办 法 是 利用 y /y 或 (Iny) 的 连续 性 来 确定 能 量 的 
可 能 取 值 ,这 种 办 法 的 优点 在 于 可 以 撤 开 波 函数 的 归 一 化 问题 . 这 样 ,根据 


(ln cos&z) |,_» = (ln er)’ | 


可 得 出 
ktan(ka/2) 一 (3. 2. 29) 
根据 z 王 一 2/2 处 的 连续 条 件 所 得 出 的 结果 ,与 此 相同 . 令 
ha/2=é€, fh/2=7 (3. 2. 30) 
则 式 (3. 2. 29) 变 成 
stane 一 也 (3. 2. 31) 
而 由 式 (3. 2. 30) (3; 2. 27) 及 (3. 2. 24) ,可 得 
e+ = mVoa’ /2 (3. 2. 32) 


这 是 < 与 7 满足 的 超越 代数 方程 组 ,可 以 用 数值 计算 法 解 ,或 者 用 图 解法 近似 计 
算 . 见 图 3. 5(a). 
2) 奇 宇 称 态 
VCz) csinkr (|z|=a/2) 
与 上 面相 似 , 利 用 (lny) 的 连续 条 件 可 以 求 出 
—kcotC(ka/2) 一 有 (3. 2. 33) 
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用 式 (3. 2. 30) 代 入 ,得 
—écoté = (3. 2. 34) 
而 


e+ = mVoa’ /2#? (3. 2. 35) 


见 图 3. 5(b). 


为 偶 . 当 十 ”二 mVoa? /2 起 之 x? 时 ,开始 出 现 第 一 个 偶 宇 称 激发 态 . 随 Voa’ 继续 
增 大 ,更 高 的 激发 态 还 会 相继 出 现 . 
奇 宇 称 态 与 此 不 同 ,图 3. 5(b) 表 明 , 只 当 
二 + = mVoa’ /2 > x /4 
即 
Voa’ > wh/2m (3. 2. 36) 
才 可 能 出 现 第 一 个 奇 宇 称 态 . 
当 Vo~>coe, 但 a 保持 有 限 值 , 则 上 述 结果 将 与 无 限 深 势 阱 的 结果 完全 一 致 . 在 
图 3. 2 中 , 阱 底 能 量 取 为 0. 而 在 图 3. 4 中 , 阱 底 能 量 取 为 一 Vo. 当 Vo->co 时 , 即 能 
量 和 零点 无 限 下 移 , 相 当 于 (一 已) 一 co, 即 式 (3. 2.24) 中 的 8 或 式 (3.2. 30) 中 的 > 
ceo. 此 时 , 式 (3. 2. 31) 与 (3. 2. 34) 变 成 
ttanE = ceo， 6 一 (nl1/2)rx, n=0,1,2,. 
一 &cotE = co， 《一 nr, 7 一 1 ,2，… (3. 2. 37) 
概括 起 来 , 即 


E 一 ox n= 1,2,3,.. 


2 
即 
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k= nn/a 


再 从 式 (3. 2. 27) 即 可 得 出 
BE 《3. 2. 38) 


2ma? 
这 与 式 (3. 2.7) 一 致 ,不 同 的 只 是 势能 零点 选择 . 在 图 3. 1 中 ， 阱 底 取 为 势能 零点 ， 
而 在 图 3. 4, 阱 外 (|z|>>a/2) , 取 为 势能 零点 ,而 阱 内 底部 势能 为 一 V,. 


3.2.3 束缚 态 与 离散 谱 的 讨论 


由 以 上 分 析 可 以 看 出 ,束缚 态 (E<V,) 的 能 谱 是 离散 的 , 它 是 在 一 定 的 边 条 件 

下 ,求解 定 态 Schr6dinger 方程 的 必然 结果 . 为 更 形象 地 理解 这 一 点 ,我 们 试 从 波 
函数 的 形状 的 变化 规律 来 定性 讨论 . 按 Schrodinger 方程 

Ey —— MLE—V(z) yz) (3. 2. 39) 


在 V(z)<E 区 域 ( 经 典 允许 区 ) 中 ,与 y 的 正 负 号 相反 . 因此 ,y 总 是 向 xz 轴 弯 
曲 , 即 

当 y>0 时 ,<0, 曲 线 向 下 弯 , 当 yy<0 时 ,办 >0, 曲 线 向 上 弯 
所 以 ,一 段 一 段 地 看 ,曲线 有 些 像 sin xz 或 cos xz 曲线 ,呈现 振荡 的 性 质 . (E 一 V) 愈 
大 , 则 振荡 愈 厉害 ,如 图 3. 6(a) 所 示 . 

在 V(x) 之 EFE 区 域 (经 典 禁 区 ),y 与 y 的 正 负 号 相同 . 因此 ,y 总 是 背离 zx 轴 弯 
曲 , 即 

当 yg>0 时 ,曲线 向 上 弯 , 当 yy<0 时 ,曲线 向 下 弯 
所 以 ,一 段 一 段 地 看 ,曲线 近似 像 指数 曲线 那样 上 升 或 下 降 ,无 振荡 现象 ,如 图 3.6 
(b) 所 示 . 


Wo pl) 
2 ~ 
六 WN 
0 p 0 x 
~ -下 
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根据 上 述 讨论 ,可 以 定性 地 分 析 粒 子 能 量 的 可 能 取 值 以 及 波 函 数 的 节点 数目 . 
先 分 析 基 态 . 对 于 图 3. 4 所 示 方 势 阱 ,在 x 二 一 a/2 区 域 ,由 于 EF<Vo, 在 x 一 
一 co 时 ,Jy>0. 当 工 增加 时 ,y 成 指数 上 升 (曲线 向 上 弯 ), 见 图 3.7. 而 当 到 达 z= 
一 a/2 点 之 后 ,由 于 E>>0, 曲 线 开始 向 下 弯 , 一 直 延 续 到 zx 二 十 a/2 点 . 而 在 x 之 a/2 
区 域 ,由 于 E<Vo ,曲线 又 开始 向 上 弯 . 在 一 般 情况 下 ,在 保证 zx 二 土 a/2 处 波 函 数 
光滑 地 连接 条 件 下 , 当 zx 一 十 co 时 , 波 函 数 将 趋 于 co, 不 满足 有 界 条 件 . 在 V(z) 给 
定 情况 下 ,曲线 的 弯曲 变化 情况 取决 于 粒子 能 量 的 取 值 . 只 有 当 五 取 某 个 适当 
值 时 ,在 *> 十 ce 处 光 才 可 能 满足 有 界 的 边 条 件 , 即 类 ~0. 这 个 适当 的 五 值 , 即 粒 
子 的 最 低 的 能 量 本 征 值 , 只 要 能 量 稍微 偏离 此 值 , 少 都 不 会 满足 有 界 条 件 . 我 们 注 

意 到 ,基态 波 函 数 mw(z) , 除 z= 士 ce 外 ,在 工 有 限 的 地 方 无 节点 . 
当 粒 子 能 量 继续 增加 ,一 方面 在 |z| > 
a/2 区 域 ,y 曲线 的 曲率 将 减 小 , 男 一 方面 在 
|z| 二 a/2 区 域 ,y 曲线 的 振荡 将 加 快 . 有 可 
能 在 玉 取 某 适当 值 时 ,y 在 |zx| 二 a/2 区 域 中 
经 历 了 一 次 振荡 (出 现 一 个 节点 ,图 3.7) 之 
后 ,在 zx=a/2 处, 能够 与 z>a/2 区 域 中 的 波 
网 Co) 函数 (cce“ ) 光 滑 地 衔接 起 来 . 此 时 就 出 现 
了 第 二 个 稳定 态 , 即 第 一 激发 态 J.(z). 它 在 
1 有 限 远 处 ,只 有 一 个 节点 . 在 对 称 势 阱 情况 

下 ,这 个 波 函 数 的 宇 称 为 奇 . 

如 此 继续 下 去 ,可 以 得 出 :只 有 当 粒 子 能 
p20) 量 玉 取 某 些 离散 的 值 Eo、E1、Es、…* 时 ,相应 
的 波 函 数 为 go。(z)、g《7X)、gp 《7X)、… 才 满足 
|z| 一 ce 处 波 函 数 (概率 ) 为 0 的 边 条 件 . 这 些 
能 量 的 离散 值 称 为 能 量 本 征 值 (energy ei- 


Jo) 


图 3 


a 定理 . 


例 “半壁 无 限 高 势 人 又 (图 3. 8) 


Ce Z<<0 
V(Zz) -人 0<<7z<<a (3. 2. 40) 
0， TX>a 
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考虑 一 Vo 二 E<<0 情况 . 分 三 个 区 域 讨 论 : 


ZX 过 0 区 域 有 (==0. 
0<<z<<a 区 域 有 
J = AsinCkz + 0) 
k= V2m(E+Vo) /i (3. 2. 41) 
利用 y(0)==0 的 边 条 件 , 可 知 6 一 0, 所 以 
J = Asinkz (3. 2. 42) 
X>a 区 域 ,有 
ye er 
其 中 
B= vV— 2mE /# (3. 2. 43) 


考虑 到 x 一 十 co 处 ,要 求 y 为 0 的 边界 条 件 , 只 能 取 
Uz)=Ber (r+>a) (3. 2. 44) 
然后 根据 z=a 处 (lnyg) 的 连续 条 件 , 可 求 出 


kcotka 一 一 有 (3. 2. 45) 图 3.8 
上 式 可 改写 成 
cotka 一 一 BR <0 (3. 2. 46) 
所 以 ka 处 在 第 工 , 术 象限 中 . 上 式 还 可 改 为 
sinka 一 士 R/lo =+ ha /koa (3. 2. 47) 
其 中 
ko = V2mVo /> 0 (3. 2. 48) 


用 图 解法 可 以 近似 求 出 方程 (3. 2. 47) 的 根 . 图 3.9 是 有 5 个 根 的 情况 ,这 5 个 根 是 y=ka/koa 与 
y 一 | sinka | 的 交点 (交点 的 卫 ,区 象限 中 )， 


当 V 一 ce(Ci 一 co), 即 无 限 深 方 势 阱 情况 , 直线 y= 二 ka/koa 变 成 y 一 0( 横 轴 ) , 它 与 y= 
| sinka | 的 交点 (在 工 ,区 象限 中 者 ) 为 
ka 一 nn, n= 1,2,3,. 
与 式 (3. 2. 6) 完 全 一 致 . 
与 对 称 势 阱 不 同 ,半壁 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 ,并 不 一 定 存在 束缚 定 态 . 而 至 少 有 一 个 束缚 定 


态 存在 的 充 要 条 件 为 ,在 te 一 rz/2 处 ,? 一 ka/ 名 oa<1, 即 3/ia 委 1, 即 ta 之 x/2. 即 


koa 之 T/2 
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上 式 平方 ,利用 式 (3. 2. 48) ,得 


Vr) Voa’ 下 了 /8 (3. 2. 49) 
这 是 对 势 阱 的 深度 Vo 及 宽度 a 的 限制 . 

| 上 a 本 题 可 用 来 粗略 估算 气 核 中 质子 与 中 子 作用 力 的 

Se De ” 强度 参数 . 实验 表明 ;和气 核 基态 的 结合 能 B= 

, ft 2. 237MeV( 图 3. 10) ,半径 a 之 2.8X10 cm, 而 质子 


所 F2237MeV ”质量 M, 中 子 质量 M, :1.67X 10-%g, 两 粒子 系 的 
约 化 质量 mM /2( 见 6.1 节 ). 因此 ,对 于 气 核 基态 ， 
利用 式 (3. 2. 45) 
图 3. 10 如 cotia 一 一 po 一 一 V2mBa/ 天 二 一 0.650 
数值 求解 可 得 ka 二 1.90. 再 利用 ka 二 V2m(WVo 二 加 ao/ 才 一 V2mlWVo 一 B) a/#, 可 求 出 VV 
a21. 3MeV. 


3.3 一 维 散 射 
3.3.1 方 势 全 的 穿 透 


先 考 虑 最 简单 的 方 势 全 穿 透 问题 . 设 具 有 一 定 能 量 玉 的 粒子 , 沿 z 轴 正 方向 

射 向 方 势 又 (图 3. 11)， 
vc 一人” We (3.3.1) 
0， TX>a, X=<0 

按照 经 典 力学 观点 ,车 二 Vo , 则 粒子 不 能 进 
人 入 势 人 驴 ,将 被 弹 回 去 . 车 E>>Vo, 则 粒子 将 穿 过 
势 又 . 但 从 量子 力学 观点 来 看 ,考虑 到 粒子 的 
波动 性 ,此 问题 与 波 透 过 一 层 介 质 ( 厚 度 为 a) 
相似 ,有 一 部 分 波 穿 过 ,一 部 分 波 被 反射 回去 . 
因此 , 按 波 函 数 的 统计 诠释 ,粒子 有 一 部 分 概 . 
率 穿 过 势 垒 ,并 有 一 定 的 概率 被 反射 回去 . 


先 考 虑 EE 二 Vo 情况 . 图 3.11 方 势 又 的 穿 透 
Schrodinger 方程 为 
全 一 一 如 y， k= V2mkbk /Eh | (3. 3. 2) 
它 的 两 个 线性 无 关 解 可 取 为 
bcc e (3. 3. 3) 


按 假设 ,粒子 是 从 左 入 射 . 由 于 势 合 的 存在 ,在 z<0 区 域 中 , 既 有 和信 射 波 ,也 有 反 
射 波 . 但 在 z>>a 区 域 中 ,只 有 透射 波 ,所 以 
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全 十 Re (z=0) (3. 3. 4a) 

人 Se (ZX > a) (3. 3. 4b) 
式 (3. 3. 4a) 右 边 第 一 项 为 人 射 波 ,其 波幅 (任意 地 ) 取 为 1, 只 是 为 了 方便 ,对 于 粒 
子 进 入 势 侄 和 反射 的 几率 没有 影响 . J N 式 

jz 一 (人 5 /区 yp ) 


取 入 射 波 风 二 e” 就 相当 于 粒子 人 射流 密度 取 为 


fi -起 :|(e 六 cc)= 执 =v (3. 3. 5) 
式 (3. 3. 4a) 右 边 第 二 项 Re “为 反射 波 ,相应 的 反射 流 密度 为 
|j,|= |R|?vw (3. 3. 6) 
式 (3. 3. 4b) 代 表 透 射 波 ,透射 流 密度 为 
,= |S|?vw (3. 3.7) 
所 以 
反射 系数 一 |j,/j;|= |R|? (3. 3. 8) 
透射 系数 = j,/j; = |S|: (3. 3. 9) 


以 下 将 根据 方 势 驳 边 界 上 波 函 数 及 其 导数 的 连续 条 件 来 确定 R 与 S, 从 而 求 出 反 
射 系数 与 透射 系数 . 
在 势 垒 内 部 (0 二 zx<a, 经 典 楚 区) ,Schr6dinger 方程 为 


p= ep, «= Vm /i 


其 通 解 可 表示 为 
y=Ae 十 Be” (3. 3. 10) 
在 z=0 点 ,J 及 y 的 连续 条 件 导致 
1 十 R= A 二 B 


过 0 二 术 二 肖 
两 式 相 加 \ 减 ,得 


A 一 地 [|(1+ 业 )+R( 一 不)] (3. 3. 11a) 
B 一 去 [ (1 一 兰 )+R(1+ 桂 )] Cos L103 


在 点 x 二 a,y 及 y 的 连续 条 件 导致 
Ae” +Be”™ = Se”* 
1 


Ae 一 Be” 一 了 Se 
Kk 


两 式 分 别 相 加 、 减 ,得 
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A 一 号 (1 十 旦 )ee (3. 3. 12a) 
| 全 (3. 3. 12b) 


比较 式 (3. 3. 11) 和 (3. 3. 12) ,消去 A、B, 得 
(1+)t R(t )= s(1+)e™ 


ik 法 (3. 3. 13) 
ike 
(一世)+R(1+ 半 )= SR < 
再 从 上 式 消去 RR, 得 
Ser™*—1 /1 一 这 [kN 
Se (1 | (3. 3. 14) 
不 难 解 出 
Se* 一 一 C3. 3. 15) 
[1— (k/r)’ Jshe 一 2i ch 
因此 ,透射 系数 为 
一 [5 一 4R2K2 4k2 x? 


Be)ishm dchm Ck tw):shim + Ak 
CE ! -| | I 
1 十 汪汪 sh?/a a shim | (3. 3. 16) 
| 4k2 | 上 (1 一 志 


类 似 地 从 式 (3. 3. 13) 消 去 S, 得 出 反射 系数 


Ek? 2\2 hz 
SD 
可 以 看 出 z 
IRI:+|Sl:=1 (3. 3. 18) 


|R|? 代表 粒子 被 势 垒 反射 回去 的 概率 , | S1: 代表 粒子 穿 透 势 垒 的 概率 . 式 
(3. 3. 18) 正 是 概率 守恒 ( 即 粒子 数 守恒 ) 的 表现 . 

按照 经 典 力学 来 看 ,在 下 <V。 情况 下 ,粒子 根本 不 能 穿 过 势 又 ,将 完全 被 弹 
回 .而 按照 量子 力学 计算 ,在 一 般 情况 
下 ,透射 系数 T 关 0. 这 种 现象 一 一 粒子 
能 穿 过 比 它 动能 更 高 的 势 又 , 称 为 隧道 
效应 (tunnel effect) ， 它 是 粒子 波动 性 的 
反映 .但 只 在 一 定 条 件 下 ,这 种 效应 才 
显著 . 在 图 3. 12 中 ,给 出 了 势 侄 穿 透 的 
波动 图 像 . 

我 们 现在 对 透射 系数 作 一 个 简单 
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估算 . 设 ce 六 1, 此 时 shuan: 广 e 六 1, 式 (3. 3. 16) 可 近似 表示 成 
Sh 16k2e —2m 
J 
: 16E(Y, —E) exp[ 一 备 VImtVo —E) | 
可 以 看 出 与 势 急 宽度 a, (Vo 一 E), 以 及 粒子 质 
量 m 的 依赖 关系 都 很 敏感. 随 势 全 宽度 a 和 粒子 


质量 m 增 大 ,了 将 指数 衰减 ,Toce “”. 所 以 ,在 宏 
观 实验 中 ,不 容易 观测 到 粒子 穿 透 势 又 的 现象 . 

例如 ,对 于 电子 , 设 E=1eV,Vo = 二 2eV,a= 二 2X 
10 cm, 可 以 估算 出 TS0. 51. 若 a 二 5X10 习 cm, 则 
IT 一 0. 024, 迅 速 变 小 . 若 电子 换 成 质子 ,因为 m,/m 
1840,a 二 2X10 飞 cm, 可 全 算出 Tez2. 6X1073. 

对 于 二 V。 情况 (图 3.13), 只 需 在 式 
(3. 3.16) 中 ,把 x>i 认 ',k' 为 实数 0 

k’ = Vm(E—V)/R (3.3.20) : 4 

再 利用 sh(ik'a) 二 i sink'a ,可 得 图 3.13 


了 二 4k2k'? 
(有 2 一 到 2)2Sin2R'a + 4k2k’? 


(3. 3. 19) 


= (Sh) (3. 3.21) 


3.3.2 方 势 阱 的 穿 透 与 共振 


设 入 射 粒子 碰 到 的 不 是 方 势 合 (排斥 力 ) ,而 是 方 势 阱 (吸引 力 ), 见 图 3. 14, 上 
述 讨 论 仍然 适用 . 透射 系数 了 仍然 由 式 (3. 3. 21) 给 出 ,但 Vo 一 一 Vo, 即 有 ( 见 式 
(3. 3. 20)) 应 换 为 


: p= > 
= (3. 3. 22) 


BE | a 此 时 , 波 函 数 的 形式 为 [参见 式 
2 (3. 3. 4a) (3. 3. 4b) 和 (3. 3. 10) 


e 十 Re 和， Z<<0 
yx) = je +Be*, 0<zx<a 
Se”， xX>a 
图 3. 14 (3. 3. 23) 
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根据 在 zx=0 和 a 处 y 和 y 连续 条 件 ,类 似 可 给 出 [参见 式 (3. 3. 15)] 
Sei 一 | cosea 这 让 (Es 十 志 )sink'a (3. 3. 24) 
由 此 可 求 出 透射 系数 [与 式 (3. 3. 21) 比较] 
| 1+ 主 ( 癌 + ) sinzpa] 


4 却 (1+ 志 ) 
当 V,=0( 即 尼 一 上 ,无 势 阱 ) 时 ,T 一 1( 完 全 透射 ) ,这 是 很 自然 的 事 . 一 般 情 况 下 ， 
Vo 关 0(&' 关 &) ,因而 T<1, |R|? 关 0, 即 粒子 有 一 定 概率 被 势 阱 反射 而 回头 ,这 完全 
是 一 种 量子 力学 (波动 ) 效 应 ,是 经 典 粒子 力学 完全 不 能 解释 的 . 
作为 入射 粒子 能 量 已 的 函数 ,透射 系数 T(E) 随 变化 的 曲线 如 图 3. 15 
所 示 . 
从 式 (3. 3.25) 可 以 看 出 ,如 FeV ,一 般 说 来 工 很 小 . 除非 人 射 粒子 能 量 五 合 
适 ,使 
sink'‘a = 0 (3. 3. 26) 
即 
ka=nx, n=1,2,3," (3. 3. 27) 
此 时 T 一 1, 称 为 共振 透射 . 式 (3. 3. 27) 即 确定 出 现 共 振 透 射 的 粒子 能 量 的 公式 . 它 
可 以 改写 为 (利用 X= 二 2x/&") 
24a=m’, n=1,2,3, (3. 3. 28) 


E 


图 3.15 透射 系数 全 随 能 量 E 的 变化 示意 图 . 


这 个 结果 在 物理 上 可 如 下 理解 : 当 粒 子 射 人 势 阱 后 , 磁 到 阱 壁 时 将 发 生 反 射 和 
透射 . 如 粒子 能 量 合 适 ,使 它 在 阱 内 的 波长 满足 nx 一 24, 则 经 过 各 次 反射 然后 透 
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射出 去 的 波 的 相位 相同 ,由 于 相干 又 加 而 使 透射 波 波 幅 大 增 ,因而 出 现 共振 透射 
现象 . 
由 式 (3. 3. 22) 和 (3. 3. 27) 可 以 求 出 共振 能 量 如 下 


2 2 了 2 
E=E,=—V,+ 人 OT (3. 3. 29) 


2ma 

可 以 看 出 ,除了 一 个 常数 加 项 (一 Vo) 之 外 ,此 式 与 无 限 深 方 势 阱 (宽度 为 a) 中 的 束 
缚 能 级 公式 相同 [参阅 3. 2 节 , 式 (3. 2.7)]. 对 于 图 3. 14 所 示 势 阱 ,如 粒子 能 量 较 
小 (一 Wo<E<0) ,是 可 能 形成 束缚 态 的 ,这 相当 于 式 (3. 3. 29) 中 较 小 的 情况 . 如 
的 使 E>0, 则 不 可 能 再 出 现 束 缚 态 . 但 如 能 量 合适 ,满足 式 (3. 3. 29) , 则 将 出 

共振 透射 现象 . 式 (3. 3. 27) 或 (3. 3. 29) 所 定 出 的 FF, , 称 为 共振 能 级 (reasonance 
有 限 深 方 势 阱 中 的 束缚 能 级 和 共振 能 级 与 同样 宽度 的 无 限 深 方 势 阱 中 的 
束缚 能 级 的 关系 ,如 图 3. 16 所 示 . 可 以 看 出 ,在 这 样 的 有 限 深 方 势 阱 中 的 共振 能 级 
(n 二 3,4) 的 位 置 与 无 限 深 方 势 阱 中 束缚 能 级 (n= 二 3,4) 相 同 . 而 有 限 深 势 阱 的 束缚 


无 限 深 方 势 阱 中 束缚 态 有 限 深 方 势 阱 中 


东 缚 态 与 共振 态 
E=—V +m /ma 


=1,2,3,*: 


图 3.16 有 限 深 与 无 限 深 方 势 阱 能 级 的 比较 
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能 级 (一 1,2, 实 线 ) 比 相应 的 共振 能 级 (虚线 ) 略 低 . 这 可 从 不 确定 度 关系 来 理解 . 


* 下 面 我 们 来 分 析 T(CE) 曲 线 的 共振 宽度 . 假设 各 共振 峰 明显 分 开 . 在 某 一 个 共振 能 级 EE 
附近 ,下 一 已 , 尼 一 以 一 nx/a. 令 Ra 一 mxr 士 se(e 一 0+)， 则 sinkiaxe 宅 (k 一 k)?a 利用 式 
(3. 3. 22) ,得 


k'? 一 3 


所 以 


即 
及 (及 一 居 ) 2 mE— E,)/Pe 
(k' — kmE—E,)/RR = Ma( 正 一 瓦 )/ 下 V2m(E, 十 Vo) 


1 
2 下 ) 
因此 , 式 (3. 3. 25) 化 为 
1 1 
Se I 
ma /ETE 1 ne . 
Wl i 1+EE-F) 
令 
n= 竺 、 /2 (3. 3. 30) 
a m 
则 
oe STN ee (3. 3. 31) 
(EE)+r? 人 


当 |E 一 EE | xT 时 ， T(E) 心 广 ,强度 减 半 . , 称 为 共振 能 级 E, 的 宽度 . 上 式 称 为 Breit-Wigner 


公式 . a 强度 随 能 量 EE 的 变化 规律 . 这 个 结果 可 以 作 如 下 
半 经 典 的 理解 . 

考虑 图 3. 17 所 示 势 阱 中 粒子 ,可 证 明 粒子 碰 到 
侧 壁 的 透射 系数 为 


入 这 4k 


Ty (3. 3. 32) 
其 中 
k= V2mE /E 
= V2m(E+Vo) /E 
设 EVo kk), 则 


T 心 执 二 1 pi 4 二 
0 E+V Vo 


设 有 一 东 粒 子 ( 波 包 ) 进 入 图 3. 14 所 示 势 阱 . 在 势 阱 
中 ,粒子 碰 到 两 侧 阱 壁 时 将 发 生 反 射 和 透射 现象 . 粒 
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子 往返 于 两 壁 之 间 所 需 时 间 约 为 


0= -2 2 a V2m/Vo (EV') (3. 3. 33) 


碰 到 阱 壁 的 透射 系数 为 T ,粒子 可 往返 于 势 阱 中 的 次 数 一 T51 ,所 以 粒子 所 处 共振 态 的 平均 寿 
命 约 为 
mm ~ OT ~ 4 (3. 3. 34) 


Drm (3. 3. 35) 
此 即 共振 能 级 宽度 与 寿命 的 不 确定 度 关系 . 


3.4 一 维 谐振 子 


在 自然 界 中 广泛 碰 到 简 谐 运动 . 任何 体系 在 平衡 位 置 附近 的 小 振动 ,例如 ,分 
子 的 振动 . 晶 格 的 振动 ,原子核 表面 振动 以 及 辐射 场 的 振动 等 ,在 选择 恰当 的 坐标 
后 ,常常 可 以 分 解 为 若干 彼此 独立 的 一 维 谐振 动 . 谐振 动 还 往往 作为 复杂 运动 的 初 
步 近似 ,在 其 基础 上 进行 各 种 改进 . 所 以 谐振 子 运动 的 研究 ,无 论 在 理论 上 或 在 应 
用 上 ,都 是 很 重要 的 . 一 维 谐振 子 的 能 量 本 征 值 问题 ,在 历史 上 首先 为 Heisenberg 
的 矩阵 力学 解决 . 后 来 Dirac 全 10. 1 节 ). 
下 面 首 先 给 出 波动 力学 的 解法 . 

取 自 然 平衡 位 置 为 坐标 原点 ,并 选 原点 为 
势能 的 零点 , 则 一 维 谐振 子 的 势能 可 以 表示 为 


联合 式 (3. 3. 30) (3. 3. 34) ,得 


(三 SKz’ (3.4.1) 
K 是 刻画 简 谐 作 用 力 强度 的 参数 . 设 振子 质量 
为 w 令 "0 
wo 一 V 开 /1 (3. 4. 2) 
它 是 经 典 谐振 子 的 自然 频率 . 这 样 , 一 维 谐振 子 2 x 
的 Hamilton 量 可 表示 为 
图 3.18 谐振 子 势 V(z)== 记 Kz 
-大 和 5 2 (3. 4. 3) 
Schrodinger 方程 7 
起 d 
(= 2 2 ed Fix )Yz) = Ey lz) (3. 4. 4) 
严格 的 谐振 子 势 是 一 个 无 限 深 势 阱 (图 3. 18) ,粒子 只 存在 束缚 态 , 即 


sy (3. 4. 5) 


以 并 ) 
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为 简单 起 见 ,引进 无 量 纲 参数 ? 


Ef=ar, a= Vpwo/h (3. 4. 6) 
A = E/ 3h (3.4.7) 
则 方程 (3. 4. 4) 变 成 
s+ 0-80 (3. 4. 8) 
任何 有 限 的 6 或 x) ,都 是 微分 方程 的 常 点 ,而 == 土 o 是 方程 的 非 正则 奇 点 . 以 下 


先 粗 略 分 析 一 下 6> 土 co 时 解 的 渐 近 行为 . 当 &> 土 co 时 ,方程 (3. 4. 8) 可 渐 近 地 表 
示 成 


a8) =0 (3.4.9) 
不 难 证 明 ,é-> 土 co 时 , 波 函 数 的 渐 近 行为 是 ? 
J ~ exp (3 38) (3. 4. 10) 


其 中 -exp( 读 8 ) 不 满足 边 条 件 (3. 4. 5) , 弃 之 . 因此 ,方程 (3.4. 8) 的 一 般 解 的 形 
式 可 表示 为 

J = exp(—3¢ )u®) (3.4.11) 
代 人 式 (3.4. 8) ,得 


2 一 .4. 


此 即 Hermite 方程 . 由 于 &==0 a 4.8) 的 常 点 ,在 =0 的 邻 域 (1 引 <co)， 
可 以 把 yy 展开 为 Taylor 级 数 . 可 以 证 明 ( 附 录 三 ), 只 有 当 参 数 

A—1=2n, n=0,1,2," (3. 4. 13) 
时 ,方程 (3. 4. 12) 才 有 一 个 多 项 式 解 (Hermite 多 项 式 ). 只 有 这 样 的 解 代 入 式 
(3.4.11), 才 能 保证 y 满足 |1&|1 一 2 的 边 条 件 (3.4.5). [相反 的 情况 下 ,如 方程 
(3. 4. 12) 的 解 是 无 穷 级 数 ,代入 式 (3. 4. 11) ,就 不 满足 边 条 件 (3. 4. 5). ] 因 此 ,只 当 
条 件 (3. 4. 13) 满 足 时 ,才能 求 得 物理 上 允许 的 解 . 将 式 (3.4. 13) 代 人 式 (3.4.7)， 
可 得 


@ 若 采用 自然 单位 , 则 格外 方便 . a ! 是 长 度 自 然 单位 ,wo 是 能 量 自然 单位 , 详 见 附录 八 . 
@“ 当 6- 士 co 时 ,yocexp ( 土 计划 ) , 则 Yoc 土 exp (土语 名 ) .ocgexp( 土 记名 ) 土 exp( 土 六 各 ) 
gexp( 士 二 名 ) ;所 以 六 一 名 J 二 0. 参见 Cohen-Tannoudji, et al ,Quantum Mechanics，vol. 1，p. 537， 关 于 


方程 (3. 4. 8) 的 解 在 $ 一 士 co 时 的 渐 近 行为 的 讨论 . 
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op (十 计 )io， 二 (3. 4. 14) 


这 就 是 谐振 子 的 能 量 的 可 能 取 值 , 即 能 量 本 征 值 
可 以 看 出 ,谐振 子 能 量 是 量子 化 的 ,这 是 由 束缚 态 
4.5) 所 决定 的 ， I 


3.19). 此 外 ， ee S$ ， ee 
态 (n 二 0) 能 量 为 


一 = ficwo (3. 4. 15) 


它 并 不 为 0, 这 与 经 典 谐振 子 大 不 相同 . 了 称 为 零 
点 能 0. 这 是 一 种 量子 效应 ( 当 和 >0 时 , EE。 一 0)， 是 
微观 粒子 波动 -粒子 二 象 性 的 表现 . 能 量 为 0 的 “ 静 
止 的 ? 波 是 没有 意义 的 . 


13/2 
11/2 
9/2 
7/2 
5/2 
3/2 


1/2 
E,(hwo) 


SO 一 DD Ph 个 


图 3.19 一 维 谐振 子 的 能 谱 


其 次 ,我 们 来 讨论 能 量 本 征 函 数 , 当 式 (3.4. 13) 满足 , 即 谐振 子 能 量 取 式 
(3. 4. 14) 的 值 时 ,方程 (3. 4. 12) 的 一 个 解 是 Hermite 多 项 式 H, (6 (另外 一 解 是 无 


穷 级 数 ). 最 简单 的 几 个 Hermite 多 项 式 是 


Hi (&) 2 2é 
H;(e 一 4 名 一 2 
Hi(e 一 8& — 12é (3. 4. 16) 
利用 正 交 性 公式 [ 见 附录 三 式 (A3. 11)] 
| HH (erp 8) de = Vim (3.4.17) 
可 以 证 明 , 归 一 化 的 谐振 子 波 函数 为 
fz) = N, exp( 一 3 5 站 可 (az) (3. 4. 18) 
NN, = [a/ Yrx2m1]? ( 归 一 化 常数 ) 
| pt) dr = 6 (3. 4. 19) 


(注意 :它们 都 是 实 函 数 . ) 最 低 的 几 条 能 级 上 的 谐振 子 能 量 本 征 函 数 如 下 (图 


3. 20) ， 


@ 零点 能 最 早 在 1912 年 为 M Planck 导出 . 见 M. Planck, Annalen Phys. ,37(1912),642, iiber die 
Begriindung des Gesetzes der schwarzen Strahlung. 关于 Planck 导出 零点 能 的 讨论 ,参见 P. W. Milonni， 
The Quantum Vacuum,. An Introduction to Quantum Electrodynamics, Academic, Boston, 1994. 
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图 3.20 谐振 子 的 较 低 几 条 能 级 的 波 函 数 Jj,(z) 及 位 置 概率 密度 | y, (zx) |? 


J (7X) = Yexp (= Far ) 


人 (7) 一 eorexp(— Se zx 


ps (x) = /$az 二 Dexp(— Fe) (3. 4. 20) 
he- (oe) 


容易 看 出 


hz) = (— 1)"y, Cx) 
即 ”的 奇偶 性 决定 了 谐振 子 能 量 本 征 函 数 的 宇 称 的 奇偶 性 . 
先 着 重 讨论 一 下 基态 ， 


(3. 4. 21) 


| gh Cz) |? = 所 xp a xz?) 
Tn 


可 以 看 出 ,在 z 一 0 处 找到 谐振 子 的 概率 最 大 , 见 图 3. 21. 但 按照 经 典 力学 ,谐振 子 
在 zx 一 0 处 ,势能 最 小 ,动能 最 大 ,因而 速度 最 大 . 所 以 
在 x=0 附近 逗留 时 间 最 短 , 即 在 x=0 点 附近 找到 
wj ”粒子 的 概率 最 小 ,与 量子 力学 结论 正好 相反 . 但 如 经 
典 粒子 能 量 为 0, 则 粒子 停留 在 x 一 0 点 . 
其 次 ,由 于 基态 能 量 为 一方 jo, 按照 经 典 力 


学 ,粒子 将 限制 在 |az| 二 1 范围 中 运动 ,因为 在 |ax| 


O/T 
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一 1 处 ,势能 V(z)== 序 Kz 一 去 K/e 一 庆 iow, 即 等 于 总 能 量 . 在 这 点 ,粒子 速度 减 
慢 为 零 , 不 能 再 继续 往外 跑 . 然而 按照 量子 力学 计算 ,在 经 典 禁区 |az| 之 1 中 ， 
内 (7) 并 不 为 0( 图 3. 21), 即 粒子 有 一 定 的 概率 处 于 经 典 禁 区 . 对 于 基态 ,此 概率 为 

| expC— 8)de/| ep 一 ed 16% (3. 4. 22) 
这 是 一 种 量子 效应 ,在 基态 下 表现 特别 突出 . 随 能 量 增 大 (n 增 大 ) ,谐振 子 的 位 置 
概率 分 布 将 逐渐 趋向 于 经 典 谐振 子 的 概率 分 布 . 图 3. 22 所 示 ,是 二 10 态 下 谐振 
子 的 位 置 概率 分 布 ( 实 线 ) ,虚线 是 经 典 振子 的 位 置 概率 分 布 . 可 以 看 出 ,它们 之 间 
是 比较 相似 的 . 当铺 大 ,这 种 相似 性 愈 增加 . 


”加 谢 囊 小 奖 漆 


| pio ( 任意 比例 ) 


图 3. 22 谐振 子 n==10 态 的 位 置 分 布 概率 ? 


Bohr ea 曾经 提出 过 “对 应 原理 ”: 在 大 量子 数 极限 下 ,量子 论 


将 渐 近 地 趋 于 经 典 理论 2. 这 个 观点 在 历史 上 曾经 起 过 积极 的 作用 . 上 面 所 讨论 的 


谐振 子 的 位 置 分 布 概率 ,就 是 一 个 例证 . 


练习 1 利用 Hermite 多 项 式 的 递 推 关系 [附录 三 , 式 (A3. 12)], 求 证 
(四 一 二 | /号 和 (DT 2 | (3. 4. 23) 


ho = LV Dt nt Dg + /ATIDmTD a] (3.4.24) 
并 由 此 证 明 在 J 态 下 ,谐振 子 的 


T=0 


@ 取 自 Pauling， Wilson，Introduction to Quantum Mechanics (1935),p, 76. 但 有 人 批评 这 种 比较 
不 够 恰当 , 见 C. Leubner, Am. J. Phys. , 56(1988),1123. 
@ 参阅 A. Messiah, Quantum Mechanics, Vol. 1, p. 29,1961. 
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V= E,/2 (3. 4. 25) 
练习 2 利用 Hermite 多 项 式 的 求 导 递 推 公式 [附录 三 , 式 (A3. 13)], 证 明 


Bh) = slg) (3.4. 26) 


2 
Ezy, (7) 一 SL Va Dz— C2nt Dt Vat Dnt+2) gs] (3.4.27) 
并 证 明 在 y 态 下 ， 


p=0, T=p/2%=E,/2 (3. 4. 28) 


练习 3 在 态 下 ,计算 Ax== V(r 一 Zz)? ,Ab 一 V (ps 一 p.)? ,Ar，Ap; 一 ? 与 不 确定 度 
关系 比较 . 


答 :Az==VaTIJ2/e,， Ap.= VaTIJ2(h/o) Ar* Ab 一 (za 十 三 ) 
练习 4 带电 9 的 谐振 子 , 若 再 受 0 8 的 作用 ， 
V(z) = ux — gbr 


求 能 量 本 征 值 和 本 征 函数 . 
提示 :谐振 子平 衡 点 由 z 一 0 点 移 到 zx 二 zo 点 ,zo 一 q6/pew. 


答 : 也 一 (2 十 到 ) haw 一 /2p ， (TI—z0). 


练习 5 设 谐振 子 初 态 为 Kzx,0) = 4 二 方 ) 如 CD，(a) 求 归 一 化 常数 4 (b) 求 


TX, =? 
答 :.A==1/V2 
Jz,D) -去 > ( 语 ) wem[ 一 io+ 去 )o] 


3.5 56 势 
3.5.1 6 势 垒 ( 阱 ) 的 穿 透 


如 图 3. 23 ,粒子 (能 量 E>0) 从 左 人 射 , 碰 到 5 势 又 
VCz) 一 ?NGCz) (Y 盖 0) (3.5.1) 
Schrodinger hs 为 


g | | mo-aa 
和 a = =[E—7y8(z)]y (3.5.2) 
上; 二 kh ee 0 是 方程 的 奇 点 ,在 该 点 不 存 
在 ,表现 为 y 不 连续 . 
图 3.23 8$ 势 全 


试 对 方程 (3. 5. 2) 积 分 | “dz,e -> 07， 得 出 
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Yor) —y (0-) = = “yO) (3. 5. 3) 


即 y (zx) 在 z=0 点 一 般 是 不 连续 的 (除非 C0) 二 0). 式 (3. 5. 3) 即 是 》 势 场 中 几 的 
路 变 条 件 ,在 处 理 3 势 场 的 问题 中 起 着 关键 作用 . 
在 zx 关 0 区 域 中 ,方程 (3. 5. 2) 化 为 


2 
Ty 二 0， 上 二 V2/ /#( 实 ) (3. 5. 4) 


它 的 两 个 线性 独立 解 可 取 为 y~e*“. 考虑 到 左 入 射 波 边 条 件 , 本 题 的 解 可 表示 为 
人 十 Rew， zx<=0 
GZ) = ys 
Se ， TX>>0 
其 中 “表示 入 射 波 ， Re “表示 反射 波 ， Se* 表示 透射 波 . 这 里 入 射 波 的 振幅 取 为 
1, 是 为 了 方便 ， 并 不 影响 透射 系数 和 反射 系数 的 计算 结果 . 根据 z 一 0 处 y 连续 条 
件 以 及 y 跃 变 条 件 (3. 5. 3) 可 得 出 


(3. 5. 5) 


1+R=5S 
we eS 
Rs (3. 5. 6) 
消去 民 , 得 
1 
从 而 可 求 出 
~/(1+ + 痊 ) (3. 5. 8) 
由 于 入 射 波 的 波幅 为 1, 所 以 
` 天 让 CO 1 
透射 系数 = | S| TAR TH RE (3. 5. 9) 
; 2 4 
反射 系数 一 |R| 一 30sE (1 + (3. 5. 10) 
可 见 
ISSIR (3. 5.11) 
这 是 粒子 数 守 恒 ( 几 率 守 恒 ) 的 表现 . 
根据 式 (3. 5. 5) 和 (3. 5. 6) ,可 以 得 出 
Oo- ) 一 9 
y(0)=1+R=5S 
J (0+) = igS (3. 5. 12) 


(0-) 一 这 (1 一 R) = hs — Ys 
i 
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注意 :虽然 少 在 z 一 0 不 连续 ， 但 粒子 流 密度 
| (3.5. 13) 
却 是 连续 的 . 事实 上 
0) Pl (3. 5. 14) 


pe 1 2 | 坡 
2 (0 -一 圭 | S po 一 一 -9) 一 cc. | 一 一 |S|? 3. 5. 15 
有 


这 是 由 于 流 密度 公式 中 含有 互 为 复 共 箔 的 两 项 ,虽然 y 不 连续 (更 确切 说 ,yj 的 实 
部 不 连续 ) ,但 两 项 相 减 就 抵消 了 . 因此 ,从 流 密度 的 连续 性 并 不 能 得 出 y 的 连续 
性 0. 关于 波 函 数 %r) 及 其 各 阶 微 商 的 连续 性 问题 ,应 该 从 Schrodinger 方程 出 发 ， 
根据 VCr) 的 性 质 来 决定 . 

应 该 提 到 ,如 8 势 拿 换 为 8 势 阱 , (y 一 一 ”>), 由 式 (3.5.9) 和 (3.5. 10) 可 以 看 
出 ,透射 系数 及 反射 系数 都 不 变 . 还 可 以 注意 到 ,8 势 又 ( 阱 ) 的 特征 长 度 为 大 /1y， 
特征 能 量 为 wX2 /起 ( 见 附录 八 , 表 A. 2). 透射 波幅 [ 见 式 (3.5.7)] 依 赖 于 wx/ 起 
即 特征 长 度 与 粒子 人 射 波 波 长 之 比 ,或 者 说 透射 系数 [ 见 式 (3. 5. 9)] 依 赖 于 人 射 粒 
子 能 量 E 和 5 势 的 特征 能 量 之 比 . 当 玖 六 px02 /让 , 则 |S|: 一 1, 即 高 能 粒子 几乎 可 以 
完全 透 过 》 势 鱼 


3.5.2 8 势 阱 中 的 束缚 态 能 级 


考虑 粒子 在 3 势 阱 中 的 运动 (图 3. 24)， 

VCz) =— 78(7) (yy>0) .(3.5.16) 
Z 天 0 区 域 ,V(x) = 二 0, 所 以 E>>0 为 游离 态 ,E<0 则 可 能 
存在 束缚 定 态 . 以 下 讨论 下 <0 情况 . 由 于 V(z) 具 有 空 
间 反 射 不 变性 ,V( 一 xz) 二 V(x) ,束缚 定 态 波 函 数 必 有 确 
定 的 宇 称 . 下 面 将 分 别 讨论 偶 宇 称 态 和 奇 宇 称 态 . 
图 3.24 8$ 势 阱 Schr6dinger 方程 表示 为 


2 
2 
+ E+ ya ly = 0 (3. 5. 17) 


V(x)=~76(x) 


对 方程 (3. 5. 17) 积 分 | “dz,e -> 0+ ,可 得 到 的 既 变 条 件 
y 01) 一 少 (0-) = 一 从 wo0) 《3.5.18) 
在 z 关 0 区 域 ,方程 (3. 5. 17) 化 为 


”有些 量子 力学 教科 书 上 对 此 有 错误 的 论述 (例如 , 见 二 于 Prmoxrzuep, 量 子 力学 原理 ,附录 仙 )， 
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2 
9 一 HPy 一 0 (3.5.19) 


B= Vv—2uE /i (EG<0,8 实 ) 
为 满足 |z| 一 oo,y>0 的 束缚 态 边 条 件 , 上 式 的 解 只 能 取 


yx) ce (rz#¥0) (3. 5. 20) 
1. 偶 宇 称 态 
Cer, zxz>0 
= 3. 5. 21 
2 » TO : 
C 为 妇 一 化 常数 . 按 y 跃 变 条 件 (3. 5. 18) ,得 
> 
一 2G3 = 一 3 
所 以 
B= py/ 二 (3. 5. 22) 
因而 
RE és 
E=E, 5 2 (3. 5. 23) 
这 是 $ 势 阱 中 唯一 的 束缚 能 级 . 由 归 一 化 条 件 
| wzlzdaz=1clzp=1 (3. 5. 24) 


可 得 1C|=-v5. 取 C=/B 一 MYL (0/8=L 一 各 是 8 势 的 特征 长 度 ) , 则 归 一 化 波 函 
数 可 表示 成 实 函数 
多 z) = 0 (3. 5. 25) 
其 图 形 见 图 3. 25. 不 难 计算 出 ,在 |z|> 工 区 
域 中 找 到 粒子 的 概率 为 多 Ce 
下、 [yx) |?dr = ef = 0.1353 


2. 奇 宇 称 态 


—Br 
oaD 一 (3. 5. 26) 图 3. 25 5 势 阱 的 基态 波 函数 
AA, x 


由 波 函 数 连续 条 件 , 要 求 奇 宇 称 态 y(0) 二 0， 
即 4 一 0, 所 以 % 一 0( 所 有 区 域 ). 因此 奇 宇 称 态 无 束缚 态 . 在 物理 上 这 很 容易 理解 ， 


因为 8 势 阶 对 于 奇 宇 称 态 粒子 没有 作用 ,粒子 运动 仍 和 自由 运动 相同 ,没有 束 
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思考 题 按 3.2.2 节 的 讨论 ,说 明 5 势 阱 只 存在 一 条 束缚 能 级 , 即 其 基态 能 级 FE,. 
3.5.3 6 势 与 方 势 的 关系 ,yy 的 跃 变 条 件 


在 微观 物理 学 中 , 当 涉 及 短程 作用 力 时 , 常 采用 8 势 作 为 它 的 一 种 近似 . 6 势 
可 以 看 成 方 势 的 一 种 极限 情况 .事实 上 ,所 有 涉及 8 势 的 问题 ,原则 上 都 可 以 从 方 
. 势 情 况 下 的 解 取 极限 而 得 以 解决 . 但 直接 采用 6 势 来 求解 ,往往 要 简洁 得 多 . 当然 ， 
在 方 势 中 表现 出 的 某 些 特性 (例如 共振 现象 ) 在 8 势 中 可 能 会 消失 . 对 于 5 势 ,最 突 
出 的 特征 是 粒子 波 函 数 的 导数 是 不 连续 的 ,尽管 流 密度 仍 是 连续 的 . 下 面 我 们 从 方 
势 出 发 ,在 极限 情况 下 导出 yy 的 跃 变 条 件 . 

考虑 下 列 方 势 驹 (图 3. 26) 

Wy (3. 5. 27) 
0， [zl|>s 

让 Vo 一 co,s~~0, 但 保持 2seVo 王 7( 常 数 ), 则 此 方 势 垒 趋 于 
8 势 垒 VCz) 一 7NCZz)， 


Bee 设 粒 子 从 左 人 射 , 能 量 E<<V,. 则 在 势 合 内 部 (|z| 二 
图 3. 26 s) ,粒子 波 函 数 可 表示 成 
yx) = Ae” 十 Be (3. 5. 28) 
«= V2 Vo — ED/ 
所 以 
yy (7x) = Kk(Ae” — Be™) 
而 


ys) = wn(Ae” — Be™) 
J (~—e) = «(Ae “一 Bes) 
fle)—Y—e) =rxA(e —e")—xkxB(e™—e:) (3. 5. 29) 
让 e>0* ,Vo 一 0, 但 保持 2eVo 为 常数 7. 在 此 情况 下 ,尽管 xe>e V2uVo />0, 但 
Ke>2uVoe/ 央 二 pyY/ 直 仍 取 有 限 值 ,因此 
lim[y (e) —y (~—e)]= lim[xA (2e) + kB C21e)] 
e>01 ex>0t 
= lim2k2s(A 十 也 ) = 2 (0) 
e>0t “ 2 
即 
7 共和 下 AAA Zuy 
J (0 )—y (0 ) = 0 (3. 5. 30) 


此 即 式 (3. 5. 3) 所 示 的 跃 变 条件 . 
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3.6 束缚 能 级 与 散射 波幅 极点 的 关系 


量子 力学 一 般 教材 中 ,对 于 一 维 势 阱 中 的 束缚 态 问题 (能 量 本 征 值 问题 ) 和 散 
射 问题 ,往往 安排 在 不 同 章节 中 分 别 按 不 同 的 边 条 件 来 求解 不 含 时 Schrodinger 
方程 ,很 少 把 两 者 联系 起 来 . 实际 上 ,两 者 有 极 密切 的 关系 . 

为 便于 讨论 ,不 妨 取 无 穷 远 点 (z 一 士 cc) 为 势能 的 零点 . 则 粒子 能 量 E<0 时 ,可 
能 存在 束缚 能 级 ,而 散射 态 对 应 于 人 射 粒子 E>0 情况 ,相应 的 人 射 粒子 波 数 一 
V2wE 取 实数 值 . 下 面 分 别 就 两 个 简单 的 势 阱 , 先 求 出 其 反射 和 透射 波幅 (作为 人 射 
粒子 能 量 巨 或 波 数 & 的 函数 ). 人 们 会 发 现 ,如 解析 延 拓 到 E<0 能 域 (或 复 平 面 )， 

则 束缚 能 级 (E<<0) 所 在 , 必 为 反射 和 透射 波幅 的 极点 所 在 . 但 逆 定 理 不 一 定 成 立 . 


例 1 8$ 势 阱 
考虑 质量 为 y 的 粒子 ,以 能 量 E>0 从 左 往 右 射 向 8 势 阱 
VCz) = 一 M(z) (y>0) (3. 6. 1) 
波 函数 可 表示 成 (二 V2uE) 
eRe*, zxz<=0 
(z)=( (3. 6. 2) 
上 > yy rz>0 


这 里 已 任意 地 取 入 射 波幅 为 1, 这 表示 入 射流 密度 j, 二 饼 /4, 而 反射 流 密度 j, 二 |R|? 醋 /1 透射 
流 密度 为 7, 二 1S|?#k/p. 所 以 |R|? 二 j,/j; 就 是 反射 系数 ,而 1S|? 二 j,/j; 就 是 透射 系数 . 
按 与 3. 5. 1 节 类 似 的 方法 ,可 求 出 透射 与 反射 波幅 为 (和 > 一 力 ， 


_ 4 三 
s=1/(1 es R= S—1 CB, 0. 3) 
把 此 结果 解析 延 拓 到 E<0( 复 有 ) 能 域 ,可 以 看 出 
k= OA/ 下 (3. 6. 4) 
正 是 S 和 R= 二 S$ 一 1 的 简单 极点 (simple pole). 此 时 
2 
E= 一 一 002712 环 Cd 


这 正 是 8$ 势 阱 中 唯一 的 束缚 能 级 [ 见 3. 5. 2 节 式 (3.5.23)]. 所 以 8 势 阱 中 的 束缚 能 级 所 在 ,对 
应 于 反射 或 透射 波幅 的 极点 二 jy/ 丰 ,此 极点 在 复 平 面 的 正 虚 轴 上 . 
对 于 $ 势 全 V(z) 一 78(Cz) (7>>0) 的 散射 ,透射 波幅 为 [ 见 3. 5. 1 节 式 (3. 5.7)] 
S 一 1/(1 十 ior/ 丰 局 (3. 6. 6) 
其 极点 & 一 一 jy/ 下 ,在 负 虚 轴 上 , 它 并 不 对 应 什么 束缚 能 级 . 3. 5. 2 节 中 已 讨论 过 ,对 于 8 势 驴 ， 
根本 不 存在 束缚 能 级 . 


例 2 对 称 方 势 阶 
对 于 方 势 阱 (与 3. 3 节 图 3. 14 比较 ,差别 仅 在 于 此 处 的 坐标 原点 取 在 势 阱 的 中 央 ). 
—Vo， | 工 | <Ca/2 
VCz) = (3. 6. 7) 
0， | 工 | > a/2 


设 粒子 从 左 人 射 ,粒子 能 量 E>0, 则 波 函 数 可 表示 成 
。 9] 。 


e 十 Re ， <—a/2 
Wz) = 4 A + Be™”, |z|=a/2 (3. 6. 8) 


Seie ， rz>a/2 
= V2uE/h, k= V2u(E+Vo)/E (3. 6.9) 
利用 z= 土 a/2 处 Uz) 和 y (xz) 连续 条 件 , 可 定 出 系数 R.A、B 和 S, 其 中 
Se* = | om Q 一 去 ( 乞 -十 霹 )singa | (3. 6. 10) 


与 3. 3. 2 节 式 (3. 3. 24) 完 全 相同 . 这 在 物理 上 是 很 自然 的 ,因为 透射 振幅 不 会 因为 坐标 原点 的 
取 法 而 改变 . 从 式 (3. 6. 10) 可 以 看 出 ,在 复 a S 的 极点 ,其 位 置 由 下 式 确定 ， 


cosha 一 二 (全 -十 吉 )sinka 一 0 


即 
tanka = 2/i( 公 - 半 专 ) (3. 6. 11) 
利用 三 角 函 数 恒等式 tan2z 一 2/(cotz 一 tanz) ,可 得 
cot( 鱼 )- tan(44)= i(& 十 总 ) (3. 6.12) 
此 式 有 两 组 解 , 即 
tn( 召 )= 一 这 必 ， 即 cot( 鱼 ) 一 天 
cot(£4 )— 迹 /， 即 tan( 经 ) 一 - 放大 (3. 6. 13) 
或 表示 成 
ptan(£4 )—— 次 
Wcot(&4)— 这 (3. 6. 14) 


解析 延 拓 到 E<<0( 复 有 区 域 , 令 & 二 ,B= VY 一 2yE/( 实 ), 则 得 

ktan(k'a/2)=B 

kcotC(k'a/2) 一 一 有 (3. 6. 15) 
式 中 k= 二 V2pCVo 一) /入 这 结果 与 3. 2 节 的 式 (3. 2. 29) 和 式 (3. 2. 34) 相 同 , 只 是 符号 上 有 点 
差异 , 即 此 处 的 有 相当 于 3. 3 节 中 的 &. 如 图 3. 27 下 半 部 所 示 . 


以 上 就 两 个 简单 的 势 阱 讨论 了 束缚 能 级 下 <0 与 势 阱 透射 和 反射 波幅 在 复 


平面 的 正 虚 轴 上 的 极点 8 二 i V 一 2yE(E<0) 相 对 应 . 对 于 其 他 一 维 势 阱 的 详细 讨 
论 , 参 阅 ( 量 子 力学 专题 分 析 )0. 更 普遍 的 散射 量 论 指 出 2: 散 射 波幅 在 复 平 面 上 


Q@ 曾 说 言 《 量 子 力学 专题 分 析 》 光 (下 册 ) ,高 等 教育 出 版 社 ,1999. 

@ 例如 , 见 R. G. Newton, Scattering Theory of Waves and Paiticles (Mc Graw-Hill, N. Y. 1966); 
H. M. Nussenzweig, Causality and Dispersion Relation (Academic, N. Y. 1972); D. W. L. Sprung and 
H. Wu, Am. J. Phys., 64(1996),136. 


。 92 。 


散射 态 
E lk= /57E7)h 


k=V/24(ETP)/n 


~a/2 0 a 


k= V2pE /i 二 ik,Bp 一 V 一 2uE/#( 实 ) 原 3.2.2 节 图 3.4 中 符号 k= 一 20E/# 


k= VETV /s (相当 于 左 图 中 ) 
极点 位 置 gtan (2 )=8 B= VV TE /8 
kcot (加 )=-p 束缚 态 条 件 ttan ( 伏 ) = =8, heot( 学 )= 一 8 
图 3. 27 


级 的 关系 的 讨论 , 可 以 参阅 13. 5 节 . 


3.7 线性 势 ,重力 场 
3.7.1 线性 势 阱 中 的 束缚 能 级 


考虑 质量 为 y 的 粒子 在 下 列 线 性 势 阱 (图 3. 28) 中 运动 ， 


V(xz) = 0 


(3.7.1) 
Fr, ZX 宕 0 (F>0) 


Schr6dinger 方程 为 
-+ Fy Ey (x0,E>0) (3.7.2) 
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V=Fx 


为 求解 方便 ,本 节 采 用 自然 单位 , 即 令 天 一 /一 
F=1, 则 方程 (3. 7. 2) 化 为 


a E~—zx)y=0 宇 0,E 二 >0 
dzz 《 Ty 一 (Z 之 0, 下 >0) 


(3.7.3) 
边 条 件 为 
以 0) 一 0 (3.7.4) 
ce) 二 0 (束缚 态 边 条 件 ) (3. 7. 5) 
作 变 量 替 换 , 令 


经 典 人 允许 区 “| 区 E 一 273(z 一 五 ) (3.7. 6) 
' 2V73 下 一 EQ Co 
其 中 一 2%E<<&<0 是 经 典 允许 区 ,6>>0 为 经 典 
2 f=0 >0 ”禁区 .方程 (3.7.3) 及 边 条 件 (3.7.4) 和 (3.7.5) 
图 3.28 线性 势 阱 人 EC 
一 全 一 中 一 0 (3.7.7) 
de Wy 
J(—2 FE)=0 (3.7. 8) 
po)=0 (3.7.9) 
1) 经 典 禁区 (&>>0) 
今 
z= S58, 乡 一 人 (3.7.10) 
则 式 (3. 7. 7) 化 为 变型 Bessel 方程 ( 见 附录 六 ) 
du ld (173) 
公国 了 dz (0 2 )*=0 2 ll) 


它 的 两 个 线性 无 关 解 常 选 为 I;(z) 与 Kys(z) ,分 别 代 表 第 一 二 类 变型 Bessel 机 
数 .但 由 前 一 解 EC 一 In ( 本 2 ) 得 出 的 波 函 数 不 满 足 边 条 件 (3. 7. 9) ,所 以 只 


能 取 后 一 解 , 即 


yoVEKin (38), >0 (3.7.12) 


2) 经 典 人 允许 区 (一 273E<<eK0) 
由 于 入 0 ,方程 (3.7.7) 可 化 为 


@ 对 于 线性 势 ,它们 分 别 为 ( 见 附录 八 ) 


特征 长 度 (起 /uF)V3 ”特征 速度 (起 FA2)18 
特征 能 量 (#2F?2 /pV3 特征 动量 (phF)Y3 
特征 时 间 (ph/F?)13 
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了 ay 十 |ély=0 (3.7.13) 
作 变换 = 一 二 18|32 ,4 一 18|2x, 则 上 列 方程 将 化 为 1/3 阶 的 Bessel 方程 


+i (1)u=0 (3.7.14) 
它 的 两 个 线性 无 关 解 可 以 取 为 
ja ee. T(E 
在 ==0 点 能 够 与 式 (3. 7. 12) 光 滑 地 连接 起 来 的 解 是 
‘Kn (Se)— /TET [ha(§ 1 $1 )t in (31¢1™)] 
(之 0) (人 委 0) (3.7.15) 
式 (3.7.15) 右 边 是 /EKw (了 87) 在 &<0 区 域 中 的 解析 延 拓 


这 样 ,根据 边 条 件 式 (3. 7. 8) ,%( 一 2 五 ) 一 0, 可 由 下 式 确 定 束缚 定 态 的 离散 
能 级 FE,=2 iA,n=1,2,3,.), Mn 是 下 列 方程 的 根 4, (这 0) 


ji (aR “Ta(5 A )=0 Co ey 


查 Bessel 函数 表 可 求 出 此 方程 的 所 有 根 中 ,它们 是 
A1 = 2.338,h; = 4.088,) = 5.521,X4 = 6.787，… 


可 以 看 出 ,线性 势 阱 (3.7. 1) 中 的 束缚 能 级 EE 一 2 (自然 单位 ) 一 (入) 和 


的 分 布 是 不 均匀 的 , 即 随 n 增 大 ,能 级 逐渐 变 密 ， 
BisE: EhEr=1:174:2.361:2903% 
利用 Bessel 函数 的 渐 近 展开 式 [A->co, 即 E>co, 见 附录 六 , 式 (A6. 13)] 可 得 


I (G7 +I (S32) 


i 
> 2c0s( A i 

对 于 ) 六 1, 方 程 (3.7. 16) 的 根 由 下 式 给 出 
cos (4% 一 至)=0 


@@ 例如 ,M. Abramowitz, I. E. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, 1965. 
。95 。 


四 


= (2 一 主 )x] Qn Sl) (3.7. 17) 


”而 瑟 二 2-134,( 自 然 单 位 ), 即 


E, = (EE) [至 (一 二 n>) (3. 7. 18) 


由 于 自然 单位 能 量 (eyg?)” 极 其 微小 ,宏观 粒子 能 量 巨 所 相应 的 量子 态 的 ?六 1 
由 上 式 可 以 看 出 ,在 此 情况 下 ,能 量 本 征 值 可 认为 是 连续 变化 ,这 是 对 应 原理 的 
体现 . 


“3.7.2 线性 势 中 的 游离 态 


设 有 一 束 电子 流 自 金属 表面 射出 ,初始 能 量 为 ,射出 后 ,受到 均匀 电场 加 速 . 
电子 在 电场 中 的 势能 V(z) 为 


V(z) 一 一 el (3.7. 19) 
电场 强度 8 沿 z 方 向 , 取 表 面 处 的 势能 为 0( 图 3. 29). 不 含 时 Schrodinger 方程 为 
(- 包 可 一 人 jy =Ey (rz>0,E>0) (3. 7. 20) 


副 沛 源 除 


V(x)=—elx 


图 3. 29 
采用 自然 单位 (一 /一 eg 一 1) , 则 
ea > 7.2 
二 TY 一 《Z 之 0) (3.7. 21) 
令 
£=2(r+E)>0 (3. 7. 22) 


则 


。 9096 。 


dy 二 
a +=0 (3.7. 23) 


青 令 
z— 6, y= (3.7.24) 
则 
+ 二 开 + [1 一 0 (3. 7. 25) 


这 正 是 v= 二 1/3 阶 的 Bessel 方程 ( 见 附录 六 ). 它 的 一 般 解 可 以 用 1/3 阶 的 Bessel 函 
数 (J1s ,Nys ,HH 锚 ,HH 绞 中 任何 两 个 的 线性 释 加 ) 来 表达 . 但 本 题 要 求 的 是 沿 z 正方 
向 传播 的 行 波 解 ,应 取 为 第 一 类 Hankel 函数 H 保 (z) , 即 


CE) oc EL HM (Se (3.7. 26) 
对 于 宏观 现象 ,ES>1. 利用 Hankel 函数 的 渐 近 式 [附录 六 , 式 (A6. 13)] 
H 和 Ca ce 六 exp[i(z 一 苇 )] ls (3.7. 27) 
可 得 
J cc Fexp(i Ee) ， E 一 co (3.7. 28) 


(上 式 中 常数 因子 都 略 去 未 记 , 这 对 以 下 讨论 无 影响 ). 我 们 试用 上 列 波 函 数 来 计算 
粒子 流 密度 ; 及 粒子 密度 p. 


用 自然 单位 (注意 dr 二 2 dé) ,得 
1 91/3 (y° dy dy” )= 91/3 


] 一 方 dE Y de 
i 
因此 
v=j/0= 2/W€ = V2(ztE) (3. 7. 29) 
这 与 经 典 力学 的 计算 结果 完全 相同 . 因 按 能 量 守 恒定 律 
S10 一 ez =E (3. 7. 30) 
即 


5 人 二 V3(z 二 局 (自然 单位 ) (3.7.31) 


3.7.3 重力 场 的 离散 能 级 
人 们 熟知 ,重力 效应 只 在 宏观 大 尺度 空间 中 表现 出 来 ,例如 自由 落体 运动 , 炮 
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弹 和 火箭 的 运动 ,行星 运动 等 . 与 此 相反 ,量子 力学 效应 主要 在 原子 和 亚 原 子 的 微 
观 领 域 中 被 观测 到 . 在 微观 领域 中 ,电磁 作用 和 强 作用 占 支配 作用 . 在 迄今 已 发 现 
的 4 种 基本 相互 作用 中 ,重力 (万 有 引力 ) 的 强度 最 弱 . 例如 在 氢 原 子 中 , 质子 与 电 
子 的 万 有 引力 作用 只 不 过 是 它们 之 间 的 静电 相互 作用 强度 的 10 “ ,万 有 引力 效应 
完全 被 电磁 作用 所 掩盖 . 在 原子 .分 子 和 原子 核 结构 问题 中 , 完全 不 必 考 虑 万 有 引 
力 的 影响 . 基于 这 样 的 考虑 所 进行 的 量子 力学 计算 ,已 为 无 数 实验 结果 所 证 实 . 人 
们 有 理由 相信 ,Schr6dinger 方程 和 量子 力学 的 其 他 基本 原理 对 于 万 有 引力 场 中 运 
动 的 粒子 仍然 适用 . 但 很 长 时 间 中 ,这 种 想法 并 未 得 到 实验 的 直接 证 实 . 

最 近 ,Nesvizhevsky 等 人 2 把 超 冷 中 子 束缚 在 地 球 的 重力 场 中 ,首次 获得 中 子 
离散 能 级 的 直接 实验 证 据 , 证 实 量子 力学 也 适用 于 重力 场 中 实物 粒子 的 运动 . 他 们 
选用 超 冷 中 子 是 基于 如 下 考虑 : (a) 中 子 不 带电 荷 ,可 以 排除 电磁 作用 对 重力 场 的 
干扰 . (b) 在 中 性 实物 基本 粒子 中 ,中 子 质量 较 小 ,相对 说 来 其 de Broglie 波长 较 
长 , 较 易 观测 其 量子 效应 .(c) 中 子 有 较 长 的 寿命 ,便于 实验 观测 . 但 仅 地 球 重力 场 
本 身 , 还 不 能 形成 一 个 束缚 势 阱 . 在 他 们 的 实验 中 ,在 水 平面 上 (z 二 0) 放 置 一 块 平 
面 反 射 镜 (reflecting mirror) ,把 中 子 束 缚 于 z 宇 0 区 域 中 ， 


co zx<C0 
一 3.7.32 
V(z) i ( ) 
4 为 中 子 质量 .VCz) 的 形状 与 图 3. 28 相似 . Schr6dinger 方程 为 
2 dz 
-ft pez — Ey=0 (z 宇 0,E > 0) (3. 7. 33) 
取 自 然 单位 (Ap 一 天 一 8 二 1), 则 
2 
9 二 2(E 一 54 一 0 (z>0,E>0) (3.7. 34) 
之 


与 式 (3. 7. 3) 形 式 上 完全 相同 . 边 条 件 也 与 式 (3.7. 4)、(3. 7.5) 相 同 . 因此 ,粒子 的 
束缚 能 量 本 征 值 为 (注意 fF 二 yg) 
E, = (tipeg/2) A, n=1,2,3,. (3.7.35) 
对 于 中 子 ,最 低 的 4 条 束缚 能 级 为 (单位 peV 王 10 下 eV) 
E=1.41, E,=2.46, E,=3.32, E, = 4.08,.… 

相应 的 能 量 本 征 态 ( 无 简 并 ) 下 中 子 的 空间 分 布 几率 密度 |y,(z)|? 如 图 3. 30 所 
示 . 值得 提 到 , lpeV 几乎 正好 相当 于 在 地 球 引 力 场 中 把 一 个 中 子 的 位 置 提 高 
10pm 所 需 的 能 量 . 这 个 宏观 尺度 的 高 度 对 于 证 实 中 子 在 地 球 引力 场 中 的 束缚 能 
级 是 量子 化 的 实验 是 很 有 利 的 . 

在 实际 实验 中 ,还 做 不 到 先 提升 中 子 的 位 置 ,再 让 它 下 落 , 以 观测 它 的 概率 分 
布 随 高 度 z 的 变化 . Nesvizhevsky 等 的 实验 中 ,让 一 束 超 冷 中 子 以 速度 v 一 10 m/s 


DO V. V. Nesvizhevsky, et al. , Nature, 415(2002),297~299. 
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zum) 


图 3. 30 重力 势 阱 [ 式 (3. 7. 32)] 中 的 中 子 最 低 几 条 能 态 上 的 空间 位 

置 分 布 几率 密度 | y(z) | : ,m 一 1,2,3,4. 中 子 限制 在 水 平反 射 镜 (z 一 

0) 之 上 (z 辫 0) 运动. 取 自 V. V. Nesvizhevsky，et al ，Nature, 415 
(2002) ,297. 


N(counts:s-!) 


Absorber heighVyhm 


图 3.31 取 自 Nesvizhevsky，et al ,Nature, 415(2002) ,297, 


沿 水 平方 向 射 向 一 个 水 平 放置 (位 置 > 一 0) 的 反射 镜 (reflecting mirror) 的 上 方 , 反 
射 镜 长 度 为 10cm, 中 子 的 运动 可 以 分 解 为 沿 垂直 方向 的 运动 ( 受 地 球 引力 的 影响 ) 
和 沿 水 平方 向 的 运动 (没有 外 力作 用 ). 在 该 实验 中 ,与 水 平反 射 镜 相 平行 ,在 高 度 
为 Az 处 放置 了 一 个 中 子 吸 收 器 (absorber) ,Az 可 以 自由 调节 . 能 量 为 Ei 的 中 子 
的 经 典 垂直 速度 一 1. 7cm/s, 远 小 于 中 子 水 平 运动 速度 . 人 射 中 子 在 飞越 水 平反 射 
镜 和 吸收 器 之 间 的 空间 后 ,被 一 个 中 子 检测 器 (detector) 记 录 下 来 . 每 秒 内 的 中 子 
计数 NN 随 吸收 器 位 置 高 度 Az 而 改变 . 在 图 3. 31 中 的 粗 线 是 按 经 典 力学 处 理 所 得 
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结果 . 虚线 是 假定 只 有 最 低能 级 存在 的 计算 结果 ,而 粗 分 段 线 是 把 所 有 离散 能 级 都 
考虑 进去 的 量子 力学 计算 结果 ,圆圈 表示 实验 计数 ， 

从 图 3. 31 可 以 看 出 , 按 经 典 力学 计算 (中 子 沿 垂直 方向 下 落 能 量 连续 变化 ) 的 
结果 ,与 实验 观测 有 很 大 差别 . 而 计 及 所 有 离散 能 级 的 量子 力学 计算 结果 , 则 与 实 
验 观测 相当 符合 . 只 计 及 中 子 最 低 离散 能 级 EF 的 计算 结果 则 稍 差 一 些 . 概括 起 
来 ,这 个 实验 说 明 , 束 缚 于 地 球 引力 和 水 平反 射 镜 所 构成 的 势 阱 (3. 7.32) 中 的 中 
子 , 在 治 垂直 方向 下 落 时 ,能 量 不 是 连续 变化 ,而 是 在 离散 能 级 之 间 跳 跃 . 更 详细 的 
讨论 ,可 参阅 Nesvizhevsky 等 人 的 文章 及 该 文 所 引文 献 . 


“3.7.4 量子 力学 与 广义 相对 论 的 矛盾 


A. Einstein 的 广义 相对 论 是 关于 万 有 引力 的 相对 论 性 协 变 理论 2, 它 对 阐明 
水 星 近日 点 的 进 动 和 太阳 引力 场 对 星光 的 弯曲 的 实验 观测 结果 ,取得 了 很 大 成 功 ， 
所 以 很 快 得 到 人 们 的 承认 . 在 20 世纪 60 年 代 , 随 着 中 子 星 ,3K 宇宙 背 境 辐射 等 的 
发 现 ,广义 相对 论 在 宇宙 学 很 多 方面 得 到 广泛 的 应 用 ,诸如 中 子 星 的 形成 和 结构 ， 
黑洞 的 理论 ,引力 辐射 的 探测 ,大 爆炸 (Big Bang) 宇 宙 学 等 @. 

尽管 量子 力学 和 广义 相对 论 对 说 明 众 多 实验 现象 ,分 别 都 取得 很 大 成 功 ,但 这 
些 现象 分 别 涉及 很 不 相同 尺度 的 空间 和 时 间 领 域 . 量子 力学 非常 成 功 地 阐明 了 微 
观 ( 原 子 、 亚 原子 ) 世 界 的 很 多 实验 现象 ,在 此 领域 中 ,万 有 引力 的 影响 (与 电磁 作 
用 , 强 作用 相 比 ) 完 全 可 以 忽略 . 而 广义 相对 论 取得 成 功 的 领域 只 涉及 宏观 的 大 尺 
度 空间 和 时 间 的 物质 运动 . 但 在 涉及 宇宙 学 中 的 大 爆炸 , 即 我 们 所 在 的 宇宙 形成 的 
最 早期 的 极 短暂 的 时 刻 , 则 涉及 量子 力学 和 广义 相对 论 两 个 方面 , 它 既 涉及 非常 强 
大 的 万 有 引力 作用 ,同时 又 是 微观 尺度 的 时 空中 发 生 的 事件 . 所 以 有 人 认为 ,为 了 
阅 明 宇宙 大 爆炸 ,有 必要 把 广义 相对 论 与 量子 力学 结合 起 来 @. 

量子 力学 与 广义 相对 论 的 矛盾 ,最 明显 表现 在 “等 效 原理 ”(the equivalence 
principle) ,或 称 “ 弱 等 效 原理 ”(the weak equivalence principle) , 它 是 广义 相对 论 
的 重要 基石 之 一 . 按照 等 效 原理 ,在 均匀 重力 场 中 ,所 有 物体 都 将 以 相同 的 加 速度 
运动 (例如 在 地 球 表面 附近 ,加 速度 为 9. 8m/s). 著名 的 Galileo 的 Pisa 斜 塔 的 自 
由 落体 实验 ,就 是 想 阐明 这 一 思想 . 但 等 价 原理 要 求 惯性 质量 (inertial mass) 等 于 
重力 质量 (gravitational mass)， | 

在 经 典 力 学 中 ,惯性 质量 为 m 的 粒子 的 动力 学 方程 为 

7 六 =F (3.7. 36) 


@ A. Einstein, Ann. Physik, 49 (1916), 769; The Principle of Relativity (Dover Publications， 
1923). 
@ 参阅 , 刘 辽 ,《 广 义 相 对 论 》, 高 等 教育 出 版 社 ,北京 ,1987. 俞 允 强 《广义 相对 论 引 论 》( 第 二 版 ) ,北京 
大 学 出 版 社 ,北京 ,1997. 
四 G. Amelino-Camelia, Nature, 408(2000),661~664, Quantum theory’s last challenge. 
。]00。 | 


设 受 力 为 万 有 引力 ,下 一 一 YV， 

V(r) = my(r) om (3.7. 37) 
$C7) 为 万 有 引力 势 ,这 里 已 假定 粒子 的 惯性 质量 与 引力 质量 相同 . 这 样 ,在 万 有 引 
力 场 中 运动 的 粒子 ,方程 (3. 7. 36) 可 改写 为 


7 =— V¢(7) (3.7. 38) 
式 中 不 再 出 现 粒子 质量 . 这 表明 ,在 万 有 引力 场 中 的 粒子 ,不 管 其 质量 如 何 ,都 具有 
相同 的 加 速度 . 因此 ,只 要 初 位 置 r-(0) 和 初速 度 r C0) 二 v00) 相 同 , 则 粒子 运动 轨 
道 rQ2),r (2) 二 wv() 都 相同 ,不 因 粒 子 质量 不 同 而 异 . 它 反映 粒子 在 万 有 引力 场 中 
运动 的 一 种 严格 的 整体 对 称 性 (global symmetry). 

在 量子 力学 中 , 弱 等 效 原理 是 否 成 立 ? 考虑 到 量子 力学 中 粒子 轨道 的 概念 并 
不 适用 ,怎样 说 明 弱 等 效 原理 在 量子 力学 中 不 成 立 ” 以 下 讨论 几 个 简单 的 例子 0. 

(1) 自由 粒子 de Broglie 波长 为 4 二 h/p 二 h/mv( 非 相对 论 情况 ) ,4 与 粒子 质 
量 m 相关 . 因此 所 有 干涉 现象 者 与 粒子 质量 有 关 

(2) 氢 原 子 的 圆 轨 道 半径 x 二 nn?a,n 为 主 量子 数 ,a 一 二 [zzpe2 为 Bohr 半径 , 依 
赖 于 粒子 质量 设想 用 Schrodinger 方程 来 处 理 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 个 很 重 
的 粒子 (质量 为 MD 的 万 有 引力 场 中 的 运动 , 则 其 圆 轨道 半径 (Ce 代 之 为 GMm) 为 
7 二 2 和/GMm ,就 依赖 于 粒子 质量 . 

(3) 不 确定 度 关 系 . 对 于 具有 最 小 不 确定 度 的 波 包 , AxAp 二 /2, 即 Arz，Av 
三 大 /2m. 对 于 不 同 质 量 m 的 粒子 ,如 其 空间 分 布 Ax 相同 ,Av 就 不 同 , 波 包 的 扩散 
也 就 不 同 . 

从 量子 力学 最 基本 的 能 量 本 征 方 程 (不 含 时 Schrodinger 方程 ) 来 看 ,对 于 重 
力 场 V=my 中 的 粒子 ， 

(去 v + mg )y = Ey, (3.7. 39) 
可 改写 成 
芭 到 (至 ) Ve +g = eg (3.7. 40) 
式 中 一 E,/m. 可 以 看 出 ,除了 量子 数 ”之 外 ,e, 依赖 于 参数 (#/m). 所 以 粒子 的 
能 量 本 征 值 E, 二 me, ( 直 /za) 以 及 本 征 函数 办 Cr 无 /zz 都 与 粒子 质量 有 关 . 而 在 经 典 
力学 中 ,粒子 的 质量 E= 亏 mY 十 mg 一 贡 ( 喜 太 十 $8) ,E/r 则 与 吉 无 关 . 

目前 大 家 认为 ,在 量子 力学 中 弱 等 效 原理 并 不 成 立 . 但 在 经 典 极限 下 (一 0， 
或 天 /m>0) , 弱 等 效 原理 近似 成 立 . 

有 人 认为 ,尽管 量子 力学 和 相对 论 是 20 世纪 物理 学 的 两 个 划时代 的 贡献 ,在 各 


@ 例如 ,参阅 D., M. Greenberg, Rev,. Mod. Phys., 55(1983),875. 
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日 不 同 的 领域 都 取得 了 辉煌 的 成 就 ,但 从 基本 概念 来 讲 ,两 者 是 不 协调 的 . 把 两 者 统 
一 起 来 ,是 21 世纪 人 们 面临 的 一 个 严峻 挑战 . 关于 这 方面 的 评论 ,可 参阅 G，Ameli- 
no-Camelia 为 纪念 量子 理论 诞生 一 百 周 年 所 撰写 的 文章 "以 及 该 文 所 引文 献 . 


3.8 周 期 场 


我 们 知道 ,对 于 自由 粒子 ,其 定 态 为 非 束 缚 态 , 能 量 是 连续 变化 的 ， 
E = #ek /2m (一 ce < 之 k<+%) 
对 于 一 维 自 由 粒子 ,能 级 为 二 重 简 并 . 而 一 维 谐振 子 场 中 运动 的 粒子 , 定 态 为 束缚 
态 (不 简 并 ) ,能 量 是 不 连续 的 ， 


E=E,= i n= 0,1,2,°" 


周期 场 V(x) 具 有 如 下 特征 ， 
V(rz++na) = V(x), 1 一 0, 士 1, 士 2,… (3. 8. 1) 
即 对 于 坐标 平移 a 的 整数 倍 是 不 变 的 . 下 面 先 讨论 周期 场 中 粒子 波 函 数 的 特点 , 然 
后 研究 其 能 谱 结构 . 


3.8. 1 ”Floque 定理 


设 粒 子 的 能 量 本 征 方程 的 相应 于 同一 个 能 量 本 征 值 已 的 两 个 线性 无 关 解 为 
Wi《X) 及 us (x) , 设 彼此 正 交 归 一 -. 考虑 到 周期 场 的 特性 ,ul (Zz 十 qa) 及 ws (zx 十 a) 也 
是 粒子 的 能 量 本 征 函 数 ( 对 应 能 量 仍 为 E)®. 

因此 它们 都 可 以 表示 成 旭 (z) 及 迪 (z) 的 线性 秋 加 , 即 


© G. Amelino-Camelia，Nature，408(2000) ,661 一 664，Quantum theory’s last challenge. 
@ 设 | 一声 人 z+Vz) uC) =Eutz) ,zz) 是 能 量 本 征 态 . 但 能 量 本 征 值 已 不 因 所 取 坐 标 系 而 异 . 
设 有 另 一 坐标 系 ,z 一 z 十 a. 在 新 坐标 系 中 ,能 量 本 征 方程 为 
[- 坟 +vx ) |z)= By 
考虑 到 
dr’=dzr, V(r)=V(zt+a)=V(z) 
所 以 


fi2 d2 
[= 十 VCz) | war+a) 二 贡 x(Cz 十 a) 


` 即 u(x 十 a) 也 是 能 量 本 征 态 ,本 征 值 仍 为 E. 
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zzZ 十 a) 一 Cuza(z) 十 Cius (X) 
U(X a) = Ca (zx) 十 Co uz (TX) 
下 面 我 们 证 明 , 如 进行 适当 的 线性 和 加 , 则 总 可 以 找到 两 个 解 ,y 及 yp ,具有 
下 列 简单 特性 : 


(3. 8. 2) 


grta) = yz) (4 常数 ) (3. 8. 3) 
证 明 
构造 下 列 到 加 态 
Wz) = Aui(z)+ Buzz) (3. 8. 4) 
其 中 A、B 待定 ,使 y(zx) 能 满足 式 (3. 8. 3). 这 是 否 可 能 呢 ? 把 式 (3.8.4) 代 入 式 
(3. 8. 3) ,利用 式 (3. 8. 2) ,得 
从 Z 十 a) 一 (4ACa 十 BCa)za(Cz) 十 (CACi + BC )uz (7x) 
= ALAui (x) + Bu; (x)] 
然后 利用 wi (zx) 及 us (x) 的 正 交 归 一 性 ,可 得 


J 十 BCa 二 AA (3. 8. 5) 
ACiz 二 BC» = XB 
这 是 A、B 的 线性 齐 次 方程 组 . 它们 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 
Rn 区 (3. 8. 6) 
C2 Czz 一 人 


这 是 4 的 二 次 方程 ,总 能 找 出 它 的 两 个 根 1 与 lz. 分 别 用 ) 及) 代入 式 (3.8.5)， 
可 求 出 A、B 的 两 组 解 , 并 将 它们 代入 式 (3. 8. 4) , 即 求 得 相应 的 两 个 波 函 数 yj (x) 
及 gr(z) ,它们 是 满足 式 (3. 8. 3) 的 . 定理 证 毕 . 

推论 

(1) 式 (3. 8. 3) 显 然 可 推广 如 下 : 

以 并 十 7 ) = My x), 1 一 0, 十 1, 十 2,… (3. 8.7) 

根据 式 (3. 8.7), 若 |4| 之 1, 则 n>co 时 ,|y《z 十 na) | 一 oo0, 即 在 无 穷 远 处 ,y 是 

无 界 的 ,因此 ,|4| 二 1 是 不 允许 的 . 与 此 相似 ,利用 


N= 7) 


若 |4| 过 1, 则 mn 一 co 时, |y(x 一 na) | 一 o, 也 是 无 界 的 ,所 以 , |X| 过 1 也 是 不 允许 
的 . 因此 , 式 (3. 8. 3) 中 的 4 只 能 是 模 为 1 的 相 因 子 ， 
14|=1 (3. 8. 8) 
(2) 按照 3. 1 节 定 理 5, 对 于 一 维 运动 , 属 于 同一 个 能 量 本 征 值 的 两 个 本 征 孙 
数 几 与 yp ,总 满足 下 列 条 件 : 
内 赂 一 风 久 一 常数 (与 工 无 关 ) (3. 8. 9) 
即 
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pT) pal) 
Da 党 数 (与 工 无 关 ) 


再 根据 式 (3. 8. 3) ,可 得 D(x 十 a) 二 AsDCz), 所 以 


D(x) 三 


pop (3. 8. 10) 
联合 式 (3. 8. 8) 与 (3. 8. 10) ,可 知 
hz 一 人 
不 妨 取 
j 一 e2， 和 一 ee (K 实 ) (3. 8. 11) 
考虑 到 复 指数 函数 的 周期 性 (周期 为 2r) ,不 妨 把 Ka 限制 在 下 列 范围 中 : 
一 zx 委 了 入 r， 即 一 过 入 天 入 一 (3. 8.12) 


3.8.2 Bloch 定理 


按 Floque 定理 ,对 于 周期 场 (3. 8. 1) 中 的 粒子 的 能 量 本 征 函 数 %Cz) ,总 可 以 
做 到 使 yz 十 a) 与 yz) 只 差 一 个 模 为 1 的 相 因子 . 此 时 ,如 令 


AZz) = eBk (x) (3. 8. 13) 
则 Bx (zx) 为 周期 函数 ,周期 与 周期 场 相同 ， 
Dr (Xa) = Br (xr) (3. 8. 14) 
其 中 K( 实 数 ) 待 定 , 称 为 Bloch 波 数 . 此 即 Bloch 定理 . 这 种 类 型 的 周期 波 函 数 称 
为 Bloch 波 函 数 . 
证 明 
按 Floque 定理 ， 
bz 十 a) 一 e bz)  (K 实 ) (3. 8. 15) 


按 式 (3. 8. 13) , 则 式 (3. 8. 15) 的 
左边 = ekcm gr(z 十 ao) = e* et@Bk(zrta) 
右边 一 e ”egGr(z) 
因此 
Dr (za) 一 Gr(CZ) 


3. 8.3 ”能 带 结构 2 


根据 上 述 定 理 及 边 条 件 , 可 以 证 明 周 期 场 中 粒子 的 能 量 本 征 值 呈现 能 带 结构 . 
设 在 0x<a 区 域 中 

TX) = Auilz) + Bus (7) (3. 8. 16) 

ui1(X) 与 w(x) 是 在 0 二 Xa 区 域 中 Schr6dinger 方程 的 属于 某 能 量 本 征 值 的 任意 
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两 个 线性 无 关 解 . 按 Bloch 定理 ,在 a 二 x 二 2a 区 域 中 的 波 函 数 可 表示 为 
JX) = eeb(z 一 a) 

= e“ [Aui(z—a) + Bu; (zx— a)] (3. 8. 17) 

由 式 (3. 8. 16) (3. 8.17) 及 在 x==a 处 y 与 几 的 连续 性 ,可 得 出 

| Aui(a) + Bus(a) = e™ [Aui(0) + Bu, (0)] 


. en . (3. 8. 18) 
ai(a) 十 By(a) 一 e “[Au’ (C0)+ Bu; C0)] 
上 式 是 A、B 的 线性 齐 次 方程 ,A、B 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 
ui(a) — eu(0) wl(a) — eu,(0) 
; ee | ,|= (3. 8. 19) 
Ui(a)—e ui1(0) wusla)—e wu,(0) 
利用 3. 1 节 , 定 理 5,wiws 一 wzu = 二 常数 ,经 过 计算 ,上 式 化 简 为 
UU 一 cosKa (3. 8. 20) 


2Cu us — uzui) 
其 中 
[Di = wu (0)us (a) + ua)u, (0) 
U; = wu; (0)u’ (a) + ws (a)u’ (0) 
这 个 式 子 是 对 粒子 能 量 本 征 值 的 一 个 限制 . 由 于 | cosKa| 志 1, 只 有 一 定 范围 中 的 


的 能 量 范围 , 称 为 导 带 . 不 允许 的 范围 , 称 为 禁 戒 带 . 交界 处 在 cosKa== 土 1 点 , 即 
Ka=nx,n=1,2,3,.…. 
例 考虑 下 列 周 期 方 势 场 (周期 a 十 5) 中 粒子 (图 3. 32)， 
VLiz+n(la 二 0)] 一 VCz) (3. 8. 21) 


0 a a+b 2atb 
1 


| I | I | 
图 3. 32 周期 方 势 场 

(1) 先 考虑 二 Vo 情况 . 

在 区 域 TI 中 (一 <<z<a) , 波 函 数 可 写成 


RD 0 二 za 


有 (3. 8. 22) 
Cex*z 十 De“， 一 5< 过 <0 


其 中 
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k= VomE/k, k= VmE—V)/t 
利用 z==0 处 y 及 y 连续 的 条 件 ,可 得 
A+B=C+D 
多 (4—B) = 
从 而 可 得 
1 k k 
| 人 
1 k k 
= 也 | (1 一 馈 A+(1+ 声 )B| (3. 8. 23) 
按照 Bloch 定理 ,区 域 卫 中 的 波 函 数 jy(x) ,a 二 zx 二 2a 十 5b, 与 区 域 中 的 波 函 
数 Jy(x 一 a 一 6) ,一 6 过 (x 一 a 一 6b)<a, 有 下 列 关系 [ 见 式 (3. 8. 15)]: 
rz) =e yr—a—b) (3. 8. 24) 
在 区 域 工 和 了 交界 处 (zx 二 a) ,y 及 y 必须 连续 ,得 
Ae* 二 Be* 2 to /一 b) 一 ER 人 (Ce 一 大 化 Des) (3. 8. 25) 
k(Ae” — Be*) = ke (Ce — De*s) (3. 8. 26) 
式 (3. 8. 23) 代 入 式 (3. 8. 25) (3. 8. 26) ,得 到 A、B 满足 的 齐 次 方程 为 


eh 
He Je 
[Jt 
J Ge 
此 齐 次 方程 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 系数 行列 式 为 0. 经 化 简 , 得 


(kk )?cos(kD ha) — kok)cos(kb— ka) = 4M’ cosk(a + b) (3. 8. 27) 
继续 化 简 ,得 


coska cosk’b — th sinka sinkb = cosK(a++b) (3. 8. 28) 
所 以 只 有 当 
2 /2 
et ee 2 | (3. 8. 29) 


时 才 有 解 , 这 就 是 对 粒子 能 量 本 征 值 的 一 个 限制 . 
(2) 对 于 EE<V。 情况 . 
只 需 把 


k >ik, k= V2m(Vo—E)/E 
利用 
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cos(yB) = chp, sin(iBg)， 一 sh 
式 (3. 8. 28) 可 化 为 


coska ch 一 
式 (3. 8. 29) 则 化 为 


有 2 — i 


Dk sinka sh = cosK(a++b) 


到 2 一 2 


coska chm 一 Dk 


sinka shw | 过 1 


特例 ”Dirac 梳 
图 3. 32 中 ,让 56->0,Vo 一 oo, 但 保持 5V, 为 常数 7 
bVo=7Y 
则 趋 于 下 列 Dirac 梳 ( 见 图 3. 33)， 


十 co 
V(z) 一 7 2) SCz 十 za) 


Nn 二 一 CO 


—2a -4 0 a 2a 


图 3.33 Dirac 梳 


为 方便 , 令 
7 = bVo = Oh’ /m 
即 
mVo 一 大 (2/6 


(3. 8. 30) 


(3. 8. 31) 


(3. 8. 32) 


(3. 8. 33) 


(3. 8. 34) 


Q2 量 纲 为 [长 度 ]-1.7y 保持 为 常数 ,让 5->0CVo 一 oo0), 此 时 k= V2m(Vo 二 /jz 
V2mVo /下 一 V2075 ,而 chkbg->1,shxp->kp. 此 外 ,有 < ,于 是 条 件 (3. 8. 30) 化 为 


coska 十 fsinka 一 cosKa 
而 式 (3. 8. 31) 化 为 
coska 十 fsinka < 


(3. 8. 35) 


(3. 8. 36) 


式 中 & 二 V2mE /上 式 即 粒 子 在 Dirac 梳 这 种 周期 场 中 的 能 量 本 征 值 玉 所 受到 


的 限制 . 令 
Q/k = tang 
则 
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i 
1+ /Ek 
coska + Qsinka = -二 cos( 如 一 0) = VITHR/RE cos| ka 一 tan (3) 
k cos0 : 
式 (3. 8. 36) 可 改写 成 


cos0 一 


cos| ba 和 arctan( 交 ) | < 用 入 庆 (3. 8. 37) 


用 图 解法 容易 求 出 ka 允许 值 的 近似 范围 . 图 3. 34 给 出 Qa 二 4 的 情况 下 的 计算 结 
果 . ka 允许 区 在 模 轴 上 用 粗 线 标志 出 ,每 个 允许 区 的 上 界 为 ka 二 nx 一 Ka,n 王 1,2， 
3， 和 


在 求 得 ka 允许 值 的 范围 后 ,能 量 二 -二 ;Cha)? 的 允许 范围 即 可 求 出 . 若 以 


2ma’ 
下 二 (宽度 为 a 的 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 的 基态 能 量 ) 为 单位 , 则 已 = (ko/z)?. 图 
3. 35 给 出 能 谱 的 带 状 结构 . 


1 p71 
01 Zz 5 2 3r 10 4r 15 Sx ka 0 
图 3. 34 Dirac 梳 的 能 带 ( 取 自前 引 Fligge 一 书 ) 图 3. 35 Dirac 梳 的 能 谱 带 结 
构 ( 画 斜 线 部 分 是 导 带 ) 


3.9 动量 表象 


在 前 面 各 节 中 求解 Schr6dinger 方程 时 ,都 采用 了 坐标 表象 . 坐标 表象 的 优点 

是 :(1) 根 据 物理 问题 的 要 求 容易 写 出 波 函 数 满足 的 边 条 件 , 例如 区 分 束缚 态 与 散 

射 态 ,根据 粒子 人 射 方向 写 出 人 射 波 .透射 波 和 反射 波 等 . (2) 在 坐标 表象 中 一 些 常 

用 的 势 是 定 域 的 ,表述 起 来 比较 简单 ,例如 方 势 ,与 常 力 相应 的 线性 势 .谐振 子 势 8 
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势 .Coulomb 势 等 . (3) 易 于 讨论 量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 . 例如 描述 与 经 典 粒 
子 轨道 运动 相应 的 波 包 的 运动 ,也 需 采 用 坐标 表象 . 所 以 在 大 多 数 情况 下 ,人 们 习 
惯 采用 坐标 表象 来 求解 Schr6dinger 方程 . 

但 应 指出 ,动量 表象 往往 也 可 以 用 来 处 理 各 种 问题 . 有 的 问题 (例如 谐振 子 )， 
动量 表象 和 坐标 表象 中 Schr6dinger 方程 ,形式 上 相同 ,求解 也 很 相似 . 有 的 问题 
(例如 线性 势 ) ,采用 动量 表象 来 求解 ,也 相当 简单 . 对 于 一 维 Coulomb 势 , 情 况 也 
类 似 . 而 对 于 有 一 类 势 ,例如 固态 物理 中 电子 的 有 效 势 ,往往 采用 依赖 于 动量 的 势 
V(zp), 它 不 是 坐标 空间 中 的 定 域 势 , 以 采用 动量 表象 为 宜 . 对 于 像 3 势 一 类 的 定 域 
势 , 虽 也 可 以 用 动量 表象 来 求解 ,但 求解 就 麻烦 一 些 . 而 对 于 方 势 ,用 动量 表象 来 处 
理 就 相当 麻烦 了 . 所 以 对 不 同 问题 ,应 作 具 体 分 析 , 以 采取 合适 的 表象 . 

在 坐标 空间 中 定 域 势 VCz) 中 粒子 的 Schr6dinger 方程 为 


2 dz 
[= 2 十 VCz) |waz) = EY) (3.9.1) 
在 动量 表象 中 的 Schr6dinger 方程 可 如 下 求 出 . y(x) 作 变换 ， 
1 J/、_ipz/h / 
一 一 一 一 8022 
es | ?2 )er/dp (3. 9. 2) 


代入 式 (3. 9. 1) ,得 


a 万 | 八 ipzp EE 1、\ ipz/h 
| az | 十 VCz) lp(p Je 一 | pp )e 


A/ 2Xh 
两 边 乘 以 e ,对 zx 积分 ,利用 
+co ee > 
| es 人 
可 得 出 
p” 4 ee 
Gp +| Vo )dp’ = EpCp) (3. 9.4) 
此 即 动量 表象 中 的 Schrodinger 方程 , 式 中 
人 | Ee PD (3. 9. 5) 
Tt i 
如 VCz) 可 以 表示 成 zx 的 正 究 级 数 ， 
VCz) = > Cuzn (3. 9. 6) 
n=0 
考虑 到 
re P/E 三 证 2 Epp Ox/ (3. 9.7) 


式 (3. 9. 5) 可 化 为 
Vw— DC (WO) 于 | ed 
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号 Dc(# 2 py 


=V(£)5(p— p") (3. 9. 8) 
式 中 
a 
一 贰 一 3. 9. 9 
均一 计 ap ( ) 


式 (3. 9.8) 代 入 式 (3.9.4), 可 得 出 Schr6dinger 方程 在 动量 表象 中 的 另 一 个 表 
一 


区 +V( 过 芒 ) pco) = Ep(p) (3. 9. 10) 
CG 本 部 jpCo) = Epcp) (3. 9. 11) 


对 于 谐振 子 VCz) 一 了 过 万 pw zi, 式 (3. 9. 10) 给 出 


Pp ,1 2 于 本 
(Cio 入) = Ep(p) (3. 9. 12) 
下 面 分 别 就 几 种 常用 势 进行 讨论 . 
例 1 谐振 子 


与 坐标 表象 中 动量 算 符 p 一 一 庄 元 相似 ， 在 动量 表象 中 坐标 算 符 表示 成 z = 法 这 F* 对 于 谐 
振子 (采用 自然 单位 ,二 =m 二。 二 1) ,Hamilton 量 可 表示 成 


的 名 十 二 工地 (坐标 表象 ) (3. 9. 13) 
太一 一 去 — 0 (动量 表象 ) (3. 9. 14) 


两 者 在 形式 上 很 相似 . 在 动量 表象 中 的 求解 ( 波 函 数 的 形式 等 ) 都 与 坐标 表象 中 相似 ( 克 3.4 
节 ). 例如 基态 波 函 数 ,都 是 Gauss 型 波 包 . 所 以 不 必 再 详细 讨论 . 


例 2 线性 势 
在 动量 表象 中 ,线性 势 [ 见 3.7 节 式 (3. 7. 1)] 中 粒子 的 Schr6dinger 方程 表示 为 
多 po 二 了 9D = Ep(p) (3. 9. 15) 
gLp) 是 动量 表象 中 的 波 函 数 . 一 阶 微分 方程 ,其 解 为 
本 i /PF 
?二 Aexp| 走 ( 生 Ep) | (3. 9. 16) 


和 为 归 一 化 常数 . 变 到 坐标 表象 , 则 波 函 数 表示 为 
5 | ype dp 
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So 1 「 广 二 
| EF)? | 


= 一 -| bs + 三 (z 一 二 ) |ap 


Va L6tF 
和 | + 堆 )du (3.9.17) 
nT 
其 中 | 
u = pC2hyF) (3. 9. 18) 
2 1/3 
é= Ga (3. 9. 19) 


4 为 另 一 归 一 化 常数 . 式 (3. 9.17) 右边, 除 归 一 化 常数 A' 外 , 正 是 以 为 变量 的 Airy 函数 ， 
Ai(6). 
在 多 0 区 域 (经 典 禁区 ) ,Airy 函数 表现 为 第 二 类 变型 Bessel 函数 ( 见 附 录 六 ) 


Ai 一 VEKo (二 8 ) 一 全 (本 ) ep(- 7) (3. 9. 20) 
在 &<0 区 域 (经 典 允 许 区 )， 
Ai® = /IT [ha (3 le )+I (2 1”)] (3. 9. 21) 
由 边 条 件 yz 二 0) 二 0, 可 得 出 确定 能 量 本 征 值 的 条 件 
ha (G2 )+ I (2 )=0 (3. 9. 22) 
其 中 
= ( 洛 )'E (3. 9. 23) 
即 
总 二 (> (3. 9. 24) 


与 3.7 节 式 (3.7.17) 和 (3.7.18) 相 同 ,4 是 方程 (3. 9. 22) 的 根 (* 一 1,2,3,…)， 
例 3 一 维 Coulomb 热 @ 


一 ao/z， Zz 之 0 
V(z) = | (3. 9. 25) 
CO by 4 < 0 
以 下 求 其 束缚 能 级 E(<0). Schrodinger 方程 表示 为 
_ 二 二 站 
(E 2 )op) =— 2p(p)  (E<O) (3. 9. 26) 
右边 一 可 代 之 为 二 | ap, 即 
党 讨 
_p i 
(E )ocp) — |dpp(p) (3. 9. 27) 


@ 一 个 电子 限制 在 一 块 极 大 的 电介质 平板 的 上 方 (之 0) 运 动 时 , 按 电 象 法 可 求 出 其 静电 势 , 即 属于 这 
种 形式 ,o 一 护持 ]>0,e 为 介 电 常量 . 
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(p+ gp) -如 [amp 办 (3. 
办 
@(p) 一 |wodz (3, 
则 
9(p) = Lp) (3. 
dp 
式 (3. 9. 28) 化 为 
dB _2m_ dp 
. 8B 寺 p? 十 ¥ 
积分 后 ,得 
一 各 aretan( 了 (3. 
即 
a 各 1 £ 
GP) |¢cp)dp ep| 这 Taretan ( 3 | (3. 
arctan(p/D 是 p 的 多 值 函数 . 
| arctan (7 )= [aretan (2) | Ebr, k= 1,2,3,.… 
考虑 到 pl(p) 和 @(p) 的 单 值 性 ,必须 
2pa = 27， n= 1,2,3,. (3. 
hn 
即 
7 = 多 (3, 
而 能 量 本 征 值 为 
ey, A 三 本 
FE E, Ss 2 9 n ]32y33 (3. 
这 结果 与 求解 坐标 表象 中 一 维 Coulomb 势 的 Schr6dinger 方程 所 得 结果 相同 ( 见 6.7 节 ). 
例 4 8$ 势 阱 
对 于 5 势 阱 V(x)= 二 一 y8Cz), 按 式 (3. 9.5)， 
Vp’ =— Y/2rh (3. 
因此 动量 表象 中 的 Schr6dinger 方程 (3. 9. 4) 化 为 
和 ee -2 
(E Ef )ecp a 2 | pdp 2 (3. 
式 中 
-二 ec 
C=| rp)dp (3. 


由 式 (3. 9. 37) 可 得 


_pUC_ 1 
从 包 nh 力 一 20 


。，112 。 


(3. 


9. 


9. 


9. 


9. 


9. 


9. 


28) 


29) 


. 30) 


31) 


32) 


.33) 


.34) 


.35) 


36) 


. 37) 


.38) 


39) 


对 于 束缚 态 (E<0) , 令 一 2 下 一 下 尿 >>0(8 实 ), 代 入 式 (3.9.39), 再 代入 式 (3.9. 38) ,得 
dp wxr_H 


pRB 部 8 


即 8 二 jy/ 大 ,而 能 量 


下 ， 
E 2 2 (3. 9. 40) 
与 3.5 节 中 式 (3. 5. 23) 一 致 . 
习 题 


3. 1 ”粒子 在 一 维 势 场 Y(z) 中 运动 ,证 明 属 于 不 同 能 级 的 束缚 态 波 函 数 彼 此 正 交 . 
3. 2 对 于 无 限 深 势 阱 中 运动 的 粒子 ( 见 图 3. 2) ,证 明 ， 


本 FREE 6 
元 一 Q/2， (XC— Zz) = A) 
并 证 明 当 n>co, 以 上 结果 与 经 典 结论 一 致 . 
3.3 ” 设 粒 子 处 于 无 限 深 势 阱 (图 3.2) 中 ,状态 用 波 函 数 jy(z) 二 Azr(z 一 a) 描 述 , A= 
V30a “是 归 一 化 常数 . 求 (a) 粒 子 取 不 同 能 量 的 概率 分 布 w,. (b) 能 量 平均 值 及 涨 落 . 
提示 : 令 
以 Z) = SCsgn C7), 内 一 人 /三 sinzmz n= 1,2,3,° 
计算 w,= | C,|?. 利 用 


二 =x/96， 方 二 /8 
n=1,3,5,.… 了 n=1,3,5,.… 7 
Wl 1 
a 2 
9 二 二 ~ 1.014E, 


3.4 一 维 无 限 深 势 阱 中 粒子 , 设 初 态 
Te Ae 


V2 
求 Jy(z,)=? zt)=? HH=? Hi=? 
答 ; 
Wz 帮 一 计 [hCDerp( 一 到 2 间 十 和 expC 一 讶 2 用] 
z(t) 一 4 coset wp 三 Ez = EE 江 


互 震 去 4s 芒 半 和 多 3 


本 = 吉 ( 四 十 成) = 艺 思 
。 113 。 


3.5 一 维 无 限 深 方 势 阱 (图 3. 2) 中 的 粒子 , 设 处 于 yp(z) 态 . 求 其 动量 分 布 概率 . 当 n>1 
时 ,与 经 典 粒子 运动 比较 . 


答 ， 
/Ez 
pp) 一 了 于 exp|i( 字 一 如) [FCp 一 开 )+ 一 DmF(p+ 开 ) | 
其 中 . 
2 


[D1 = Fp )+ DF(p+ ut)| 


集中 于 pb 一 士 < 附近 (图 3. 36). n>1 时 ,交叉 项 贡献 很 小， 
h A 
[op la [Fr(p— ee) +F(p+s) | 


pp 一 土 h 一 十 /2mEE, 正 是 能 量 为 EE 一 E, 一 世代- 的 经 典 粒 子 动量 值 . 


a 


a 
yw 


a a 0 a x 
图 3. 36 图 3.37 不 对 称 方 势 阱 
3.6 求 在 不 对 称 势 阱 (图 3. 37) 中 的 粒子 的 能 级 . 


答 : 设 粒子 能 量 E>0, 但 E<V (离散 谱 情 况 ) ,质量 为 六 令 & 一 V2/ 下 /起 , 则 & 由 下 列 代数 
方程 确定 : 


ka = mr arcsin( RB )— resin( 2 ) 7 一 1,2,3,… 
由 的 可 能 取 值 ,可 求 出 能 量 下 的 可 能 取 值 . 
3.7 ”粒子 在 深度 为 Vo ,宽度 为 a 的 对 称 方 势 阱 中 运动 (图 3.4). 求 :(1) 在 阱 口 附近 刚好 出 
现 一 条 束缚 能 级 ( 即 EV ) 的 条 件 .(2) 束 缚 能 级 总 数 ,并 与 无 限 深 势 阱 比较 ,用 不 确定 度 关系 
定性 说 明 . 
答 :(1) 阱 口 刚好 出 现 束缚 能 级 的 条 件 为 
2mVoa’: /下 = rmx, n= 1,2,3,.… 


一 维 对 称 方 势 阱 总 有 一 条 束缚 能 级 . ee 二 xv 时 ,只 存在 一 条 束缚 能 级 ( 偶 宇 称 ). 当 


22ra 一 邓 时 , 除 基态 外 ,在 婵 口 将 出 现 一 条 奇 字 称 能 级 ， 
。 114。 


(2) 束缚 能 级 总 数 N 一 1 十 | 4 V37W ], 这 里 符号 [A] 表 示 不 超过 A 的 最 大 整数 . 在 无 限 
深 势 阱 情况 下 E<V。 的 能 级 总 数 为 
V2mVo 一 六 一 1 


无 限 深 势 阱 中 的 能 级 总 是 比 同 宽度 的 有 限 深 势 阱 中 的 相应 能 级 稍 高 一 些 . 
3.8 同上 题 , 设 粒 子 处 于 第 个 束缚 态 y,,E,, 如 Vo 污 E, ,计算 粒子 在 阱 外 出 现 的 概率 . 


答 : 粒 子 在 姘 外 出 现 的 概率 <: 天 详 ' 它 远 小 于 在 阱 内 的 概率 


a 


3.9 设 粒 子 在 一 维 无 限 深 势 阱 中 运动 , 试 求 粒子 作用 于 势 阱 壁 上 的 平均 力 . 
提示 : 先 考虑 有 限 深 势 阱 (图 3. 38) ,然后 让 深度 wo 一 ce. 粒子 对 壁 的 作用 力 


F(z) 一 字 一 Vo[3(z 一 各 )+8(z+ 皇 ) | 


TT 


答 : 在 zx 二 a/2 壁 上 的 平均 力 为 
下 一 [va(z— 各 ) [yz) 1dz = 


g%( 生 )| =2E/ 


Vx) 1 Vx) 


—a/2 0 a/2 x 


图 3. 38 图 3. 39 


3.10 考虑 粒子 (E>>0) 在 下 列 势 阱 (图 3. 39) 壁 (z 一 0) 处 的 反射 系数 ， 


We 
答 ， . 
V3 Vi/(16E:), ESV, 
(VET iW/EY Wa E<V, 


3.11 试 证 明 对 于 任意 势 垒 (如 图 3. 40) ,粒子 的 反射 系数 R 及 透射 系数 S 满足 R 十 S=1 
( 取 E>Vo). 


人 _ e | 
3.12 设 V() 一 za TI Za 十 1 《图 3. 41) , 求 反射 系数 R. 
提示 : 作 变 换 t= 一 exp( 一 z/a). 


_sh [xa(K—&k)] _ /2mE _ /2m(VotE) 
全 四 sh? [LxaCK++k)]’ Pe 天 
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图 3. 40 图 3. 41 


3.13 考虑 粒子 对 方 势 人 又 的 散射 ,如 图 3. 42 (下 < Vo ). 
(1) 设 入 射 波 为 单 色 平面 波 exp[iCkz 一 wi)j],w==E/#==#k? /2m， 
求 反射 波 函 数 . (2) 设 入 射 波 为 波 包 ， 
内 (zy 一 | dA Cexp[iCkz — wt) | 


其 中 A() 是 以 为 对 称 中 心 的 分 布 较 罕 的 函数 . 设 几 是 宽度 
* ， 很 窗 (Az 很 小 ) 的 波 包 , 求 反射 波 函 数 , 写 出 反射 波 包 中 心 的 运 
动 方程 ,并 求 反射 弛 豫 时 间 . 

答 :(1) 反射 波 
次 (zi = Rexpl— i(kz — wt)] 


及 尘 ye = exp[— i0(k)] 


€= V2m(Vo — E) /Ki 


(2) 反射 波 为 
gr Cz) = | dhA Bexp[— iChr + ot + Oh)] 
反射 波 包 的 运动 方程 


话 。 2 


zt =0, f= V2mVo Eo)/E 


反射 弛 豫 时 间 


一 
Sm bo VETW —E) Zem 
3.14 能 量 为 下 的 平行 粒子 束 以 0 角 入 射 到 z= 二 0 界面 ,如 图 3. 43. 在 x<0 区 域 V=0,z>> 
0 区 域 V 一 Wo. 试 分 析 粒 子 束 的 反射 和 折射 . 
答 : 折 射 角 为 p， 


sing a Vo 1/2 加 
二 和 人 (1 二 | 二 n( 折 射 率 ) 


当 go 一 0 时 ,反射 流 强度 _ (一 1)* 折射 流 强 度 _ 4n 
7 ”人 射流 强度 “(x 十 1)?， 人 射流 强度 ”(n 十 1)? 


参阅 ]. D.，Jackson，Classical Electrodynamics，7. 3 节 . 普遍 结果 见 钱 伯 初 . 曾 谨 言 ,《 量 子 
。 116 。 


力学 习题 精 选 与 剖析 》, 第 二 版 , 上册 (1998). 题 1. 13. 


图 3. 43 图 3. 44 


3.15 粒子 在 图 3. 44 所 示 势 场 中 运动 ， 
Vo, |z | 一 a 
ro- a<|z|<L 
co， |z|>L 
(1) 求 能 级 公式 . (2) 讨论 极限 情况 ,a-~>0,Vo~>co, 但 2aVo 二 YC 有 限 值 ). 
答 :(1) E<Vo 情况 , 偶 宇 称 能 级 由 下 式 确 定 : 
kcotk(L— a) 一 一 上 tanh &a 
一 VimVo —E)/k, k= VomE /i 
奇 宇 称 能 级 由 下 式 确定 : 
kcotk(L— a) =— & coth éa 
上 Vo 情况 , 偶 宇 称 能 级 由 下 式 确定 : 
kcotk(L — a) = tanm, n= V2m(E—Vo) /i 
奇 宇 称 能 级 由 下 式 确定 : 
kcotk(L— a) 一 一 7 cotna 
(2) 相当 于 z 一 0 处 有 一 个 5 势 倒 ,V(xz) 二 78Cz),|zx|<<L. (参见 3. 25 题 . ) 
3.16 设 质量 为 m 的 粒子 在 下 列 势 阱 中 运动 ; 


co， Z<<0 
V(z) = {1s, 2 
求 粒子 的 能 级 . 
答 :EE,==(n 二 1/2)fiw， n=1,3,5,7,* 3 
3.17 设 在 一 维 无 限 深 势 阱 (图 3. 2) 中 运动 的 粒子 的 状态 用 


4 . xzx T 
WX) 一 三 sin 王 cos: 于 


Va a a 
描述 , 求 粒子 能 量 的 可 能 测 值 及 相应 的 概率 . 
答 : 能 量 可 能 测 值 为 包 二 式 姑 /2ma? 及 及 一 9 只 下 /27p0a2 ,相应 的 概率 各 为 1/2. 


3.18 写 出 在 动量 表象 中 谐振 子 的 Schrodinger 方程 ,并 求 出 动量 概率 分 布 . 
答 : (a qd 


)p (人 一 已 p, Cp) 


2m 2 dp? 
1 we 
je ) 2 = 一 -一 一 一 一 (一 mh )| EL j 》 = 0,1,2,.… 
ee 


3.19 ”质量 为 mm 的 粒子 处 于 谐振 子 势 Ti (z) 一 二 Kxz(K>0) 的 基态 . (1) 如 弹性 系数 突然 


增 大 一 倍 , 即 势 场 突 然 变 为 Vz (z) 王 氏 z2 ,随即 测量 粒子 能 量 , 求 粒子 处 于 Vs? 势 场 的 基态 的 概 
率 . (2) 势 场 由 Vi 突变 为 Vi 后 ,不 进行 测量 ,经 过 一 段 时 间 tz 后 ,让 势 场 重新 恢复 成 Vi. 问 t 取 
什么 值 时 ,粒子 正好 恢复 到 原来 势 场 Vi 的 基态 (概率 100%)? 

答 :(1) 0. 9852; (2)t 一 人 xA / 法， 于 12,3， 


3.20 ” 设 粒 子 在 周期 场 V(z) 二 Vocosbx 中 运动 , 写 出 它 


Vx) 


在 p 表象 中 的 Schrodinger 方程 . 
答 ; 
9 9 
(去 + 却 w | exp( 拷 Bp exp( 一 号 2 | jc = Ep(p) 
3.21 设 势 场 ( 见 图 3. 45) 
~ 3 ; V(rz)=V, (#2 三) (a,T > 0) 
图 3.45 求 粒子 能 级 与 波 函 数 证 明 其 能 谱 形 状 与 谐振 子 相似 . 


2 2 


3. 22 在 动量 表象 中 ,求解 3 势 阱 Y(z) 一 一 78(z) 的 束缚 能 级 和 本 征 函数 . 计算 Az、Ap, 验 
证 不 确定 度 关系 . | 


0 2 
2 一 克 十 不 大 
本 2 my 3/2 加 一 _my 
1Al=YA (人) ， k= VE/= 轨 
= lt 二 庆 (~、、 赵 
Ap 一 的 ，Ar 一 局;+ 人 7Ap 2 2 ) 
3. 23 ”在 动量 表象 中 计算 粒子 (能 量 已 >0) 对 于 势 又 VCz)=73(z) 的 透射 系数 . 与 坐标 表 
象 中 的 计算 结果 进行 比较 . 


3. 24 粒子 在 双 5 势 阱 中 运动 (图 3. 46) ， 
Vlz) =— X86(z 二 a) 十 SCz 一 a)] 
求 束缚 态 能 级 公式 . 
答 : 偶 宇 称 能 级 (总 有 ,而 且 只 有 一 条 ) 
FE=— ee 
€ 由 下 式 解 出 ; 
s 一 1 十 exp( 一 22e) 


。，]118 。 


其 中 


i 
PT zy 
当 2a>6 时 ,有 而 且 只 有 一 条 奇 宇 称 束 缚 能 级 ， 
nm 
E= 2 大 E 


s 由 se 一 1 一 exp( 一 42e ) 定 出 . 


图 3.46 双 5 势 阱 图 3. 47 


3. 25 粒子 在 势 场 (图 3. 47) 
rN 人 [zl<a 
co9， |z | 六 aa 


中 运动 ( 即 无 限 深 势 阱 中 央 有 一 个 8$ 势 垒 ) , 求 能 级 公式 . 并 讨论 Y 很 大 和 很 小 的 极限 情况 . 
答 : 奇 宇 称 能 级 不 受 5 势 侄 影响 ， 


偶 宇 称 能 级 


& 由 下 面 方程 的 根 给 出 ， 
tanka =— (2 )ha (B= 站 /my) 


3.26 粒子 以 能 量 玉 人 射 到 一 个 双 5 势 又 (图 3. 48) 


V(z) 王 放 8Cz) 十 SCz 一 a)] 再 
求 反 射 和 透射 概率 以 及 发 生 完全 透射 的 条 件 . 
答 : 令 k= V2mE/ 上 ,C= 二 2a(my/ 起 )( 无 量 纲 ) 


0 a x 
0= 2ak /C= Bk/my 
即 图 3.48 双 5 势 全 
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RR 二 1 一 这 一 (1 十 廊 exp(2ial) 
(十 D 十 exp(2iak) 


D= F 
(9 十 D2 +exp(2iak) 


反射 概率 二 |R|? ,透射 概率 =|D|?. 完全 透射 条 件 为 R= 二 0, 即 exp(2iah) =] FCT 
3.27 质量 为 m 的 粒子 束 以 动量 少 一 雁 从 z 一 一 co 入 射 , 碰 到 周期 性 》 势 鱼 ， 


访 坟 二 9 
求 发 生 完全 反射 的 动量 值 ， 
答 : 发 生 完 全 反射 的 条 件 为 exp(2ika) 王 1, 即 


pp 二 大 一 n 吾 ， n= 1,2,3,. 


或 波长 = 定 二 二 (24). 在 此 条 件 下 ,从 相 邻 的 两 个 8 势 全 反射 回来 的 波 位 相 相 同 ,使 总 的 反射 
波幅 达到 最 强 , 而 透射 波 则 逐 级 变 弱 , 最 后 误 减 为 0 
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第 4 章 “力学 量 用 算 符 表达 
4.1 算 符 的 一 般 运算 规则 


在 2. 1. 5 节 中 已 讨论 过 ,要 直接 利用 坐标 表象 中 的 波 函 数 来 计算 动量 平均 值 
时 ,需要 引进 动量 算 符 p 一 一 话 V . 在 Schr6dinger 方程 中 也 出 现 了 Laplace 算 符 . 


Y* ,VY 等 ,分 别 代表 对 波 函 数 y 取 一 阶 导数 ,二 阶 导数 , 乘 以 V(x) , 取 复 共 轿 及 取 
平方 根 等 运算 . 下 面 讨论 量子 力学 中 碰 到 的 算 符 的 一 般 性 质 . 为 避免 数学 上 过 分 抽 
象 ,在 讲述 算 符 的 一 般 性 质 时 , 尽 可 能 结合 量子 力学 中 常见 的 算 符 一 一 位 置 ,动量 ， 
角 动 量 ,动能 ,势能 , Hamilton 量 等 一 一 来 阐述 0. 


1. 线性 算 符 


凡 满 足下 列 运算 规则 的 算 符 O , 称 为 线性 算 符 ， 
Oag +e) = oO TooOw (4.1.1) 
其 中 yi 与 go 是 任意 两 个 波 函 数 ,ci 与 cy 是 两 个 任意 常数 (一 般 为 复数 ), 例如 ， 
站 = 一 法 六 就 是 线性 算 符 ,积分 运算 | dz 也 是 线性 算 符 . 但 取 平方 根 显然 不 是 线 


性 算 符 , 取 复 共 斩 也 不 是 线性 算 符 . 以 后 将 看 到 ,在 量子 力学 中 碰 到 的 算 符 并 不 都 
是 线性 算 符 (例如 ,时 间 反 演 ), 但 是 用 来 刻画 力学 量 的 算 符 则 都 是 线性 算 符 ,这 是 
态 秋 加 原理 的 要 求 . 


2. 单位 算 符 工 
单位 算 符 是 指 保持 量子 态 ( 波 函数 ) 不 改变 的 运算 , 即 
y=y (4. 1. 2) 
是 体系 的 任 一 量子 态 . 
设 两 个 算 符 A 和 奴 对 体系 的 任何 一 个 量子 态 y 的 运算 结果 都 相同 ， 


@ ”对 于 量子 力学 中 所 碰 到 的 算 符 的 更 严格 的 数学 讨论 ,例如 ,可 参阅 J von Neumann, Mathematical 
Foundations of Quantum Mechanics,1955; M. Schechter,Operator Methods in Quantum Mechanics , (Elsevi- 
er North Holland,1981) ;以 及 有 关 线 性 代数 的 标准 教材 . 
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Ay= By (4. 1. 3) 
则 称 两 个 算 符 相等 ,A 二 B. 
3. 算 符 之 和 


算 符 A 与 BB 之 和 记 为 (A 十 和 ), 定 义 如 下 ; 
(A+B)y=Ayt+By (4. 1.4) 
J 是 任意 波 函 数 , 即 ( 人 A 十 各) 对 任意 波 函数 y 的 运算 所 得 结果 与 人 y+By 相同 . 例 
如 ,Schr6dinger 方程 中 ,一 个 粒子 的 Hamilton 算 符 请 = 个 十 V(r)= 扩 /2m 十 
V(r) ,是 动能 算 符 全 与 势能 算 符 VCr) 之 和 . 很 明显 
A+B=B+A (加 法 交换 律 ) 
全 上 +( 和 +TC) = (A+B)+C (加 法 结合 律 ) 
根据 式 (4. 1. 1) 和 (4. 1. 4) ,可 证 明 两 个 线性 算 符 之 和 仍 为 线性 算 符 . 
4. 算 符 之 积 


算 符 A 与 B 的 积 记 为 AB ,定义 如 下 : 
(AByy= AcBYy (4. 1.5) 
即 人 A 和 对 任意 波 函 数 y 的 运算 结果 ,等 于 先 用 应 对 4 运算 (得 全 JP) ,然后 用 全 对 
By 运算 得 到 的 结果 ,- 般 来 说 , 算 符 之 积 不 满足 交换 律 , 即 


AB BA 


角 动 量 等 算 符 为 例 来 说 明 . 
5. 量子 力学 的 基本 对 易 式 


人 入 .1 9 2 9 
Pery 一 一 和 57(Z0) = yr 3 


Q@ 为 强调 算 符 的 这 个 特点 ,所 以 常常 在 算 符 的 符号 上 方 加 上 一 个 ^ 人 符号 . 但 在 不 会 引起 误解 的 情况 
下 ,为 书写 简便 ,常常 把 ^ 符 号 略 去 . 
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所 以 
(zp: — pr)y = ify 


J 是 任意 的 波 函 数 ,所 以 
xp: — pox 一 访 
类 似 还 可 以 证 明 
yp 一 Wy = 二 记 ， zp 一 uz = 法 
但 
zhy—br=0, zh:— ber = 0, 
概括 起 来 ,就 是 


zap — pox, = dog (4. 1.6) 
其 中 zx,(a==1,2,3) 二 (zx,y,z), 久 (8 二 1,2,3) 三 (f,,pf,,P.) ,上 式 是 量子 力学 的 基 
本 对 易 式 . 凡 有 经 典 对 应 的 力学 量 之 间 的 对 易 式 ,可 由 式 (4. 1. 6) 导 出 . 一 方面 为 了 
表述 简洁 , 另 一 方面 为 了 便于 研究 量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 ,引进 对 易 式 (com- 
mutator) 

[A,8]=AB— BA (4. 1.7) 
则 式 (4. 1. 6) 可 表示 为 

[zx,, pa] = hd (4. 1.6") 
不 难 证 明 , 对 易 式 满足 下 列 代数 恒等式 9. 
[人 ,的 =—[A,A] 


[A,A]=0 
[A,c] = 二 0 (ec 为 平常 的 数 ) 
[A,8+C€]=[A,8I+[A,C] 


[A,8C]= B[A,CJ+[A,8IC (4. 1.8) 
[AB,C] = ArB ,C1+[A,C]8 
人 八 


[人 ,[ 有 ,6G]] 二 [8,[G,A]]+[G[A ,8]] = 0 Jacobi 恒等式 ) 
练习 1 证 明 


@ 式 (4.1.8) 对 于 经 典 Poisson 括号 
{A,B} 二 2) ( 妆 aB 939A 9B ) 


9g; 9p; 9p: 9qgi 


也 完全 适用 . 可 以 证 明 
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A a of 


6. 角 动 量 彰 符 的 对 易 式 


粒子 的 角 动 量 算 符 定义 如 下 : 
=rx 信 . 4.1.9) 
即 

个 八 八 9 9 

lz = ypz — zpy Sn 
信 g 9 E 

Ll, = zp; — zp =— 法 (z 充 一 并 全 | (4. 1. 10) 
3 


利用 式 (4. 1. 10) 及 基本 对 易 式 (4. 1. 6') ,可 以 证 明 
[人 ,x] 一 0， a = ifiz， | =— ifiy 
[Dz] =—iiz, [b,y] =0, [b,x] = ifzr (4.1.11) 
ey 

把 (z,y,z) 记 为 (zlyzsyzs), (CD) 记 为 (170 ), 则 上 式 可 以 概括 为 


[1,zg] 一 eeifzy sR 
其 中 sw 是 Levi-Civita 符号 ,是 一 个 三 阶 反 对 称 张 量 ,定义 如 下 : 

So (4.1.12) 

€123 一 1 


式 中 a,pB,7 二 (1,2,3). expy 对 于 任何 两 个 指标 对 换 , 要 改变 正 负 号 . 因此 , 若 有 两 个 
指标 相同 , 则 为 0 ,例如 ,8112 一 8121 一 0. 


类 似 可 以 证 明 | 
[人 ,人 = egihpy (4. 1. 13) 
[2 Ds] = sopihly (4.1.14) 


式 (4. 1. 14) 明 显 写 出 , 即 
[人 ,人 2] = 丢人，[ 亿 ,人 一 计 人，[ 人 7] 一 丢 2 
下 
式 (4. 1. 14) 为 角 动 量 算 符 的 基本 对 易 式 , 是 很 重要 的 , 它 说 明 角 动量 算 符 的 三 个 分 
量 1, 人, 人. 彼此 不 对 易 . 式 (4. 1. 14') 中 不 为 零 的 三 个 式 子 还 常常 表示 为 
人 xf = 这 (4.1.15) 


(4. 1. 14’) 
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+ 三 /- 士 17， 
证 明 
人 人 = 人 (人 土 有 D 
即 
[人 信 ] = 士 在 全 
7. 算 符 的 乘 种 
定义 : 算 符 和 A 的 次 短 A” 
A*=A.A...A 
(n 个 因 式 ) 
例如 , 设 人 A 一 -, 则 外 二 -由 …, 信 二 - 生 . 显然 
dz dz dz 
Ar™ = Ar .Ar 
[A",Ar] = 
特例 
动能 算 符 
人 =p/2m= (+ 二 人)/2m 
角 动 量 平方 


利用 式 (4. 1. 14) 可 以 证 明 


[人 ,人 人] 一 0 (a = X,Yy,z) 


(4.1.16) 


(4.1.17) 


(4. 1. 18) 


(4. 1. 19) 


(4. 1. 20) 


(4. 1. 21) 


所 以 ,尽管 角 动 量 的 三 个 分 量 彼此 不 对 易 , 角 动 量 平方 与 角 动 量 各 分 量 却 是 对 


易 的 . 
练习 3 证 明 
[L.,7]=0 
[ft.,p:]=0 
[tf,r. pj]=0 (r.p =zp: + yp, + 2p:) 
练习 4 证 明 
入 和信 入 信 人 入 
寺 L 一 12 一 /2: 士 砚 /。 
区 


(4. 1. 22) 


(4. 1. 23) 
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练习 5 证 明 


人 32F .9f 人 
2 es 2 
[Lp2, fz) 一 天 3 2 21 gz?” 


若 用 球 坐标 (r,b,g) 来 表示 ,利用 坐标 变换 关系 
r= VT TFT 


y= rsingsing 0 一 | 


= rsingcosg 


之 一 7COSO 
yy 

9 一 arctan( | 
zx 


可 以 证 明 
’ 一 选 (sin i 元 ) 
?a0 Yap 
人 a 
/一 讲 ( 一 cosp 了 ot cotOsinp 2 
个 9 
Ls 一 一 1 4 
99 
2_ 3 1 31(; 09 1 9 
! lg bE (sin0 有 sin20 | 
练习 6 证 明 
[人 ,VI=0 
V(7) 是 径 向 坐标 7 的 函数 . 
练习 7 证 明 
eh 
I= 2m 7 Br ar 2mr’ 2m | Dr 
其 中 
分 = 一 法 (她 十 士 ) 
8. 逆 算 符 
设 


Ay=$ 


对 于 任意 ,能够 唯一 地 解 出 y, 则 可 以 定义 算 符 A 的 逆 算 符 人 :为 


A'g=y 
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zx + 


MW 


(4. 1. 24) 


(4. 1. 25) 


(4. 1. 26) 


(4. 1. 27) 


(4. 1. 28) 


(4. 1. 29) 


(4. 1. 30) 


(4. 1. 31) 


(4. 1. 32) 


不 是 所 有 算 符 都 有 逆 算 符 . 例如 ,投影 算 符 就 无 逆 算 符 . 若 A 之 逆 算 符 存在 ,不 难 
证 明 


全 :人 A=-A 人 人 := (4. 1. 33) 
[AA (4. 1. 34) 


练习 8 设 A 和 8 之 逆 算 符 都 存在 ,证 明 
(生育 计 三 让 4Aa= (4. 1. 35) 


9. 算 符 的 函数 


给 定 一 函数 FCz) ,其 各 阶 导数 都 存在 . 设 有 一 个 算 符 A , 则 可 定义 算 符 人 A 的 
函数 F(A) 为 9 
FA) = > OA (4. 1. 36) 


n=0 


这 里 F” (0) 由 下 式 给 出 
F(z) = >») PF (0) 


例如 ,F(zX)=e”™ ,A 一 地, 则 可 定义 


DS dd -2 
F(A) = exp(a 二 之 eS (4. 1. 37) 
练习 9 证 明 
exp(a L)f(D = f(z+a) C4. 1. 38) 


两 个 (或 多 个 ) 算 符 的 函数 也 可 类 似 定义 . 例如 


人 入 人 和信 (n,m) 入 入 
F(A,B) = 》 E00 Af C4. 1. 39) 
n,m=0 nlml! 
其 中 
Poy) = FC, yy (4. 1. 40) 
gx” 9y” 


但 应 注意 , 除 [A ,8]=0 的 情况 外 ,上 述 定义 有 不 确切 之 处 ,因为 两 个 算 符 的 


@ 按 式 (4. 1. 36) 定 义 的 算 符 函 数 ,不 一 定 都 有 意义 ， 
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乘积 次 序 未 确定 0. 例如 ,一般 说 来 ， 
多 和 人 8 人 有 外 
10. 算 符 的 复 共 斩 ， 转 置 及 厄 米 共 斩 
为 表述 方便 , 先 定义 一 个 量子 体系 的 两 个 任意 的 波 函 数 少 与 p 的 标 积 (scalar 


product) 
(pp) = |dy*9p (4. 1.41) 
这 里 | dr 指 对 体系 全 部 坐标 空间 进行 积分 ,dr 是 体系 的 全 部 坐标 空间 体积 元 , 例 
如 ,在 坐标 表象 中 ， 
对 于 一 维 体系 Jar = | dz 


和 
对 于 三 维 体系 “|dz= dzdydz 


波 函 数 的 标 积 也 可 以 在 动量 表象 (或 其 他 表象 ) 中 来 计算 ( 详 见 第 8 章 ). 若 变量 取 
离散 值 , 则 求 标 积 时 应 对 所 有 离散 值 求 和 . 


标 积 有 如 下 人 性质 : 
(9 之 0 


(pycig cp) = cy,g) te gp) 
《ci 内 二 czy ,9) 一 cI Ch ,9) 十 cz (gn ,9) 
算 符 的 复 共 思 算 符 O* 是 这 样 构成 的 , 即 把 @ 的 表示 式 中 所 有 复 量 换 成 其 
共 轩 复 量 . 例如 ,在 坐标 表象 中 ， 


人 一 9 人 
pz = 二 pz 项 本 pz 
所 以 


=—p (4. 1. 43) 
入 xX 
算 符 O 的 转 置 算 符 O 定 义 为 
(p09) = (gp* ,Oy*) (4. 1. 44) 
@ 在 量子 力学 中 ,因子 相同 但 乘积 次 序 不 同 的 厄 米 算 符 , 一 般 说 来 ,代表 不 同 的 力学 量 . 只 在 经 典 极限 
下 ,它们 才 代表 同一 个 力学 量 . 要 从 一 个 经 典 力学 量 , 找 出 其 算 符 表示 式 ,在 保证 厄 米 性 要 求 下 ,如 乘积 次 序 


还 有 几 种 可 能 形式 的 话 , 究 竟 应 采用 哪 一 种 形式 ,要 人 靠 计 算 结 果 与 实验 的 比较 来 检验 , 
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即 
|awy* op= Jaw Ov 
上 式 中 yy 与 p 是 两 个 任意 波 函 数 . 例如 > 


因为 


十 co 十 co 十 ce 
| 
设 z> 填 co 时 ,y>0 条 件 满足 , 则 得 

人 9 * 9 
jew By" -| dm" 六 
, + 9 
但 按 定义 ,上 式 左边 = | ”dz 之 g ,由 此 得 


te x 
| aw ( 冯 + 六 jp 一 0 
由 于 y 与 9 是 任意 的 ,所 以 六 十 六 一 0, 即 式 (4. 1. 45). 


练习 10 证 明 在 xz 表象 中 
ps; 二 ps 
练习 11 证 明 


(A8)=B8BA (A 与 和 是 任意 两 个 算 符 ) 


算 符 O 的 厄 米 共 办 算 符 + 定义 为 
(gp,Ot9) = (Oy,9) 
按 式 (4. 1. 42) 与 (4. 1. 44) ,可 得 


(pOtp) = (pO = (9* ,Oy') = (y,0* 9) 


即 
0+=6: 


练习 12 证 明 


练习 13 证 明 


(4. 1. 45) 


(4. 1. 46) 


(4, 1. 47) 


(4. 1. 48) 


(4. 1. 49) 


(4. 1. 50) 
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(ABC...)* = 全: 人 人 … (4.1.51) 
(BE t= .tA (4. 1. 52) 
11. 龙 米 算 符 
满足 下 列 关 系 的 算 符 
0O+=0O 或 (y,09) = (Oy,9) (4. 1. 53) 


称 为 厄 米 算 符 . 例如 ,分 、.z、.VCz)( 实 ) 都 是 厄 米 算 符 . 
人 


(AB)+= = BA 
只 当 [A ,8]=0 时 , 才 有 (AB8)+=A8B , 即 AB 为 厄 米 算 符 . 


练习 14 证 明 个 = 入/2m, 人 二 rX 人 六 是 厄 米 算 符 . 
练习 15 设 信 和 售 为 厄 米 算 符 , 则 
去 ( 信 全 十 人 人 ) 及 
也 是 厄 米 算 符 . 由 此 证 明 ,任何 算 符 @ 可 以 分 解 为 
0=6HO 
其 中 人 =- 方 (GO 上 6+),G_ = 二 (6 一 人 + ) 都 是 厄 米 算 符 . 


关于 厄 米 算 符 ,有 下 列 重 要 性 质 . 
定理 “在 任何 量子 态 下 , 厄 米 算 符 的 平均 什 必 为 实数 
证 明 
按 厄 米 算 符 的 定义 式 (4. 1. 53) 以 及 式 (4. 1. 42) ,可 知 对 于 体系 的 任何 量子 态 y， 
O= OD = (OD = (0000 =0" 
定理 得 证 . 
逆 定 理 “在 体系 的 任何 量子 态 下 平均 值 均 为 实数 的 算 符 , 必 为 契 米 算 符 ， 
证 明 


(gOD = (gOD” = (Oy,p (4. 1. 54) 
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多 一 内 十 cz (4. 1.55) 
由 与 几 是 任意 的 ,c 也 是 任意 的 .代入 式 (4. 1. 54) ,得 
ct,Op)— OF] = LO gp) — On] (4.1.56) 
分 别 取 c= 二 1 和 i, 代 入 上 式 , 然 后 相 加 、 减 , 即 得 
(pO) = Og) On) = Og,g) 
此 即 厄 米 算 符 定义 式 (4. 1. 53) 所 要 求 的 ,定理 得 证 . 
a Ea 


推论 设 O en ~ > 
O:= (y=0 (4. 1. 57) 


练习 16 若 厄 米 算 符 在 任何 态 下 的 平均 值 为 0, 则 〇 = 二 0( 零 算 符 ), 即 


Oyg=0 (Cy 任意 ) 
练习 17 设 y 为 归 一 化 的 波 函 数 ,下 为 算 符 ,证 明 
FiF=(y,Ft Fy)>0 
并 求 等 号 成 立 的 条 件 . 
答 : 只 当 Fy 二 0 时 ,等 号 才 成 立 . 


4.2 厄 米 算 符 的 本 征 值 与 本 征 函 数 


假设 一 个 体系 处 于 量子 态 y, 当 人 们 去 测量 它 的 力学 量 O 时 ,一 般 说 来 ,可 能 
出 现 各 种 不 同 的 结果 ,相应 各 有 一 定 的 概率 . 而 对 于 都 用 y 来 描述 其 状态 的 大 量 的 
完全 相同 的 体系 , 即 系 综 (ensemble) ,进行 多 次 测量 的 结果 的 平均 值 ,将 趋 于 一 个 
确定 值 . 而 每 一 次 具体 测量 的 结果 ,围绕 着 平均 值 有 一 个 涨 落 . 涨 落 定义 为 ? 


AO’ = (0 一 D: = jy (© 一 D):ydr (4. 2.1) 

因为 O 为 厄 米 算 符 ,0 必 为 实数 , 因而 DO 一 也 是 厄 米 算 符 . 根据 上 节 式 
(4. 1.57), 可 以 得 出 

A07=|| (O—Oyl’dr=0 (4. 2. 2) 

然而 如 果 体 系 处 于 一 种 特殊 的 状态 下 ,测量 力学 量 O 所 得 结果 是 完全 确定 


的 , 即 涨 落 AO2z 王 0, 则 这 种 状态 称 为 力学 量 O 的 本 征 态 (eigenstate). 在 这 种 状态 


人 一 六 一 一 一 ]12: 
习惯 上 党 沉 把 [MO 一 | (© 本 简 记 为 AO, 称 为 O 的 涨 落 . 
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下 ,由 式 (4. 2. 2) 显 然 看 出 ,必须 被 积 函数 为 零 , 即 少 必 须 满足 

(0O—Oy=0 
或 

Oy= Cy (4. 2. 3) 

常数 C 即 在 y 态 下 测量 O 所 得 结果 . 为 下 面 讨论 方便 ,把 此 特殊 状态 记 为 ,并 把 
常数 记 为 0,, 于 是 式 (4. 2. 3) 可 改写 为 

Oy, = Ow (4. 2. 4) 
O, 称 为 算 符 O 的 一 个 本 征 值 ,内 称 为 相应 的 本 征 函 数 Ceigenfunction). 式 


(4.2.4) 即 算 符 的 本 征 方程. 求解 它们 时 ,作为 力学 量 的 本 征 函数 ,还 要 求 满足 
物理 上 一定 的 要 求 


由 式 (4. 2. 4) 可 以 看 出 ， , 当 体系 处 于 人 的 本 征 态 内 时 ,测量 O 的 平均 值 即 为 

O,. 因为 
一 (加 OA) = O,g,,,) = 0, (4. 2. 5) 

在 上 一 节 中 已 证 明 , 厄 米 算 符 在 任何 态 下 的 平均 值 都 为 实数 ,所 以 在 内 态 下 
也 必 为 实数 . 因此 ,根据 式 (4. 2. 5) 可 以 得 出 

定理 1 厄 米 算 符 的 本 征 什 必 为 实数 

以 下 我 们 来 证 明 厄 米 算 符 的 本 征 函数 的 一 个 基本 性 质 . 

定理 2 厄 米 算 符 的 属于 不 同 本 征 信 的 本 征 函 数 ,彼此 正 交 . 

证 明 


设 录 和 yi 分别 是 厄 米 算 符 O 的 本 征 值 为 O, 和 O。 的 本 征 函 数 


Oy, = Op, (4. 2. 6) 
Oy, = Own (4. 2.7) 
并 设 (y ,加 ) 存 在 . 式 (4. 2.7) 取 复 共 斩 ,利用 O* ==O, ,得 
O* pg = Oui (4. 2. 8) 
右 乘 y 积分 ,得 
(Op gn) = On ys i) (4. 2.9) 


利用 厄 米 算 符 的 特性 ， 
(Ogns gs) = fs Of) = O, sp) 
代入 式 (4. 2. 9) ,得 
(On 一 DC 加 加) =0 (4. 2. 10) 
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在 继续 讨论 厄 米 算 符 本 征 函 数 的 一 般 性 质 之 前 , 先 讨 论 几 个 常见 的 力学 量 的 
本 征 函 数 . 


例 1 求 角 动 量 的 > 分量 人 一 一 技 基 的 本 征 函数 


本 征 方 程 为 
一 丢 闻 @ 一 15 (4.2.11) 
9 
7: 为 本 征 值 , 上 式 可 改 为 
一 过 
易于 解 出 
$9) = Cexp(ili9/f) (4. 2. 12) 


C 为 积分 常数 ,可 由 归 一 化 条 件 定之 . 当 绕 = 轴 旋 转 一 圈 后 ,p>g 十 2x, 粒 子 回 到 原来 位 置 . 作为 
一 个 力学 量 所 相应 的 算 符 , 人 .一 一 过 二 必须 为 厄 米 算 符 . 为 了 保证 其 厄 米 性 ,要 求 波 函数 满足 
周期 性 边 条 件 @O( 或 称 为 单 值 条 件 )， 


G(p 十 2r) = G(p) (4. 2. 13) 
由 此 可 得 
/二 m (和 一 0, 士 1], 士 2) (4. 2. 14) 
即 角 动量 z 分 量 的 本 征 值 为 
1 二 mh 
是 量子 化 的 . 相应 的 本 征 函 数 记 为 
DB (p) = Ce 


再 利用 归 一 化 条 件 
| [Bp ldp=2x|Cl:=1 


@ 按 从 的 厄 米 性 ,要 求 ($, 人 y) 二 (人 8, 办 ,这 里 $ 与 为 粒子 的 任意 两 个 态 . 在 坐标 表象 中 表示 出 
来 , 即 


八 2r 
(人 0) 一 | dp p) 二 (9) 


-oe Pa 人 


让 2r 信 
= CoP! 十 (Leg 内 
0 
因此 
8 (2r)WC2r) 一 g C00) 一 0 
即 


以 2x) _ $* (0) 
J0) $$* (2n) 


此 比值 对 所 有 波 函 数 y.$、… 都 是 一 样 的 . 而 对 于 六 一 0 相应 的 本 征 函 数 y(y) 二 常数 ,上 述 比 值 yC2x)/y0) 
为 二 因此 ,对 于 任何 一 个 波 函 数 yg) ,有 y(27) 二 gC0). 此 即 周期 性 条 件 . 
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本 
m = 。 2. 15 
Dn Cp) oe (4 ) 
容易 证 明 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 
(B08) = | DDB dp= do (4. 2. 16) 


例 2 求 绕 固定 轴 ( 取 为 z 轴 ) 的 转子 的 能 量 本 征 值 . 
绕 定 轴 转 动 的 经 典 转子 的 能 量 为 L2/21, 了 为 转动 惯量 ,L. 为 角 动 量 . 在 量子 力学 中 ,相应 
的 转子 的 Hamilton 算 符 为 


= 针 /21 一 细 (4. 2.17) 
本 征 方程 为 
起 92 
一 好 35 一 Ey (4. 2. 18) 
满足 周期 性 边 条 件 的 归 一 化 波 画 数 为 
i i i (4. 2. 19) 
相应 的 能 量 为 
E, 一 128 和 /2 之 0 (4. 2. 20) 
但 应 注意 ,对 应 于 一 个 能 量 本 征 值 E, ,有 两 个 本 征 函数 (m 二 0 除外 ) , 即 ef”? ,其 中 |m| 二 
二 (|m| 二 1,2,3,…), 即 能 级 是 二 重 简 并 的 (2-fold degenerate). 


思考 题 1 平面 转子 的 能 量 本 征 态 [ 即 方程 (4. 2. 18) 的 解 ], 可 否 取 为 sin mp 和 cos mg? 此 
时 ,它们 是 否 仍 为 .一 一 读 序 的 本 征 态 ? 


例 3， 求 动量 的 工分 量 介 一 一 过 元 的 本 征 函 数 . 


本 征 方程 
i 也 于 (4. 2. 21) 
p4 是 动量 本 征 值 . 显然 
2 = ips /8 
所 以 
yp = Cexp(ip’z /fi) (4. 2. 22) 


C 为 积分 常数 . 若 粒子 位 置 不 受 限制 , 则 p4 可 以 取 任 何 实数 值 ( 一 oo<<p: 过 十 0) ,是 连续 变化 
的 . 式 (4. 2. 22) 即 平面 波 , 它 是 不 能 归 一 化 的 . 对 于 连续 谱 的 本 征 态 的 “ 归 一 化 "问题 ,将 在 4. 4 
节 中 讨论 . 但 习惯 上 取 

1 


pe’. (x) Se 


exp(ip%z/#) (4. 2. 23) 


不 难 证 明 
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| (x) yp Cz) dz = (ps C— py) (4. 2. 24) 
例 4 一 维 自 由 粒子 的 能 量 本 征 态 . : 
对 于 一 维 运动 的 自由 粒子 ， 他 -外 ~ 一 志 ,本 征 方程 为 


二 
2 2 
一 去 y= Ey (4. 2. 25) 
其 解 可 取 为 
Je(z) oc eat， 一 2 > 0 (4. 2. 26) 
相应 的 能 量 为 
E= fk/2m>0 (4. 2. 27) 


可 以 取 非 负 的 一 切实 数值 . 这 里 我 们 同样 看 到 ,能 级 是 二 重 简 并 的 . 
思考 题 2 ”一 维 自由 粒子 的 能 量 本 征 态 , 即 方程 (4. 2. 25) 的 解 , 可 否 取 为 Jocsinkzx,coskzx? 此 


时 它们 是 否 还 是 秘 一 一 丢 元 的 本 征 态 ? 它们 是 否 具有 确定 的 字 称 ? 相应 的 粒子 流 密度 j。 ==? 


在 处 理 量子 力学 中 力学 量 的 本 征 值 问题 时 ,特别 是 Hamilton 量 的 本 征 什 向 
题 ,常常 出 现 能 量 本 征 态 简 并 , 即 对 应 于 一 个 能 量 本 征 值 , 有 不 止 一 个 能 量 本 征 态 


这 与 体系 的 对 称 性 有 密切 的 关系 . 在 出 现 简 并 的 情况 下 ， 仅 根据 该 力学 量 的 本 征 值 
还 不 能 把 简 并 的 各 本 征 态 确定 下 来 . 此 外 ,同一 个 本 征 值 相应 的 各 简 并 态 不 一 定 彼 
此 正 交 . 例如 , 设 算 符 的 属于 本 征 值 0, 的 线性 无 关 的 本 征 函 数 有 所 个 , 即 

Ops =Opw (a=1,2,.,f,) (4. 2. 28) 
则 称 本 征 值 O, 为 f, 重 简 并 . 在 出 现 简 并 的 情况 下 ,给 定 0, ,并 不 能 把 各 本 征 态 确 
定 下 来 ,而 且 一 般 说 来 ,这 广 个 本 征 函 数 几 不 一 定 彼此 正 交 . 但 可 以 证 明 , 把 它们 
适当 地 重新 线性 和 至 加 后 ,可 以 做 到 彼此 正 交 . 令 


Fs 
$ip 一 >)aab (B=1,2,.,f,) (4. 2. 29) 
显然 ,ge 仍 为 @ 的 本 征 函 数 , 均 属于 本 征 值 0,, 因 为 
万 鸭 
O $ng = 2 pO yh 3 O, 2 ogg = pnp 


选择 aa ,使 加 具有 正 交 归 一 性 , 即 要 求 
(gopygog ) 一 Sag (4. 2. 30) 


这 相当 于 去 ff 一 ]) 十 f, 一 去 f(f 十 DD 个 条 件 .但 系数 a 共有 所 个 . 当 ,>>1 
时 ,及 > 到 户 ( 广 十 D ,因此 ,总 可 以 找到 一 组 (天 个 )au ,使 式 (4. 2. 30) 满 足 . 
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tah 如 出 现 简 并 时 ， 为 了 要 把 O 的 本 征 态 确定 下 来 ,往往 是 用 


0 这 就 涉及 两 个 (或 多 个 ) 力 学 量 的 共 es 
的 问题 ,也 涉及 不 同 的 力学 量 的 不 确定 度 的 关系 . 


思考 题 3 试用 上 述 原则 去 分 析 例 2 和 例 4. 


4.3 共同 本 征 函 数 
4.3.1 不 确定 度 关 系 的 严格 证 明 
设 体系 处 于 力学 量 A 的 本 征 态 , 则 对 它 测 量 A 时 ,将 得 到 一 个 确切 值 , 即 相应 
的 本 征 值 ,并 不 出 现 涨 落 . 试问 在 此 量子 态 下 去 测量 另 一 个 力学 量 B, 是 否 也 能 得 
到 一 个 确定 的 值 ? 这 不 一 定 . 例如 ,在 2. 1. 4 节 中 ,考虑 到 微观 粒子 的 波动 -粒子 两 
象 性 ,粒子 的 位 置 与 动量 就 不 能 同时 完全 确定 ,而 涨 落 Az 与 Ap; 必 满 足下 列 
关系 : 
Az。Apb。 = 天 (4. 3. 1) 
下 面 我 们 普遍 地 讨论 此 问题 . 设 有 任意 两 力学 量 A 与 也 ,考虑 下 列 积分 不 
等 式 ， 
ICe = |lsAyt+iByl’dr>0 (4. 3.2) 
yY 为 体系 的 任意 一 个 波 函数 ,E 为 任意 实 参数 . 利用 和 A 和 8B 的 厄 米 性 以 及 # 为 实 
数 , 不 等 式 左边 可 表示 成 
I( = (AytiBy,sAy+iBy) 
= g(Ay,Ay +ie(Ay, By —ieBy,Ap + By,By 
= hp +ieg LA, BID + Cy,Py) 


为 方便 , 令 
[A,8]=iC (4. 3. 3) 
显然 C 为 厄 米 算 符 ,所 以 它 在 任何 态 下 的 平均 值 都 是 实数 . 此 时 
T(e) =&A'—eC+B = (ei) +(F-5)>0 
不 妨 取 实 参 数 =C/2 Ai , 则 
了 FF 宇 0 


44z 
即 
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太 .F>+C (4. 3.4) 


或 表示 成 
ne (4. 3.4') 
上 列 不 等 式 对 于 任意 两 个 厄 米 算 符 A 8B 都 成 立 . 但 我 们 注意 到 ,A 与 B 均 为 实 
数 , 所 以 
大 = 一 一 A A, AB — B —B (4. 3， 5) 
也 都 是 厄 米 算 符 ,因而 式 (4. 3.4) 对 于 AA 与 AB 也 成 立 . 考虑 到 
[AA,AB]= [A,8] 区 
因此 
7 了 ] 一 六 一 六 一 ? 
(CAA) CAB > + [A,B] 
开 方 ,得 
CA VCD > 二 | 下 (4. 3.7) 
简 记 为 
AAAB 之 广 |EA,B] C4. 3.77) 


这 就 是 任意 两 力学 量 A 与 B 在 任何 态 下 的 涨 落 必须 满足 的 关系 式 . 其 特例 是 ， 


人 


A=zx,8= =p,, 由 于 [x,ps]= 计 , 因 此 由 式 (4. 3. 7 ) 可 得 出 
A 宇 /2 (4. 3. 8) 


它们 不 能 有 共 问 本 在 让。 
ww i 与 ee ce B]= 0， 风 可 以 找到 这 样 的 态 ,使 


例 1 动量 p (Pp,,P,,.) 的 共同 本 征 态 . 
因为 [名 ,pp]==0, 所 以 Cp,, 信 ,全 .) 可 以 具有 共同 本 征 态 , 即 平面 波 
gn Yo, Tp, (yp (2) = ain expLiCzp, 十 ypy 十 zpz)/ 大 ] 


一 xp(ip °° r/f) (4. 3. 9) 


相应 的 本 征 值 为 (ps ;py;p)，( 一 00 二 py py;p( 实 ) 二 十 co) 
例 2 试 求 粒 子 坐标 的 三 个 分 量 (x,y,z) 的 共同 本 征 态 . 
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答 : 和 wxa (zy 2) 二 6X 一 X20)5(y 一 y)8Cz 一 ww), 相 应 的 本 征 值 为 (zo ,Yo,z0),( 一 oo<<z， 
% ,zo( 实 ) 二 十 oo). 

思考 题 1 若 两 个 厄 米 算 符 有 共同 本 征 态 ,是 否 它 们 就 彼此 对 易 ?( 管 ,不 一 定 ) 

思考 题 2 若 两 个 算 符 不 对 易 ,是 否 就 一 定 没有 共同 本 征 态 ?( 答 ,不 一 定 ). 若 两 个 算 符 对 
易 , 是 否 在 所 有 态 下 它们 都 同时 具有 确定 值 ? 


在 讲述 求 两 个 力学 量 共同 本 征 态 的 一 般 原 则 之 前 , 先 讨 论 一 下 轨道 角 动 量 的 本 
征 态 . 由 于 它 的 三 个 分 量 彼此 不 对 易 , 一 般 不 存在 共同 本 征 态 . 考虑 到 [ 人, 1.]==0(a 
二 zx,y,z), 可 以 求 们 与 任 一 分 量 的 共同 本 征 态 . 


4.3.2 ” 角 动 量 ( 个 , 人) 的 共同 本 征 态 , 球 谐 函 数 
采用 球 坐标 系 , 们 ,人 可 以 表示 成 


全 一 一 如 | 志 坟 (sng 才 人 eA Em 


(4. 3. 10) 
/全 (4. 3.11) 
99 
人 的 正 交 归 一 化 的 本 征 态 为 [ 见 4. 2 节 , 式 (4. 2. 15)] 
1 5 
GB, (9) = 一 -em， EE (4. 3. 12 
(9) i m ) 
bp, (9) = mhBn (9) (4. 3. 13) 
设 们 本 征 函 数 表示 为 了 (9,9) , 令 
PY(b,p) = 炉 2Y(0,p) ”4 无量 纲 ) (4. 3. 14) 
从 式 (4. 3. 10) 明 显 看 出 ,方程 (4. 3. 14) 可 以 分 离 变 数 . 令 
Y(0,9) = O(0) 8 9) (4. 3. 15) 


这 时 我 们 已 经 要 求 Y(b,p) 同 时 也 是 人 .的 本 征 态 . 式 (4. 3. 15) 代 入 式 (4. 3. 14) ,得 


(0 地 + 一 吉 


这 样 求 出 的 函数 Y(9,p) 将 是 (人 ,7.) 的 共同 本 征 态 . 令 
cosg 一 上 (| él 过 1) 


mi: 
wj9 =0, 0 过 0 过 rr (4.3.16) 


sin20 


则 式 (4. 3. 16) 化 为 


或 
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_eyd9_ ,dB  p 一 
= 2 E+ (2 Ts)o—0 (4. 3.17) 


这 就 是 连带 (associated)Legendre 方程 . 在 |&| 二 1( 或 0<9<w) 范 围 中 ,方程 和 两 
个 正则 奇 点 :和 一 十 1. 其 余 各 点 均 为 常 点 . 可 以 证 明 ( 附 录 四 ), 只 有 当 

A = 人 LC 十 1)， l= 0,1,2,. (4. 3, 18) 
情况 下 ,方程 (4. 3.17) 有 一 个 多 项 式 解 ( 另 一 解 为 无 穷 级 数 ), 即 连带 Legendre 
函数 

Pr (cosO) ， |m | 过/ (4. 3. 19) 

它 在 |&| 志 1( 或 0<0<7) 范 围 中 是 有 界 的 ,是 物理 上 允许 的 解 , 利用 Pr? 的 正 交 归 
一 性 公式 


| Pr Ccost) Pr (cost) singdg 一 2 CC 二 ml， (4.3.20) 


(2 十 1) (m1 
可 以 定义 一 个 归 一 化 的 波 函 数 
2 十 1 Cm)! 


Om (0) 一 (— 1)” Dr CFm tr os) 
(|m | 过 DD (4. 3. 21) 
则 
| euen sinbd0b 二 一 Or (4. 3. 22) 
利用 
Pr™ = (— 1) Ct (4. 3. 23) 
不 难 证 明 
On = (~— 1)”0m (4. 3. 24) 


式 (4. 3. 21) 中 ,无 论 m 为 正 或 负 , 均 成 立 . 它 就 是 归 一 化 的 9 部 分 波 函 数 . 归 一 化 
因子 有 一 个 相位 不 定性 . 式 (4. 3. 21) 中 相 因 子 的 取 法 是 一 种 常用 的 Condon-Short- 
ley 的 取 法 9. 按 此 相 因 子 取 法 ， 


Yr = 二 Dr/ 到 tipr(oosem (ml<D) 


(4. 3. 25) 


它们 具有 下 列 性 质 ， 
Yr* = (一 DY 


2r [fx 
| | Yr YY singdodp = dw dom (4. 3. 26) 


@ E.U.Condon,G. H. Shortley, The Theory of Atomic Spectra ,1935. 
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PYr = L(+ DY? 
LYr = mkY? (4. 3. 27) 
l=0,1,2,. 
| ma | 妥 /, 即 mm 一 一 /一 /十 1 7 一 1 7 

人 的 本 征 值 为 KCL 十 1) 下 ,7. 本 征 值 为 mi. / 称 为 轨道 角 动 量 量子 数 ,m 称 为 磁 量 
子 数 . 在 给 定 1 下,m 可 以 取 (21 十 1) 个 不 同 值 , 即 有 (C27 十 1) 个 态 ,因此 是 (21 十 1) 重 
简 并 ,而 Yy 正 是 用 .的 本 征 值 m 来 对 1 相同 的 (27 十 了 个 简 并 态 来 进行 分 类 . 球 
谐 函 数 的 具体 表达 式 , 见 附录 四 


4.3.3 求 共同 本 征 态 的 一 般 原则 


设 [A ,86]=0. 现在 来 讨论 一 下 找 人 A 与 各 的 共同 本 征 态 的 一 般 原则 , 设 
Ay, = Ay, (4. 3. 28) 
即 % 是 A 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 为 A,， 
(1) 先 设 A, 不 简 并 . 利用 [A , 台 ]=0, 可 知 
ABy) = BAy, = BAwy, = ABy, 
即 By, 也 是 A 的 本 征 态 ,本 征 值 为 A, ,但 按 假定 ,A, 不 简 并 ,所 以 By, 与 J 最 多 
只 能 差 一 常数 因子 , 记 为 B,, 即 . 
By, = By, (4. 3. 29) 
这 样 y 本 身 就 已 是 A 和 8B 的 共同 本 征 态 ,本 征 值 分 别 为 A, 与 B,. 
例如 ,一 维 谐振 子 Hamilton 量 的 本 征 态 y 是 不 简 并 的 , Hy, = Ey. 而 [P， 
HJ=0,P 为 空间 反射 ,所 以 y(z) 也 必 为 的 本 征 态 . 事实 上 Pw (z) = 
如 《一 Z) 二 (一 1)"yr(Xx), 即 y,《z) 具 有 确定 的 宇 称 ( 一 1)". 
(2) 设 A, 有 简 并 (f,, 重 ), 即 
Aps =Apm (a= 1,2,.,f,) (4. 3. 30) 
假设 y, 已 正 交 归 一 化 ,但 y 并 不 一 定 就 是 的 本 征 态 . 考虑 到 
ABy, 一 BAvy, = 全 Ap 一 A,(B yg) 
即 台 y 仍 为 A 的 本 征 态 ,本 征 值 为 A,. 因此 ,By 最 普遍 的 表示 式 为 
By = Buy (4. 3. 31) 
其 中 


Bs, = (gw , By) (4. 3. 32) 
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见 , 一 般 说 来 ,加 还 不 是 直 的 本 征 态 . 但 我 们 不 妨 把 线性 释 加 (x 固定 ) , 令 
二 (4. 3. 33) 
不 难看 出 - 
Ay = 2CAw。 一 2 CA Ay (4. 3. 34) 
即 $ 仍 是 A 的 本 征 态 ,而 且 对 应 本 征 值 为 A,. 试问 它 是 否 可 能 又 是 B 的 本 征 态 
呢 ? 即 能 否 满足 
By = B$% 〈B' 为 常数 ) (4. 3. 35) 
呢 ? 下 面 我 们 证 明 ,这 是 能 做 到 的 . 因为 ,利用 式 (4. 3. 31) 
By 二 Sc.B fina = 2 CeB aana 
而 
有 B >) Cem 
可 以 看 出 ,如 能 找到 C, ,使 满足 
之 C。 Bs, = BC。 (4. 3. 36) 
则 我 们 的 目的 就 达到 了 . 上 式 可 改写 


> 一 B'3v)C. =0 (4. 3. 37) 
这 是 C。 的 线性 齐 次 代数 方程， 有 非 平 良 解 的 充 要 条 件 是 
det | Bu, —B’5 |=0 (4. 3. 38) 


左边 是 f, Xf, 行列 式 , 上 式 是 B' 的 f, 次 短 代 数 方程 . 由 于 t=B6 , 即 Bj, 二 Bz， 
可 以 证 明 @ 此 f, 次 代数 方程 的 根 是 存在 的 . 这 f, 个 根 分 别 记 为 Bs(B=1,2,…， 
fr). 设 Bp 无 重 根 ,分 别 用 每 一 个 根 Be 代入 式 (4. 3. 37), 求 出 一 组 解 Ca (a 二 1,2， 
.…, 户 ), 即 相应 的 波 函数 记 为 pp 


fn 
bp = > Cem (4. 3. 39) 
a=1 
这 样 的 波 函 数 gp 共有 万 个 (8 一 1,2，… ， fn) ,满足 
A gn 了 Angnp 
Bps=Bgwa (B=1,2,,f,) (4. 3. 40) 


pa 即 是 我 们 要 找 的 A 与 B 的 共同 本 征 态 . 


@ 参阅 E. Wigner,Group Theory and its Applications to the Quantum Mechanics of Atomic Spectra， 
1959., 


。 141 ， 


如 Bs。 有 重 根 , 则 简 并 尚未 完全 解除 . 此 时 可 以 找寻 与 A 各 都 对 易 的 另外 
的 力学 量 C ,…, 求 (人 A ,B,C ,…) 的 共同 本 征 态 ,直到 简 并 态 完 全 标记 清楚 为 止 . 
4.3.4 对 易 力 学 量 完全 集 


设 有 一 组 彼此 独立 而 且 互 相对 易 的 厄 米 算 符 A CA ,全 ,…) ,它们 的 共同 本 征 
态 记 为 so 设 给 定 一 一 组 量子 数 之 后 ， 


Se 


从 


set oi ee oe he 记 为 CSCO) ee . ,习惯 
称 为 对 易 力 学 量 完全 集 ,或 简称 为 力学 量 完全 集 . 对 易 力 学 量 完全 集 的 概念 与 体系 
的 一 个 量子 态 的 制备 密切 相关 ， 

按照 态 伙 加 原理 ,体系 的 任何 一 个 状态 y 均 可 用 y, 来 展开 


$= Pap (4. 3. 41) 


利用 只 的 正 交 归 一 性 ,上 式 中 的 展开 系数 0 一 ( 炭 , 力 可 确切 定 出 . | co.| 表示 在 y 
态 下 ,测量 力学 量 A 得 到 A 值 的 概率 . 这 是 波 函 数 的 统计 诠释 的 最 一 般 的 表述 . (这 


里 假定 量子 数 a, 或 力学 量 A. 不 连续 变化 . 若 a 连 续 变化 , 则 3) 一 | dx ,而 相应 的 展 


开 系 数 的 模 方 代表 概率 密度 . 例如 ,坐标 表象 和 动量 表象 的 展开 , 即 属 此 情况 . ) 

如 体系 的 Hamilton 量 不 含 时 间 上 3 五 /3 一 0) , 则 互 为 守恒 量 ( 见 5.1 节 ). 在 
此 情况 下 ,如 对 易 力 学 量 完全 集中 包含 有 体系 的 Hamilton 量 , 则 完全 集中 各 力学 
量 都 是 守恒 量 ( 见 5. 1 节 ), 这 种 完全 集 又 称 为 对 易 守 恒 量 完全 集 (a complete set 


of commuting conserved observables , 简 记 为 CSCCO. ) 包 括 五 在 内 的 守恒 量 完 全 
集 的 共同 本 征 态 , 当然 是 定 态 , 所 相应 的 量子 数 都 称 为 好 量子 数 . 在 这 种 展开 中 (无 
论 多 是 什么 态 ) ,|a。|: 是 不 随时 间 改 变 的 ( 详 见 5. 1 节 )， 


例 1 一 维 谐振 子 , Hamilton 量 (能 量 ) 本 身 就 构成 力学 量 完全 集 . 能 量 本 征 函 数 yx) ,一 
0,1,2,…, 构 成 一 个 正 交 归 一 完备 函数 组 ,一 维 谐振 子 的 任何 一 个 态 均 可 用 它们 来 展开 . 
Wz) = Pang (z) (4. 3. 42) 


® P.A.M.Dirac,The Principles of Quantum Mechanics, (Oxford University Press, 1958), “Let us de- 
fine a complete set of commuting observables to be a set of observables which all commute with one another 
and for which there is only one simultaneous eigenstate belonging to any set of eigenvalues. ” 
C. Cohen-Tanoudji, et al. , Quantum Mechanics ,vol. 1,p. 144,“By definition, a set of observables A,B,C,** is 
called a complete set of commuting observables if (i) all the observables A,B,C,… commute by pairs, (ii) 
specifying the eigenvalues of all the observables A,B,C,… determines a unigue (to within a multiplicative 
factor) common eigenvector. ”it is generally understood that one is confind to ‘minimal’” set, that is， 
those cease to be complete when any one of the observables is omitted. ”还 可 以 参阅 A. Messiah, Quanium 
Mechanics ,vol，1，p. 202~204，273 的 表述 . 
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la,.1? 代表 yy 态 下 测 得 粒子 能 量 为 E, 的 概率 . 
例 2 一 维 运动 粒子 ,动量 本 征 态 (平面 波 ) 为 J (z) ~er*. 按照 数学 上 Fourier 展开 定理 , 任 
何 一 个 平方 可 积 波 函 数 均 可 用 它们 展开 (参见 A. Messiah, Quantwn Mechanics, vol. 1, p. 183) 
二 co 
Wz) = tm)| pe dp (4. 3. 43) 


因此 ,动量 就 构成 一 维 粒子 的 一 个 力学 量 完全 集 . 对 于 三 维 粒子 , 则 动量 的 三 个 分 量 (p; ,p, , p:) 
构成 一 组 对 易 力 学 量 完全 集 . 同样 ,坐标 的 三 个 分 量 (z,y,z) 也 构成 一 组 对 易 力 学 量 完全 集 . 


关于 CSCO ,再 做 几 点 说 明 : 

(1) CSCO 是 限于 最 小 集合 , 即 从 集合 中 抽出 任何 一 个 可 观测 量 后 ,就 不 再 构 
成 体系 的 CSCO, 所 以 要 求 CSCO 中 各 观测 量 是 函数 独立 的 . 

(2) 一 个 给 定 体系 的 CSCO 中 ,可 观测 量 的 数目 一 般 等 于 体系 自由 度 的 数目 ， 
但 也 可 以 大 于 体系 自由 度 的 数目 ( 见 下 列 练习 1. 2. ) 

(3) 一 个 给 定 体系 往往 可 以 找到 多 个 CSCO, 或 CSCCO. 在 处 理 具体 问题 时 ， 
应 视 其 侧重 点 来 进行 选择 . 一 个 CSCCO 的 成 员 的 选择 ,涉及 体系 的 对 称 性 . 


练习 1 对 于 一 维 自由 粒子 , Pi 一 一 计 区 是 否 构成 一 个 CSCO? ( 见 4.2 节 , 例 3). 人生 = 
起 欠 可否 选 为 一 个 CSCO? ( 见 4.2 节 , 例 4.) 

定义 空间 反射 算 符 ,yz)= 二 J 一 z). 显然 ,Py(z)=Py( 一 zx) 二 YKz), 所 以 名 ==1. 因 
而 的 本 征 值 为 士 1, 相 应 的 本 征 态 分 别称 为 偶 宇 称 态 和 奇 字 称 态 . 对 于 一 维 自由 粒子 ,可 否 取 
( 熏 , ) 为 一 个 CSCO? 如 果 可 以 , 试 写 出 其 共同 本 征 态 . 

练习 2 ”对 于 平面 转子 ,可 否 选 ,二 一 法 Ep CSCO? ( 见 4.2 节 , 例 才 .可 否 选 全 = 


条 部 为 -个 CSCO? ( 见 4.2 节 , 例 罗 .可否 选 (从 , 色 ) 为 一 个 CSCOY 这 里 名 是 在 zy 平面 中 


对 z 轴 的 镜 象 反射 算 符 , Py(g) 二 J 一 9 ;或 PyCz,W =Iz,—»). 可 以 证 明 b, 的 本 征 值 为 土 1. 
练习 3 对 于 三 维 自由 粒子 ,从 一起.( 贷 十 铝 十 贷 ), 生 是 否 构成 一 个 CSCO? (A。, 台 ,， 


分.) 是 否 构成 一 个 CSCO? (全 ,全 ,个 .) 可 否 选 为 一 个 CSCO? ( 见 4.3.2 节 ). (zy,z) 可 否 选 为 
一 个 CSCO? 如 果 可 以 , 写 出 它们 的 共同 本 征 态 . (zx,y,,) 可 否 选 为 一 个 CSCO? 如 果 可 以 , 写 
出 它们 的 共同 本 征 态 . 


用 一 组 彼此 对 易 的 力学 量 完全 集 的 共同 本 征 函 数 来 展开 ,在 数学 上 涉及 完备 
性 问题 . 这 是 一 个 颇 为 复杂 的 问题 0. 李 振 道 9 曾经 给 出 关于 本 征 态 的 完备 性 的 一 


@ 例如 ,参见 A. Messiah, Quantum Mechanics ,vol. 1, p188. 
@ 李 政 道 ,《 场 论 与 粒子 物理 学 1. 3 节 ,( 科 学 出 版 社 ,北京 ,1980. ) 
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个 重要 的 定理 ,详细 证 明 见 李 振 道 的 书 )， 

定理 : 设 仓 为 体系 的 一 个 厄 米 算 符 ,对 于 体系 的 任 一 态 y,(y, 认 yp)/(y,y) 有 
下 界 ( 即 总 是 大 于 某 一 个 固定 的 数 c) ,但 无 上 界 , 则 和 的 本 征 态 的 集合 ,构成 体系 
的 态 空间 中 的 一 个 完备 集 , 即 体系 的 任何 一 个 量子 态 都 可 以 用 这 一 组 本 征 态 完全 
集 来 展开 . 

这 里 有 两 点 值得 提 到 : (a) 自然界 中 真实 存在 的 物理 体系 的 Hamilton 量 算 符 


让 都 应 为 厄 米 算 符 ( 保 证 所 有 能 量 本 征 值 为 实 ) ,并 且 应 有 下 界 ( 能 量 无 下 界 是 不 
合理 的 ,在 自然 界 中 未 发 现 这 种 情况 ). 因此 ,体系 的 任 一 量子 态 总 可 以 放心 地 用 包 


含 个 在 内 的 一 个 CSCCO 的 共同 本 征 态 完全 集 来 展开 . (b) 在 个 本 征 值 有 简 并 的 


情况 下 ,对 于 给 定 能 量 本 征 值 ,本 征 态 尚未 确定 ,此 时 需要 用 包含 Hamilton 量 人 
在 内 的 一 个 CSCCO, 根 据 它们 的 本 征 值 把 本 征 态 完全 确定 下 来 ,以 便于 对 任何 量 
子 态 进 行 确切 的 展开 . 


* 最 后 证 明 一 下 4. 3. 1 节 中 一 个 定理 之 逆 . 

在 4. 3.1 节 中 已 提 到 , 若 两 个 力学 量 彼此 对 易 , 则 可 以 找 出 它们 的 共同 本 征 函 数 . 反 过 来 ， 
可 以 证 明 ,车 全 与 各 具有 共同 本 征 态 , 即 信 4。 一 Ay ,全 yo 一 Bp ,而 且 如 构成 体系 状态 的 
完备 集 , 则 [A, 台 ] 一 0. (参见 4. 3.1 节 ,思考 题 1) 

证 明 因为 加 构成 完备 组 ,所 以 体系 的 任意 状态 均 可 用 它们 来 展开 

多 一 -之 cu 
因此 2 
(AB 本 2 en (4,B， 一 BA 同一 0 
一 人 A 


由 于 y 是 任意 态 ,因此 要 求 A A ==0, 即 


[A,8]=0 
4.3.5 量子 力学 中 力学 量 用 厄 米 算 符 表 达 


在 第 2 章 中 我 们 已 指出 ,如 直接 用 坐标 表象 中 的 波 函 数 来 计算 动量 的 平均 值 ， 
考虑 到 粒子 的 波动 性 ,动量 不 能 表示 成 坐标 的 函数 , 而 只 能 表示 成 梯度 算 符 的 形 
式 . 同样 ,在 Schrodinger 方程 中 ,动能 也 换 成 了 Laplace 算 子 . 在 本 章 中 ,我 们 系统 
地 讨论 了 力学 量 和 相应 算 符 之 间 的 密切 关系 . 与 Schr6dinger 方程 是 量子 力学 的 

一 个 基本 假定 一 je 量子 体系 有 人 也 


ee 
ee +» 。 


ss 0 。 9 。 +。 ee 0。 0 ©。 。 。 。 。 +» 


@ 例如 ,参见 A. Messiah, Quantum Mechanics ,vol. 1,p. 162. 
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(1) 在 给 定 状态 人 A 的 平均 值 由 下 式 确定 : 
= (gy,AD/(g,D 
(2) 0 4, 它 的 可 能 取 值 A 就 是 算 符 人 的 某 一 个 本 征 
值 . 由 于 力学 量 观测 值 总 是 实数 ,所 以 要 求 相应 的 算 符 为 厄 米 算 符 . 
(3) 力学 量 之 间 关系 也 通过 相应 的 算 符 之 间 的 关系 反映 出 来 . 例如 ,两 个 力学 
量 A 与 B, 在 一 般 情况 下 ,可 以 同时 具有 确定 的 观测 值 的 必要 条 件 为 [A ,6]=0. 


反之 ,车 [全 ,名 ]z20, 则 一 般 说 来 ,力学 量 A 与 B 不 能 同时 具有 确定 的 观测 值 。 
特别 是 对 于 瑟 不 显 仿 i 的 体系 ,一 个 力学 量 A 是 否 是 守恒 量 ,可 以 根据 A 与 


认 是 否 对 易 来 判断 ( 见 5.1 节 )、 


4.4 连续 谱 本 征 函 数 的 “ 归 一 化 ” 
4. 4.1 连续 谱 本 征 函 数 是 不 能 归 一 化 的 


量子 力学 体系 最 重要 的 几 个 力学 量 是 :动量 ,位 置 , 角 动量 ,动能 及 能 量 , 其 中 
位 置 ,动量 以 及 动能 的 取 值 ( 本 征 值 ) 是 连续 变化 的 , 角 动 量 的 取 值 是 不 连续 的 ,而 
能 量 的 本 征 值 则 常常 兼 而 有 之 , 视 具 体 情况 ( 边 条 件 ) 而 定 . 在 下 面 我 们 将 看 到 , 连 
续 谱 的 本 征 函 数 是 不 能 归 一 化 的 0%. 


® 。®。 0 。0 0 0 0 。0 0 so 。 。 ® 


以 动量 本 征 态 为 例 ,本 征 值 为 p 的 动量 本 征 函 数 , 即 平 面 波 (一 维 情况 ) i 


gp Cz) = Ce (4. 4. 1) 
Pp 可 以 取 ( 一 0o, 十 2) 中 连续 变化 的 一 切实 数值 ( 见 4. 2 节 , 例 3). 不 难看 出 
| lg lar = cl ar=% (4. 4. 2) 


即 ys 是 不 能 归 一 化 的 . 这 个 结论 是 容易 理解 的 . 因 在 平面 波 式 (4. 4. 1) 描 述 的 状态 
下 ,概率 密度 为 常数 , 即 粒子 在 空间 各 点 的 相对 概率 是 相同 的 . 在 (z,z 十 dz) 范 围 
中 找到 粒子 的 概率 cc |y, (zx)|*dz 二 1C|?dzxccdzx. 只 要 |C| 关 0, 则 在 全 空间 找到 粒 


”相应 于 连续 谱 的 本 征 函数 是 不 能 归 一 化 的 ( 即 非 平方 可 积 ) ,严格 言 之 ,它们 都 在 Hilbert 空间 之 外 ， 
但 量子 力学 中 仍然 广泛 使 用 连续 谱 的 本 征 态 作 为 基 矢 来 展开 . 从 波 函 数 的 统计 诠释 来 看 ,我们 可 以 把 条 件 放 
多 一 此, 有 不 一 定 要 求 本 全 类 玉 可 各, 而 失 柬 任何 平 可 各 寺村 与 们 "各" 昌 有 了 人 
可 ,这 不 会 对 统计 诠释 造成 困难 . 例如 ,一 维 粒子 的 动量 本 征 态 yy (zx) -万 “PGipz/ 各 是 不 能 归 一 一 化 的 ,但 
按照 Fourier 积分 理论 ,任何 平方 可 积 函 数 %z) 均 可 用 yp (x) 展开 


Wz) = |dpp lp)yo 2) = [dpp(p) 


1 exp(iprz /t) 


V2 
|gCp)1? 代表 动量 分 布 密度 ,pC(p) 由 逆 变 换 给 出 , 即 
pCp) = |dzy(z) 六 izp /AD 


参见 A. Messiah, Quantum Mechanics, vol. 1, p. 183~185, 249~250. 
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子 的 概率 ,必定 是 无 穷 大 ， 

当然 ,在 任何 实际 问题 中 出 现 的 波 函 数 ,都 不 会 是 严格 的 平面 波 , 而 是 某 种 形 
式 的 波 包 , 它 只 在 空间 某 有 限 区 域 中 不 为 0, 因为 粒子 总 是 存在 于 一 定 空间 范围 
中 ,例如 ,在 实验 室 仪器 的 四 壁 之 内 . 这 种 波 包 可 以 视 为 许多 平面 波 的 全 加 ,并 不 存 
在 归 一 化 的 困难 . 但 如 果 这 个 波 包 的 广 延 比 所 讨论 问题 的 特征 长 度 大 得 多 ,而 所 描 
述 的 粒子 在 此 空间 很 大 范围 中 各 点 的 概率 密度 相同 , 则 不 妨 用 平面 波 来 描述 其 状 
态 . (对 于 概率 分 布 来 说 ,要 紧 的 是 相对 概率 分 布 ,平面 波 无 非 是 描述 粒子 在 空间 各 
点 相对 概率 都 相同 而 已 . ) 这 在 数学 处 理 上 将 是 极 方便 的 ,但 同时 也 带 来 了 归 一 化 
的 困难 . 


4.4.2 8 项 数 


为 解决 连续 谱 本 征 函 数 的 “ 归 一 化 ?问题 , 如 在 数学 上 不 过 分 要 求 严格 ,引用 
Dirac 的 8$ 函数 是 十 分 方便 的 @. 关于 8 函数 性 质 的 较 仔细 的 讨论 , 见 附录 二 . 
6 函数 定义 为 
0， X30 
(XC— xo) -1 (4. 4. 3) 


co， 工 一 Xo 
zxote 十 co 
| i | sz 一 zo)dz ee 
或 者 等 效 地 表述 为 ,对 于 在 z 一 zo 附近 连续 的 任何 消 数 f(z), 有 
fz) =| FasCz 一 za)dz (4.4.4) 


这 样 , 例 如 处 理 动 量 本 征 态 (平面 波 ) 的 “ 归 一 化 ”, 就 可 以 方便 地 用 8$ 函数 来 表示 . 
按 Fourier 积分 公式 ,对 于 分 段 连续 函数 f(x)， 


f(zxo) = 二 | dz| df (Xx) ero) (4. 4. 5) 
与 8 函数 定义 式 (4. 4. 4) 比较, 可 知 
3(z 一 mw) 下 | det" (4. 4. 6) 
因此 , 若 取 动量 本 征 态 为 
gy (7) -Pp /A (4.4.7) 


则 
(gy gr) = zz |expLiCp —p)zx/ildr=5p —p) (4.4.8) 


@ 5 函数 并 不 是 通常 意义 下 的 孔 数 ,而 是 描述 一 种 分 布 . 它 的 严格 处 理 ,涉及 分 布 理 论 (distribution 
theory) ,在 A. Messiah, Quantum Mechanics ,vol. 1, Appendix A 中 有 简略 论述 . 
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位 置 本 征 态 的 “ 归 一 化 ”问题 也 可 类 似 处 理 . 按照 $ 函数 性 质 [附录 二 , 式 
(A2. 24)] 
(z 一 必 )8(Cz 一 必 ) 一 0 


即 
. XX—7x) = x dr— zr) (4. 4. 9) 
因此 ,3(z 一 z) 是 位 置 z 的 本 征 态 ( 本 征 值 为 x), 记 为 
fr (Xx) = Hr—7x) = dx’ — 7) (4. 4. 10) 


利用 $ 函数 性 质 ,位 置 本 征 态 的 正 交 “ 归 一 性 ?表示 为 
(gerge) = 3 — DHL Dd) (441) 
而 任何 波 函 数 可 以 展开 为 
$7) = | wzD8(z 一 dz C4. 4. 12) 


“展开 系数 ”为 
VCz ) = (d(x’ — zx) ,yz)) 
而 |yCx ) |? 代表 粒子 位 置 概率 分 布 密度 . 


4.4.3 箱 归 一 化 
平面 波 的 “ 归 一 化 ”问题 ,还 可 以 采用 数学 上 传统 的 做 法 . 先 假定 粒子 局 限于 有 
限 范围 [一 L/2,L/2] 中 运动 ,最 后 才 让 Loo. 为 保证 动量 算 符 .一 一 法 芝 在 此 


范围 内 为 厄 米 算 符 , 要 求 波 函数 满足 周期 性 边 条 件 0. 动量 本 征 态 为 
Jy (x) cc explip'z /#) (4. 4. 13) 
根据 周期 性 边 条 件 


@” 按 厄 米 算 符 定义 ,对 于 任何 波 函 数 yy 与 pg, 要 求 


jp? 二 2Rvdr+| 0 ( 计 吕 yar 一 0 
即 
让 L/2 


L/2 9 下 > 
| (pg*" Pdr = py 


_L/2 3 = 


—L/2 


所 以 
Gp* (L/L/2) 一 0* (一 L/2)W 一 L/2) 一 0 
即 对 于 任意 pg 和 y, 要 求 
9p*(L/2)9* (一 L/2) = J( 一 L/2)/y(L/2) = 常数 

这 样 就 要 求 任意 波 函 数 yy 满足 

VV 一 L/2)/y《L/2) = exp(ia) (a 实数 ) 
相 因 子 a 一 经 取 定 , 则 对 所 有 波 函 数 均 同 . 

对 p' 二 0 的 动量 本 征 态 VCz)<* 常 数 来 看 ,要 求 a 二 0, 所 以 
WK 一 L/2) = WL/2)》 (周期 性 边 条 件 )》 
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ps (一 /2) = ypy (L/2) 


所 以 
exp(— ipL /2f) = exp(ipL /2#) 
即 
exp(ipL/#) = 1 
或 
sin(pL/#) = 0， cos(pL/#) = 1 
所 以 
pL/f = 2nxn, n= 二 0, 土 1, 土 2,*… (4. 4. 14) 
即 
一 一 人 村 一 分 Ca 
可 以 看 出 ,此 时 动量 取 值 是 不 连续 的 . 与 p， 2 
加 CT) 一 新 expCipwz /和 D) 一 示 expG2mr/D) (4. 4. 16) 
读者 可 以 验证 一 下 ， i ee 一 化 的 , 即 
i (Zz) fp, (XT) dz = Sm (4. 4. 17) 
利用 如 (z) ,8$ 函数 可 以 表示 成 [参看 附录 二 , 式 (A2. 32)] 
十 eco 
(zz 一 二 ) 一 二 >， exp[i2nx(z— zx)/L] (4. 4. 18) 
当 L->co， 


At 一 prm—pr— 盖 0 
即 动量 本 征 值 将 趋 于 连续 变化 , 把 
h 
Lu 


十 co 二 万 十 co we 
Ap = ee 罗 ， 
或 
十 co L -Hee 
| 


因此 , 式 (4. 4. 18) 趋 于 


5Cr— x) 一 远 | dpexp[ ip(zx— zx )/f] 一 过 |- dkexp[ ik(x— x )] 


(4. 4. 19) 
与 式 (4. 4. 6) 相 同 . 在 处 理 具体 问题 时 , 若 要 避免 平面 波 的 “ 归 一 化 ”的 困扰 , 则 可 以 
用 正 交 归 一 化 的 波 函数 J,(z) 进 行 计算 ,而 在 最 后 的 结果 中 才 让 Lc. 
推广 到 三 维 情况 , 归 一 化 的 波 函 数 为 (Y 一 万) 
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yr (7) = 启 empGp 。r/) (4. 4. 20) 


其 中 


/ kh 4 sh 人 eA 
PI py LIL’ pz EE 
n,lsm 一 0， 1; 士 2,… 


它们 也 具有 正 交 归 一 性 
|, gr (fy (dx = Sp’p’ pp Opp’ (4. 4. 21) 


而 $ 函数 可 如 下 构成 
dr—r )=6(z—zx)dy—y) de—z) 


十 ce 
= 交 2 exp{li2x[n(z—z)+ly—y) +m(z—z)]/L)} (4. 4. 22) 
当 L>co,pz、py、p 将 连续 变化 ,hs/L3 一 dp'.dp’dp'， 


eo 3 ftee 。，， 
n p23 加 7 
‘这 表明 相 空 间 一 个 体积 元 相当 于 有 一 个 量子 态 . ) 于 是 式 (4.4. 22) 化 为 
3Gr—r) = 二 | dp'exp[ip 一 /和 (4. 4. 23) 
习 题 


4.1 证 明 F(p) 二 Dap (CA, 实数 ) 是 厄 米 算 符 . 


4.2 证 明 3\ A 训 2 二 下 扣 )》 (A 实数 ) 是 厄 米 算 符 . 


nm=0 


4.3 设 [g,pj== 寺 , f(gq) 是 gq 的 可 微 函数 ,证 明 
(1) [gq,p? f=2iipf 
(2) [gq, pfp]=i(fp+pf) 
(3) Lg, fp? ]=2iifp 


(9) [pyr 有 = 志 prf 
(5) [p,pfp]=Epf 'p 


(6) [pz] 一 得 太 Op 


4.4 设 算 符 A 和 B 与 它们 的 对 易 式 [A,B] 都 对 易 , 证 明 
[A,B"|] = nB™![A,B] 
[A",B] = nA™[A,B] 
4.5 证 明 


nm 
[A,B"] = >)B[A,B]Br 一 
5 一 0 
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并 由 此 证 明 
[g,p"] = nifp”™! 
q、p 是 一 维 体系 的 正则 坐标 及 相应 的 正则 动量 . 
4.6 设 Flz, 放 是 x 和 px 0 


aF 
Lp,F] = 二 Ee 
整 函数 是 指 F(x,p) 可 以 展开 成 


和 3 
F(x,p) = >) (DOFz?p?) 
mn k,l=]1 


[zi;F] 一 法 六 


CF 是 数值 系数 
4.7 证 明 lim 二 过 一 (4A,B)} 

其 中 4A(Cp,g) Bp， 0 是 四 典 正则 二 2 和 举 标 g 的 丽 数 ,上 式 左边 是 相应 的 算 符 
4.8 证 明 当 z> 土 co 时 着 2-y 并 不 趋 于 0, 则 (去 孔 ) ”不 一 定 是 厄 米 算 符 . 


4.9 设 力学 量 A 满足 的 最 简单 的 代数 方程 为 
FA) = 外 +TC 人 +TC 人 :二 …+C=0 
Cs 、….C, 是 常 系数 .证 明 A 有 个 本 征 值 ,它们 都 是 f(z)==0 的 根 . 
参阅 P. A. MM. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics ,4th ed. , Oxford University 
Press,1958, § 9. 
4.10 ”定义 反对 易 式 [A,Bj+ = 二 AB 十 BA, 证 明 
LAB ,C] = ALB,C] 一 [A,C] B 
[A,BC] = [A,B]: C— BLA,C]: 
并 与 下 列 二 式 比较 
[AB,C] = AL[B,C] 十 [A,C]B 
[A,BC] = [A, BIC+ BLA,C] 
上 列 代数 恒等式 在 计算 Fermi 子 算 符 的 对 易 式 时 极为 有 用 . 
4.11 设 4.B、C 为 矢量 算 符 ,4 的 直角 坐标 分 量 记 为 A。 ,a 二 1.2、3, 其 余 类 推 . 4、B 的 标 积 
和 矢 积 定义 为 
A.B= DAB,, (4AXB)， 一 >)edrA.Bp 
ep 为 LeviCivita 符号 .试验 证 
‘(BXO = (AXB).C= DmA aBgCy 


[AX (BXO],=A. (BC) 一 “(A 。 B)C, 
[CAXB)XC],=A. (BO)—AB.O 
4.12 设 4.B 为 矢量 算 符 , 为 标量 算 符 ,证 明 
[F,A.B]=[F,A]. B++A.[F,B] 
[F,AXB]= [F,A]XB+AX [EF,B] 
4.13 设 下 是 由 r 与 p 构成 的 标量 算 符 ,证 明 


[7， 由 一 入 和 Xp 一 订 X 守 二 
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4. 14 


证 明 
pXIl+IlX p= 2ifp 
ii(pXI—I1xp) = [rE,p] 


证 明 
re =[。*r=0, p*[l=l.p=0 
(IXp)*p=0, p*(pXD=0 
(pXD .p= 2ifp’, p* (IXxp) = 2ifp’ 
(pXD .iI=0, 1。 (IXp)=0 
(IXp)* i=0, Il.(pXD=0 
pX(IXp)=—(IxXpxXp=Ep 
证 明 
2 1 21 9 可 ea 2 9 2 
[ 庆 寺 |= 头 二 之， [p77] 一 一 依 r 总 一 的 
9: 2 也 | 一 I 
[Lp ,r] = 2ifip， [z , 工 |= 2 (二 了 ar 


定义 径 向 动量 算 符 p, 一 专 ( 二 rp 十 p。r 二 ) ,证 明 
(1) pr 三 加 

(2) p. 一 一 法 ( 闻 十 士 ) 
(3) [7, pj 二 读 


a 
(0) 六 = 一 六 (3 十条) 二 一 六 广 放 


Par gr 
证 明 
EE=rp—(re piir.p 
二 lp_n/o 23 
A te 
证 明 
Pl 
(IXp := 
r el 9 
"(XP = 2 
r La 
XUXPDT(UXp)X 一 二 2 读 一 
证 明 


(IXpY?” = (pxXD?:=—(XxXp). (pxXD=Ep 
—(pXD. (IXp)= Ep 十 4 不 力 ? 
(XpP) XxX (x p) =— ifl? pp? 
利用 不 确定 度 关系 估计 谐振 子 的 基态 能 量 . 


利用 不 确定 度 关系 估计 类 和 氨 原 子 中 电子 的 基态 能 量 ( 设 原 子 核 带电 十 Ze). 
质量 为 m 的 粒子 在 势 场 V(7) 二 一 A/m (>0) 中 运动 ,试用 不 确定 度 关系 估算 其 基 


4. 24 在 一 维 对 称 势 阱 中 ,粒子 至 少 存在 一 个 束缚 态 ( 见 3. 2 节 ). 在 给 定 势 阱 深度 Vo 情况 
下 , 减 小 势 阱 宽度 a, 使 < 中 /mVo. 粒子 动量 不 确定 度 Ap< wmV ,而 位 置 不 确定 度 Az<xa， 
因此 ,下 列 关 系 式 似 平成 立 :Az，Ap 守 VmWo a 大 ,这 似 与 不 确定 度 关系 有 矛盾 . 以 上 论证 的 错 
误 何在 ? 

4.25 证 明 在 不 连续 谱 的 能 量 本 征 态 下 ,动量 平均 值 为 0. 

4.26 证 明 对 于 任何 两 个 量子 态 y 及 9, 满足 下 面 Schwarz 不 等 式 : 

OE NAO IC)} 
4.27 设 互 为 正定 的 厄 米 算 符 ,* 与 ”为 二 任意 态 , 证 明 
| (zy Bo) |? < Cu, Hu) (vw, Hv) 
4. 28 求证 力学 量 z 与 FC(p;) 的 不 确定 度 关系 


MADE .TAR 之 去 | 下 


4. 29 求证 在 人 的 本 征 态 下 ,1 一 7, ==0. 

提示 :利用 人 一 2 人 = 法 人 ,两 边 求 平均 值 . 

4.30 设 粒子 处 于 Y7 (9,g) 状 态 ,求人 AE 及 AE. 

管 :AL2 = 二 AE = 二 [CU 十 1) 一 m2 ] 直 /2 

4. 31 设 体系 处 于 /天 oa 如 十 2 态 , 求 (a) 1 的 可 能 测 值 及 平均 值 ; (b)E 的 可 能 测 值 及 
相应 的 概率 ;(c)1 及 i, 的 可 能 测 值 . 

答 : 设 % 已 归 一 化 , 即 lal: 十 |c | 一 1, 则 (a)2 的 可 能 测 值 为 志 与 0, 相应 的 概率 分 别 为 
la 与 |cz 17, 而 和 =| 128;(Cb)P 的 可 能 测 值 为 2 起 (7 一 1) 与 6 大 (1 二 2) ,相应 的 概率 分 别 为 
lal? 与 |cz1?;(c)1.(7,) 的 可 能 测 值 为 0, 土 ,十 4;, 相 应 的 概率 分 别 为 


言 lal?+ 卫 lol， 于 lal2， 辣 lal 


4. 32 求证 在 7 的 本 征 态 下 , 角 动 量 沿 与 z 轴 成 9 角 的 方向 上 的 分 量 的 平均 值 为 mcosb. 
4. 33 ， 设 属于 某 能 级 已 有 三 个 简 并 态 (由 ,gr ,如 ) ,彼此 线性 无 关 , 但 不 正 交 . 试 找 出 三 个 彼 
此 正 交 归 一 化 的 波 函 数 . 它们 是 否 还 简 并 ? 


答 : 例 如 , 取 页 一 由 W (四 ,办 》 
fi=p— hg), b=fo/ Vf fe) 
f=p— ph) pp) =f/ VD 
4.34 设 是 一 个 小 量 , 算 符 从 之 道 A-: 存 在 ,求证 
(全 一 诊 计 = 全 十 1 人 人 人 十 22 人 个 全 全 全 十. 
4.35 设 算 符 A (各 依赖 于 一 个 连续 变化 的 参数 6, 它 对 & 的 导数 定义 为 
A -四 人 Et 一 人 


证 明 (1) 设 全 ( 旨 与 个 (9 对 8 可 导 , 则 
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(2) 设 A 之 道 存在 ,全 对 8 可 导 , 则 
d 入- A dA 人 
EE 1 a A 1 dA 1 
(3) 
d .人 . 公 .人 
EPCiO © = iO exp(iO0 8) 
4.36 设 人 为 无 量 纲 算 符 ,上 与 7 为 参量 . 定义 
_ exp(éA ) = 2 A 
证 明 (1) 
是 exp(eA ) 一 从 exp(eA ) 一 exp(éA ) A 
(2) 
exp[(& 十 A] = exp(éA ) .exp(nA ) 
4. 37 ”给 定 算 符 A、8B, 令 C= 和 ,C==[A, 台 ],C,=[A ,C1]=[A ,[A ,全 习 ,…, 证 明 
和 区 


吝 
dl 
心 
CC 
D> 
Lg 
! 
| 
Ng 
=| 
o> 


f0) = eh Be 
按 震级 数 展开 ,然后 令 一 1 


4.38 设 入 与 各 不 对 易 , 令 C=[A,], 设 与 A 和 台 都 对 易 , 即 [A,C]=0,[ 台 ， 
C]=0. 证 明 
[A ,Br] = nC fr 
[ 信 ,o 全 ] = MCea (为 参数 ) 
特例 


[A a = Ce 
[A ,fcB)] = 人 Fr 全) 
f(z) 是 可 以 表示 成 zx 正 宪 级 数 展开 的 函数 . 
4.39 同上 题 , 证 明 公 式 ， 
e+ 全 一 e 个 
更 一 般 形式 
(从 + 介 ) 一 个 eA cr 人 一 全 A 2 他 (4 为 参数 ) 
4.40 设 口 为 叉 正 算 符 , 证 明 : 
(1) U 可 以 分 解 为 


U=A+iB, 4= 斑 CU+ 二 U)， B= 
4 十 防 =1， ”而 有 [A,B]=0 


(2) 进一步 证 明 U 可 以 表示 为 U=exp(iB) ,五 为 厄 米 算 符 . 
提示 :由 于 [A,Bj]=0, 可 以 找 它 们 的 共同 本 征 函 数 . 


+t 
2 (U —U) 
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第 5 章 力学 量 随时 间 的 演化 与 对 称 性 


5.1 力学 量 随时 间 的 演化 
$5.1.1 守恒 量 


量子 力学 中 力学 量 随时 间 演 化 的 问题 ,与 经 典 力学 有 所 不 同 . 经 典 力学 中 ,处 
于 一 定 状态 下 的 体系 的 每 一 个 力学 量 A, 作 为 时 间 的 函数 ,在 每 一 时 刻 都 具有 一 个 
确定 值 . 量子 力学 中 ,处 于 量子 态 少 下 的 体系 ,在 每 一 时 刻 ,并 不 是 所 有 力学 量 都 具 
有 确定 值 ,一 般 说 来 ,一 个 力学 量 的 观测 值 只 具有 确定 的 概率 分 布 和 平均 值 

先 讨论 力学 量 平均 值 如 何 随时 间 改 变 . 力学 量 A 的 平均 值 为 [ 设 YW) 已 归 一 
化 ] 


A(CbD = (CO Ag)) (5. 1. 1) 
所 以 
dA/,、_ /9 9 aA 
0= (HW) (AF) (p30) 
利用 Schr6dinger 方程 


法 Sy 一 Hy (5.1. 2) 
和 五 的 厄 米 性 ,得 
问 9=-( 竺 地 + (bwA 党 + (1 
= pHAD) + 让 (WAHY) + (yy) 
二 二 (pLA, HID Si CA )= 二 [A,HI+ 狗 (5. 1. 3) 


如 A 不 显 含 :《 以 下 如 不 特别 声明 ,都 是 指 这 种 力学 量 ), 即 区 一 0, 则 


I 
5 一 填 [ 芭 ,可 (5. 1. 4) 


此 即 Ehrenfest 关系 
如 A 与 时 对 易 
[A,H]=0 (5. 1. 5) 


@ 参阅 C. W. Wong,Am. J. Phys. ,64(1996),792. 
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则 


dd 
se (5. 1. 6) 


即 这 种 力学 ys ites Ms 人 0 人 


选择 包括 百 和 人 人 人 其 共同 本 征 态 由 
凡 (& 是 一 组 完备 的 量子 数 的 简 记 ) , 即 


万 大 一 Pr， Ay: = A (5. 1.7) 
这 样 ,体系 的 任何 一 态 yz) 均 可 用 y 展开 
yD = ParDg, alt) = (gg2)) (5. 1. 8) 
k 


在 y(t) 态 下 ,在 t 时 刻 测量 A 得 Ai 的 概率 2 为 |a(2) |, 而 
5 | az 人 用 一 (从 jos 十 复 共 纯 项 一 (0 ,yr ) (gr ,yD) 十 复 共 亏 项 


(By ,大 (办 ,J(t)) 十 复 共 斩 项 
人 二 (YD , Hy) (J ,Y(t)) 十 复 共 二 项 


一 一 她 1 YD ,pr) 上 十 复 共 思 项 一 0 C5. 1.9) 


”在 量子 力学 中 ,如 力学 量 A( 不 显 含 四 与 体系 的 Hamilton 量 对 易 , 则 称 A 为 
0 按 上 述 分 析 ， 无 论 在 什么 态 ( 定 态 或 非 定 


例 1 os 玉 不 显 含 i, 显 然 ,LH， 让 = 0. 所 以 五 为 守恒 量 , 即 能 量 守恒 . 

例 2 目 由 粒子 ,五 一 广 /2o. 显然 ,Lp, 昌 ] 二 0, 所 以 p 为 守恒 量 .还 可 以 证 明 ， 
[1, 五 ] 二 0, 即 角 动 量 1 也 是 守恒 量 . 

例 3 中 心力 场 中 的 粒子 ,时 ==p /2m 十 VO). 不 难 证 明 ,[1,p?] 二 0,L1,V(7)]= 
0, 因 而 Li, 昌 ]==0. 所 以 1 为 守恒 量 .但 注意 ,[p,V Cr)] 关 0, 动量 p 并 不 守恒 . 

应 当 强 调 ,量子 力学 中 的 守恒 量 的 概念 ,与 经 典 力学 中 的 守恒 量 概念 不 尽 相 
同 . 这 实质 上 是 不 确定 度 关系 的 反映 . 

(1) eg dn de en 即 体系 的 


@ 量子 态 对 力学 量 A 有 简 并 的 情况 下 ,A 的 测 值 为 A 的 概率 ,还 要 对 其 他 量子 数 求 和 ,但 下 述 结论 不 
变 . 参阅 ,Cohen-Tannoudji, et al. ，Quantum Mechanics ,vol. 1, p. 217. 

、 @ 或 称 不 变量 (invariant). 对 于 五 显 含 时 的 体系 (3 感 /at 入 0) ,能 量 不 是 守恒 量 . 但 可 以 定义 含 时 不 变 
量 (time-dependent invariant). 满足 后 A = 去 [4， 五 ] + 党 二 0 的 力学 量 , 称 为 含 时 不 变量 . 详细 讨论 参见 ， 
H. R. Lewis and W. B. Riesenfeld,J. Maith. Phys. ,10(1969) ,1458. 
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由 粒子 的 状态 并 不 一 定 是 动量 本 征 态 (平面 波 ) ,也 可 以 是 其 他 守恒 量 完 全 集 , 例 如 
CH,P,) 的 共同 本 征 态 (球面 波 ) ,在 一 般 情况 下 是 非 定 态 . 又 如 ,中 心力 场 中 的 粒 
子 , 角 动 量 1 是 守恒 量 ,但 粒子 的 波 函数 并 不 一 定 是 1 的 本 征 态 .一 个 体系 在 某 时 
刻 + 是 否 处 于 某 守恒 量 的 本 征 态 ,要 根据 初 条 件 决定 , 若 初始 时 刻 体系 处 于 守恒 量 
4 的 本 征 术 ee pd te 


粒子 ,I 六 二 沾 分 基部 耻 入 -但 由 i Pe 能 同时 取 确 
定 值 [ 角 动 量 /=0 的 态 (s 态 ) 除 外 ]. 

守恒 量 是 量子 力学 中 一 个 极为 重要 的 概念 . 但 初学 者 往往 把 它 与 定 态 概念 混 
消 起 来 . 应 当 强 调 指出 ， i , 即 能 量 本 征 态 


Sb ,而 且 所 讨论 的 力 ee 的 Se , 才 需 要 研 
究 该 力学 量 的 平均 值 和 概率 分 布 如 何 随时 间 改 变 . 


$5.1.2 位 力 (virial) 定 理 


当 体 系 处 于 定 态 下 ,关于 平均 值 随时 间 的 变化 ,有 一 个 有 用 的 定理 ,即位 力 定 


理 . 设 粒子 处 于 势 场 VCr) 中 ， Hamilton 量 表示 为 
H= pp/2m+V(r) (5. 1. 10) 
考虑 r。p 的 平均 值 随时 间 的 变化 . 按 式 (5. 1. 4) ,有 


rp rp Hd tr pp jt tr pve] 
ee - (5.1.11) 


pi=r. (TV) (5. 1. 12) 
或 
2T=r. (TV) (5. 1. 13) 


式 中 T==p?/2m 是 粒子 动能 .上 式 即位 力 (viriaD) 定 理 . 
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特例 设 Vz,y,z) 是 zy\z 的 ?次 齐 次 函数 ( 即 VCcz,cyycz) 一 crVCzy， 
z)，c 为 常数 ). 证 明 
nV = 2T (5. 1. 14) 
例如 

(1) 谐振 子 势 ,n= 二 2, 有 VT; 

(2) Coulomb 势 ,n 二 一 1, 有 V== 一 2T; 

(3) 5 势 ,n 二 一 1( 与 Coulomb 势 相 同 ),V== 一 2T. 


5.1.3 能 级 简 并 与 守恒 量 的 关系 


守恒 量 的 应 用 极为 广泛 ,在 处 理 能 量 本 征 值 问题 ,量子 态 随时 间 变化 ,量子 降 
迁 以 及 散射 等 问题 中 都 很 重要 ,在 以 后 各 章 中 将 陆续 讨论 . 守恒 量 在 能 量 本 征 值 问 
题 中 的 应 用 ,要 害 是 涉及 能 级 简 并 ,其 中 包括 :(a) 能 级 是 否 简 并 ? 〈b) 在 能 级 简 并 
的 情况 下 ， ea dp 


证 1 本 0,F 和 可 以 有 共同 本 征 态 y, 设 
Hy=B, FW=Fy 
考虑 到 [G,Hj==0, 有 HGy 一 GHy 二 GEy 二 EGy, 即 Gy 也 是 五 的 本 征 态 ,对 应 于 
能 量 本 征 值 E. 

但 Gy 与 y 是 否 同 一 个 量子 态 ? 考虑 到 [F,G] 关 0, 一 般 说 来 ?0, FGy 关 GFy 一 
GF'y= 二 FGy, 即 Gy 不 是 下 的 本 征 态 .但 yy 是 F 本 征 态 ,因此 Gy 与 y 不 是 同一 个 
量子 态 . 但 它们 又 都 是 互 的 本 征 值 为 E 的 本 值 态 ,因此 能 级 是 简 并 的 . (证 毕 ) 

证 2 设 Hy 一 Ey, 是 包含 五 在 内 的 一 组 守恒 量 完全 集 的 共同 本 征 态 . 

利用 [F, 互 ]=0, 可 知 HFy, 二 FHy 二 EFy,, 即 Fy 也 是 互 的 本 征 态 ,对 应 
本 征 值 E,. 同 理 ,Gy 也 是 互 本 征 态 ,对 应 本 征 值 也 是 五 ,. 

如 能 级 E, 不 简 并 , 则 y ,Fy 和 Gy 表示 同一 个 量子 态 ,因此 Fw 和 Gy 与 
yn 只 能 差 一 个 常数 因子 , 即 Fy 二 Fy ,Gy 二 Gy ,FF 和 G, 为 常数 .这样 

(FG—GF)y, = (F,G,—G,F,)y,=0 

设 y 为 体系 的 任 一 量子 态 , 它 总 可 以 展开 成 


$= Darp 


Q@ 例外 的 是 对 于 特殊 的 态 y, 满 足 LF,Gjy=0. 对 于 [F,Gj]= 常 数 冯 0 的 情况 ,这 绝 不 会 发 生 . 但 如 [F， 
Gj] 二 K( 算 符 ), 则 有 可 能 存在 某 个 特殊 的 态 y, 使 LF,Gjy=Ky==0. 例如 1 的 三 个 分 量 1、iy、iz 不 对 易 , 而 在 
中 心力 场 情况 下 ,它们 又 都 是 守恒 量 ,所 以 能 级 一 般 是 简 并 的 . 但 对 于 * 态 (==0), lz、4y、lz 都 取 确 定 值 0， 
lzps=Lyps= Lgs=0, BL ,Ly gs= [Ly ,dy =[ ,Lj =0. 
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设 所 有 E, 能 级 都 不 简 并 , 则 
(FG—GF)y= >ya(FG 一 GF) 内 一 0 


但 y 是 任意 的 ,因此 [F,G]==0. 这 与 定理 的 假设 [下 ,GJ 天 0 矛盾 . 所 以 不 可 能 所 有 


并 的 ,个 别 能 级 可 能 不 简 并 . 
下 1 epee Ws i 即 对 应 于 该 


eg = ee = FEys = Eye 
即 Fye 也 是 互 的 本 征 值 为 E 的 本 征 态 . 但 按 假定 ,能 级 已 无 简 并 ,所 以 Fy 与 ye 
只 能 是 同一 个 量子 态 ,因此 它们 最 多 可 以 相差 一 个 常数 因子 , 记 为 FF, 即 Fyx = 
Fye, 所 以 ye 是 下 的 本 征 态 CF 即 本 征 值 ). 

例如 一 维 谐振 子 势 VCz) 一己 mu?z 中 的 粒子 的 能 级 是 不 简 并 的 ,而 空间 反射 P 
为 守恒 量 ,[P,H]=0, 所 以 能 量 本 征 态 必 为 P 的 本 征 态 , 即 有 确定 宇 称 . 事实 上 , 谐 
振子 能 量 本 征 态 J《z) 满 足 Py (7z) 二 J( 一 Z) 二 (一 1)"y,《z), 宇 称 为 (一 1)”. 

推论 2 在 定理 中 ,如 [F,G] 一 C( 常 数 ) , 则 体系 所 有 能 级 都 简 并 ,而 且 简 并 度 
为 无 穷 大 . 

首先 , 设 能 级 E, 不 简 并 ,证 2 中 已 证 明 [F,Gjy 一 0, 但 Cy 闫 0, 矛 盾 ,所 以 不 
可 能 出 现 不 简 并 的 能 级 , 即 所 有 能 级 都 简 并 . 


其 次 , 设 能 级 E, 的 简 并 度 为 广 ( 访 >1) ,本 征 态 记 为 pw,v 王 1,2,…,f, 则 在 
此 户 维 态 空 间 中 求 迹 ， 


万 fn 
tr(FG) = 2 (Yh [FG |y,) = or |F|gw) Cn |G 1g) 


tr(GF) = > [GF |y,,) = Do |G| gm) Cs | F | gn) 
它们 都 是 两 个 短 阵 乘积 的 求 迹 . 如 为 有 限 ， 则 求 迹 Pi te 


即 trCFG)==trCGF), 因 而 tr(LF,G]) 圭 trC 二 0. 但 trC = Sg, | 
v=1 


hn 
CD》) (yn | pw) = Cf 天 0, 矛盾. 所 以 f, 不 能 取 有 限 值 , 即 能 级 必 为 co 度 简 并 . 


5.2” 波 包 的 运动 ,Ehrenfest 定理 


设 质 量 为 m 的 粒子 在 势 场 Cr) 中 运动 ,用 波 包 ylr, 纪 描述 . 下 面 讨论 波 包 的 
运动 与 经 典 粒子 运动 的 关系 . 显然 ,ylr,t) 必 为 非 定 态 ,因为 处 于 定 态 的 粒子 在 空 
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间 的 概率 密度 |yCr,z)1? 是 不 随时 间 变 化 的 . 与 经 典 粒子 轨道 运动 对 应 的 量子 态 必 
为 非 定 态 2. 设 粒 子 的 Hamilton 量 为 


3 下 (5. 2. 1) 
按 5. 1 节 式 (5. 1. 4) ,粒子 坐标 和 动量 的 平均 值 随时 间 变 化 如 下 : 
7 三 去 i (5. 2. 2) 
全 一 至 [可 一 二 了 VCO7 (5. 2. 3) 
它们 与 经 典 粒子 运动 满足 的 正则 方程 
dqr_p dp__ 
I (5. 2. 4) 
相似 . 式 (5. 2. 2) 代 入 式 (5. 2. 3) ,得 
m 7 = F(r) (5. 2. 5) 


此 之 谓 Ehrenfest 定理 8, 其 形式 与 经 典 Newton 方程 相似 .但 只 当 FCr) 可 以 近似 
代 之 为 F(r) 时 , 波 包 中 心 r 的 运动 规律 才 与 经 典 粒 子 相 同 . 下 面 来 讨论 ,在 什么 条 
件 下 可 以 用 这 种 近似 . 

从 物理 上 讲 , 要 用 一 个 波 包 来 描述 粒子 的 运动 , 波 包 必须 很 罕 , 波 包 大 小 与 粒 
子 大 小 相当 . 此 外 , 还 要 求 势 场 VCr) 在 空间 变化 很 缓慢 ,使 得 波 包 中 心 所 在 处 的 势 
场 V(r) 与 粒子 感受 到 的 势 VCr) 很 接近 . 但 这 还 不 够 ,因为 一 般 说 来 , 波 包 会 随时 
间 演 化 而 扩散 . 如 要 求 波 包 能 描述 经 典 粒子 的 运动 ,必须 在 人 们 感 兴趣 的 整个 运动 
过 程 中 波 包 扩散 不 太 厉 害 . 而 波 包 扩 散 的 快慢 又 与 波 包 的 宽窄 和 粒子 能 量 大 小 有 
关 . 下 面 来 更 具体 分 析 一 下 . 为 简单 起 见 ,考虑 一 维 波 包 的 运动 . 

试 在 波 包 中 心 x 附近 对 V(x) 作 Taylor 展开 , 令 6 二 zx 一 zx， 

a a2V(zZ 93V(Z 
WV WD er +e + 

所 以 (注意 ,二 0) 


Ss a 3 Da 
的 =| 4 (x,t) Dy) = 2 3 + (5. 2. 6) 
可 见 , 只 当 


1 HVC) aV (zx) 
$e Es (5. 2.7) 
F(z) 二 一 (9V(x)/9z) 才 可 近似 代 之 为 F(z)= 二 一 9V(《z)/9x. 此 时 , 式 (5.2.5) 才 
与 经 典 Newton 方程 相同 . 要 求 式 (5. 2. 7) 在 整个 运动 过 程 中 成 立 , 就 要 求 : 


D C. Laubner, M. Alber, and N. Schupfer, Am. J. Phys. ,56(1988)1123. 
@ P. Ehrenfest,Z. Physik. ,45(1927)455. 
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(1) 波 包 很 窗 ,而 且 在 运动 过 程 中 扩散 不 厉害 . 
《2) Y 在 空间 变化 缓慢 (在 波 包 范围 中 变化 很 小 ). 设 VCz) 一 a 十 bz 十 czz (a， 


b,c 为 常量 ), 则 525 一 0, 式 (5. 2. 7) 自动 满足 , 所 以 对 于 自由 粒子 ,线性 势 或 谐振 子 


势 ,条 件 (5. 2. 7) 是 满足 的 . 在 这 一 类 势 场 中 的 罕 波 包 的 中 心 的 运动 ,就 与 经 典 粒子 
的 轨道 运动 很 相似 . 了 


例 a 粒子 对 原子 的 散射 (图 5. 1). 

原子 的 半径 约 为 cs<z10-8scm. 天 然 放 射 性 元 素 放出 
的 "粒子 能 量 约 为 (3 一 7)MeV. 设 书 5MeV, 可 估算 出 
其 动量 p= 二 V2ME, 守 10-*g，cm。s 1!, 速 度 v 二 p。/ 
MM. 在 对 原子 的 散射 过 程 中 ,穿越 原子 的 时 间 约 为 

At SN a/v, = Ma/ po 

在 此 期 间 波 包 的 扩散 约 为 tAApAt/IM, aAp/p. 按 
; 不 确定 度 关 系 ,Abps“i/Azszji/as10-83g。cm。s-1. 如 

图 5. 1 “粒子 对 原子 的 散射 ”要求 在 散射 过 程 中 可 近似 用 轨道 运动 来 描述 粒子 , 必 
须 ArK&a. 所 以 要 求 Ap/p。<<1. 对 于 天 然 放射 性 元 素 放 射出 的 a 粒子 ,由 于 它 的 质量 M, 和 能 量 
较 大 ,Ap/ p<<1 条 件 是 满足 的 . 如 果 是 讨论 电子 对 原子 的 散射 ,由 于 电子 质量 很 小 ,例如 对 于 能 
量 为 100eV 的 电子 ,加 一 V2M.E. ~-5.4X10-8g。cm，s-1,Abssji/ass10-89g。cm。s-1 ,与 
pe 同 量 级 ,用 轨道 概念 来 描述 电子 的 运动 就 不 恰当 了 


5. 3 Schrodinger 图 像 , Heisenberg 图 像 与 相互 作用 图 像 


迄今 ,我们 把 力学 量 (不 显 含 力 的 平均 值 及 测 值 的 概率 分 布 随时 间 的 演化 , 完 
全 归 之 于 态 矢 量 y 随 时 间 的 演化 ,而 力学 量 ( 算 符 ) 本 身 是 不 随时 间 演 化 的 . 这 种 描 
述 方式 , 称 为 Schr6dinger 图 像 @(Cpicture). 习惯 上 也 常 称 为 Schr6dinger 表象 (rep- 
resentation). 鉴于 在 实验 中 观测 的 并 不 是 波 函 数 和 算 符 本 身 , 而 是 力学 量 取 各 种 
可 能 值 (本 征 值 ) 的 概率 分 布 与 平均 值 ,及 其 随时 间 的 演化 . 这 就 是 量子 力学 中 对 运 
动 规律 的 描述 有 各 种 不 同 图 像 的 依据 . 下 面 分 别 介绍 三 种 常用 的 图 像 , 即 
Schr6dinger 图 像 , Heisenberg 图 像 和 相互 作用 图 像 ( 亦 称 为 Dirac 图 像 ) ,三 种 图 
像 彼此 等 价 . 


5.3.1 Schrodinger 图 像 


在 Schr6dinger 图 像 中 ,体系 的 状态 矢量 (state vector) 是 随时 间 演 化 的 ,遵守 


© C. W. Wong,Am. J. Phys. ,64(1996),792. 
@ “picture” 亦 译作 绘 景 ,但 似乎 不 够 口语 化 ,很 少 人 使 用 . 建议 译作 图 像 ,在 不 引起 误解 的 情况 下 ,人 
们 习惯 运 直 称 为 表象 (representation). 
.60 。 


Schrodinger 方程 


yD) = BO 3 
令 

f(t) = Ut,0)y0) (5. 3. 2) 
U(z,0) 称 为 时 间 演 化 (time-evolution) 算 符 , 可 视 为 体系 状态 随时 间 演 化 的 连续 变 
换 , 即 把 体系 在 时 刻 上 的 状态 y(t) 与 初始 状态 yC(0) 联 系 起 来 的 一 种 连续 变换 . 为 
保证 概率 守恒 ,CyCz) ,ylz))= 二 (y(0) ,y(0)) ,要求 UU 为 么 正 变换 

UCt,0)+ UGC,0) 一 UGtO)UCG 0O) 一 1 (5. 3. 3) 

亦 即 

UC#,0)+ = U(#,0)7 (5. 3. 3) 
用 式 (5. 3. 2) 代 入 式 (5. 3. 1) ,得 


法 UCt,0)(0) = HUG,0)Y0) 


由 于 y(0) 是 任意 的 ,所 以 
东 SUG,0) = HU(z,0) (5. 3. 4a) 
按 式 (5. 3. 2) 及 初 条 件 , 易 见 
U(0,0) = 1 (5. 3. 4b) 
解 出 式 (5. 3. 4) ( 设 五 不 显 含 世 ,得 9 
U(t,0) = exp(— iHt/£) (5. 3.5) 


在 Schr6dinger 图 像 中 ,力学 量 ( 算 符 ,不 显 含 力 不 随 时 间 演 化 ,人 们 只 需 讨论 
其 平均 值 和 概率 分 布 随时 间 的 演化 . 例如 ,力学 量 下 的 平均 值 F 随时 间 演 化 为 [ 见 
5.1 节 , 式 (5. 1.4)] 


4F 一 立 [F,HI (5. 3. 6) 

其 中 
FO2)= (C2) ,FYC)) = (UG,0)gC0), FUCE,0)G(0)) (5. 3.7) 

= (gC(0) ,Uz,0)+ FUCt,0)g(0)) 

= (y(0), F(t) C0)) (5. 3. 8) 

证 有 
F(t1) 一 UG0)+ FU(G0) = expGHi:/#)Fexp(— iHt/f) (5. 3.9) 

@ 若是 显 含 i, 则 


加 Lif yo yq 
U(z,0) Texp| | .ac )d | 
工 为 编 时 算 符 (Time-ordering operator). 
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5.3.2 Heisenberg 图 像 


随时 间 的 演化 ,我 们 可 以 用 另外 一 ee J ep ss 


这 种 图 像 称 为 es 图 像 [ 或 He le 表象 ). ee 9) 容 易 得 出 CE 
意 :以 下 如 不 特别 声明 ,下 都 是 不 显 含 t 的 力学 量 ) 


d — /4d + +Fd 
人 FFCD = ( UC,0) )FUG,0) +UC,0)+ F §UC,0) 
利用 式 (5. 3. 4a) ,得 
GF) = 一 去 全 Ur FEFU 十 Ur FHU) 
利用 式 (5. 3. 3) ,得 
EFC2) 站 (Ur HUU+ FU 二 UHF FUU+ HU 
注意 UT HU= 瑟 ,有 
d 2 
jr 一 二 人 FF (bb + FO)H) 
所 以 
d ll 
元 F CD 一 志 LF(D,H] (5. 3. 10) 


此 式 称 为 Heisenberg 方程 . 它 描述 在 Heisenberg 图 像 中 力学 量 ( 算 符 ) 随 时 间 的 
演化 . 

Schr6dinger 图 像 与 Heisenberg 图 像 的 比较 : 

(1) 在 | 图 中 ， 态 矢 (Ci 随时 间 演化 ， 遵守 ee 


四 es 图 像 中 ， 由 于 方 学 量 ( 算 符 ) 不 随时 间 演 化 ， 力学 量 完全 集 
的 共同 本 征 态 (作为 Hilbert 空间 的 基 矢 ) 也 不 随时 间 变 ,因而 任何 一 个 力学 量 ( 算 
符 ) 在 这 组 基 矢 之 间 的 矩阵 元 也 不 随时 间 变 ,但 描述 体系 状态 的 矢量 (在 各 基 矢 方 
向 上 的 投影 或 分 量 ) 是 随时 间 改 变 的 . 与 此 相反 , Heisenberg 图 像 中 ,描述 体系 状 
态 的 矢量 不 随时 间 变 ,但 由 于 力学 量 ( 算 符 ) 随 时 间 演 化 ,因此 ,力学 量 完全 集 的 共 
同 本 征 态 随时 间 变 ,而 且 任 何 一 个 力学 量 在 此 一 组 运动 的 各 基 矢 之 间 的 矩阵 元 也 
随时 间 演 化 . 

CD 丙种 因 信和 从 的 ,及 和 上 可 台 人 亲人 
是 守恒 量 ， 即 LF, 五] 二 0, 则 在 Heisenberg 图 像 中 [注意 ， H(z) Se 0)+ 
HU(z,0)=H] 
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[FCD ,HGCD] = [esrFe mt, H] = san[F,EJenan 一 
F(z) 仍然 为 守恒 量 所 以 在 量子 力学 中 ,一 个 力学 量 是 否 守恒 量 并 不 因 图 像 不 同 


而 异 . 


(4) 处 理 具体 问题 时 ,可 根据 情况 采用 较 方便 的 图 像 . 通常 处 理 问题 , 较 多 采 
用 Schr6dinger 图 像 . 在 讨论 力学 量 ( 算 符 ) 和 态 矢 在 两 种 图 像 之 间 关 系 时 ,有 时 用 
下 标 “S” 和 “H” 区 别 Schrodinger 图 像 和 Heisenberg 图 像 (但 只 在 某 一 种 表象 中 来 
处 理 问题 时 , 则 完全 无 此 必要 ). 


例如 ,对 于 力学 量 ， 
Fs(t) = Fs (C0) = Fs (与 时 间 无 关 ) 
Fu (7) = eiE/sF ei/ 
d = 
gt 一 寺 LFa(z) ,万 ] 
对 于 态 矢量 ， 
(六 = gun(0) = 办 (0) = estgs 1) 
.， 9 
二 BRAY = Hys(t) 
9 本 
EPA (t) =0 
以 下 举 两 个 简单 例子 ,让 读者 熟悉 一 下 在 Heisenberg 图 像 中 处 理 问 题 的 方法 . 
例 1 自由 粒子 
H= pp/2m 
Er = 寺 [rGD， 相 = pr [ne = et/ a = 
所 以 
r(b = r(0) + 2 
m 
例 2 一 维 谐振 子 
So Pp 1 4 
H= pp 方 7 并 
X(t) = ere Hh/s 
pit) = ei/sp, ee ih/s 
容易 求 出 
Ez) a pr [zx, Hje FA = £0 
ER 二 emh [pz, Hle HB/ ~—— mow? g(t) 
因此 


m 


(5. 3. 11) 
(5. 3. 12) 


(5. 3. 13) 


(5. 3. 14) 


(5. 3. 15) 


(C5. 3. 16) 


(5. 3. 17) 
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下 zx = 1 dD = 一 oz (5. 3. 18) 
与 经 典 一 维 谐振 子 的 Newton 方程 形式 上 相同 . 解 之 ,得 


ZX(1) = cicoswt + cz sinwt 


pz (t) = m 全 =—— mwcisinwt + mcs weoswt 
设 初 条 件 为 
x(0) 一 61 一 0 
力 - (0) 一 mczwm= po, cz 一 po /mow 
则 
po ] 
X(t) = Zocosowt 十 mo Si 区 二 
pz 2) = pocoswt 一 MUoToSincot 
5.3.3 相互 作用 图 像 
设 
H= H+H (5. 3. 20) 


通常 覃 表示 体系 与 外 界 的 相互 作用 ,而 瑟 。 表示 体系 本 身 ( 与 外 界 无 相互 作用 情 
况 下 ) 的 Hamilton 量 ,不 显 含 时 间 上 与 式 (5. 3. 13) 不 同 , 令 
gC) = expGiHot/A gs ,Bp get) = exp— iHot/D RD (5.3.21) 
容易 证 明 
法 且 p1(2)= expCiHot/) (~ Ho + HDysCt) = expCiHot/W) H's C2) 


= exp(iHot/#)H exp(— iHot/#) »« expCiHot/#) ys (的 
即 


法 3biCD) = HiCD pO) (5. 3. 22) 


式 中 

Hi1 (t) = expCiHot/#) H’exp(— iHot/#) ‘(53.23) 
gCz) 称 为 相互 作用 图 像 (interaction picture) 中 量子 态 的 表示 式 , 它 与 Schrodinger 
图 像 中 的 量子 态 ys (2) 的 关系 如 式 (5. 3. 21) 所 示 . Hi (1) 是 瓦 在 相互 作用 图 像 中 
的 表示 式 . 一 般 说 来 ,Schr6dinger 图 像 中 的 算 符 下 在 相互 作用 图 像 中 表示 成 

Fi(1) = exp(iHot/#) Fexp(— iHot/) (5. 3. 24) 
容易 证 明 

全 FiCGD = ELF(D) ,Ho] (5. 3. 25) 


注意 ; (Ho)1 二 Ho. 由 式 (5. 3. 22) 和 (5. 3.25) 可 以 看 出 ,在 相互 作用 图 像 中 ， 
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微 扰 论 ( 相 互相 用 HH 视 为 微 护 ) 来 处 理 间 题 时 有 广泛 的 应 用 ， 特别 是 散射 问题 
中 ,HH 表示 包含 人 射 粒子 与 靶 粒 子 各 自 的 Hamilton 量 , 瑞 ' 表 示人 射 粒子 与 靶 
粒子 的 相互 作用 ( 视 为 微 扰 ). 


5.4 ”守恒 量 与 对 称 性 的 关系 的 初步 分 析 


在 经 典 力学 中 ,一 个 体系 的 力学 量 ,一 般 说 来 是 随时 间 而 不 断 变 化 的 ,但 可 能 
存在 某 些 力学 量 , 在 运动 过 程 中 保持 不 变 , 这 种 力学 量 称 为 守恒 量 ,或 者 叫 运动 积 
分 . 例如 ,在 中 心力 场 中 运动 的 粒子 , 角 动 量 就 是 守恒 量 . 找 出 了 体系 的 一 个 守恒 
量 , 往 往 可 以 使 问题 的 处 理 大 为 简化 . 例如 ,求解 粒子 的 Newton 方程 ( 含 时 间 二 阶 
导数 ) 时 ,如 能 找到 一 个 守 便 量 (运动 积分 ), 则 可 以 简化 为 求解 对 时 间 一 阶 微分 
方程 . 

在 经 典 力学 中 ,守恒 定律 与 体系 对 称 性 之 间 的 密切 联系 ,首先 为 Jacobi 认识 
到 (1842)9. 他 指出 ,对 于 一 个 能 用 Lagrange 函数 工 描述 的 体系 ,如 工 在 空间 坐标 
平移 下 具有 不 变性 , 则 体系 的 动量 守恒 . 如 工 在 空间 转动 下 具有 不 变性 , 则 体系 的 
角 动 量 守恒 . 后 来 ,]，R. Schiitz 指出 (1897)®,L 在 时 间 平 移 下 的 不 变性 ,将 导致 
体系 的 能 量 守 恒 . 关于 在 经 典 力学 中 守恒 律 与 对 称 性 的 密切 联系 ,在 Landau 和 
Lifshitz 所 著 《 力 学 一 书 中 ,有 很 好 的 表述 @. 

然而 守恒 定律 与 对 称 性 的 紧密 联系 及 其 广泛 运用 ,只 在 量子 力学 发 展 以 后 才 
更 显著 ,并 逐步 深入 到 物理 学 的 基本 术语 中 来 @. 这 一 点 与 量子 力学 的 态 释 加 原理 
有 深刻 的 联系 &@. 与 经 典 力学 相 比 ,量子 力学 关于 对 称 性 的 研究 ,大 大 丰富 了 对 于 
体系 的 认识 . 体系 能 级 的 简 并 性 (除了 真正 的 偶然 简 并 之 外 ) ,也 总 是 与 体系 的 对 称 
性 有 密切 的 联系 . 标记 一 个 体系 定 态 的 好 量子 数 以 及 表征 一 个 体系 的 跃迁 前 后 状 
态 关系 的 选择 定 则 ,总 是 与 体系 的 某 种 对 称 性 有 直接 的 关系 @. 此 外 ,在 应 用 量子 
力学 处 理 各 种 实际 问题 时 ,能 严格 求解 者 极 少 ,即使 采用 了 物理 上 某 些 简化 假定 或 
模型 ,往往 也 很 难 求解 . 但 如 果 能 找到 体系 的 某 种 对 称 性 ,就 可 以 使 问题 求解 在 相 
当 程度 上 简化 . 这 些 将 在 本 书卷 卫 中 详细 讲述 . 还 应 指出 ,在 有 些 问 题 中 , 只 需 借 


C. G. J. Jacobi, Vorlesungen Uber Dynamik, (Werke, Supplementband. Reimer, Berlin, 1884). 

J. R. Schiitz, Gott. Nachr. (1897),p. 110. 

L. D. Landau,E. M. Lifshitz,Mechanics, (Pergamon 1977). 

李 政 道 , 诺 贝尔 授奖 仪式 上 的 演讲 . 杨振宁 , 诺 贝尔 授奖 仪式 上 的 演讲 . 

R. P. Feynman, Lectures on Physics, Vol. ,Quanium Mechanics. (Addison-Wesley,17-1,1965. ) 
E. P. Wigner, Group Theory and its Applications to the Quantum Mechanics o f Atomic Spectra， 
(Academic Press, N. Y. 1959). 
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助 于 体系 的 对 称 性 分 析 ,而 不 必 去 严格 求解 Schrodinger 方程 ,就 可 以 得 出 一 些 很 
重要 的 结论 . 这 种 情况 在 近代 物理 学 中 中 (例如 ,原子 及 分 子 物理 .晶体 物理 、 核 物 
理 及 粒子 物理 学 中 ) 是 屡见不鲜 的 . 

有 一 些 对 称 性 ,例如 空间 反射 对 称 性 ,在 经 典 力学 中 得 不 出 什么 守恒 定律 ,而 
在 量子 力学 中 将 导致 字 称 守恒 定律 及 相应 的 跃迁 选 择 定 则 . 又 如 由 全 同 粒子 组 成 
的 多 粒子 系 ,其 Hamilton 量 对 于 任何 两 个 粒子 交换 是 不 变 的 . 这 在 经 典 力学 中 并 
不 能 帮助 我 们 对 体系 的 运动 状态 有 什么 更 深入 的 认识 . 但 在 量子 力学 中 ,这 种 交换 
对 称 性 将 给 描述 体系 状态 的 波 函 数 以 很 强 的 限制 ( 见 5. 4 节 ). 金属 的 Fermi 气体 
模型 ,原子 中 的 电子 壳 结 构 原子核 中 的 质子 壳 结 构 及 中 子 壳 结 构 都 与 这 种 交换 对 
称 性 有 本 质 的 联系 . 

设 一 个 体系 的 状态 用 波 函 数 yy 描述 , 它 随时 间 的 变化 满足 Schr6dinger 方程 


oe: 
hy = Hy (5.4.1) 


考虑 某 种 变换 Q( 不 依赖 于 时 间 ,存在 逆 变 换 Q 1). 设 在 变换 Q 下 , 波 函数 少 变化 
如 下 : 


yg>Y = Qy (5 
体系 对 于 变换 的 不 变性 表现 为 满足 与 相同 形式 的 运动 方程 式 , 即 要 求 
讨 2y = Hy (5. 4. 3) 
即 
法 全 Qy = HQy 
用 Q :运算 ,得 


i 2y 一 QHQy 
与 式 (5. 4. 1) 比较, 要 求 


QHQ=H (5. 4. 4) 
即 
QH = HQ 
或 
[Q,Hj=0 (5. 4. 4’) 


式 (5. 4. 4) 就 是 体系 的 Hamilton 量 在 变换 Q 下 的 不 变性 在 数学 上 的 表达 式 ( 注 ， 

见 后 ). 考虑 到 态 释 加 原理 ,Q 应 为 线性 算 符 ,再 考虑 到 概率 守恒 ,Q 应 为 么 正 算 符 
QQ 一 QrQ=1 (5. 4. 5) 

或 者 说 Q 是 么 正 变换 . 凡 满 足 式 (5. 4. 4) 的 变换 称 为 体系 的 对 称 性 变换 . 物理 学 中 


D V. F. Weisskopf, Physicsin the Twentieth Century,p.295~301. (MIT,Cambridge, MA,1972). 
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的 体系 的 对 称 性 变换 总 是 构成 一 个 群 , 称 为 体系 的 对 称 性 群 (symmetry group). 在 
量子 力学 中 也 称 之 为 Schrodinger 群 . 
Q 可 以 为 连续 变换 (用 一 个 或 一 组 连续 变化 的 参量 来 刻画 ,例如 ,空间 平移 、 空 
间 旋 转 ) ,也 可 以 为 分 立 变换 (例如 ,空间 反射 .时 间 反 演 ). 对 于 连续 变换 ,可 以 考虑 
无 穷 小 变换 . 令 
Q 王 1 十 ieF (5. 4. 6) 
e 是 刻画 无 穷 小 变换 的 参量 (e->01 ) ,要 求 Q 为 么 正 变换 的 条 件 为 
QTrQ=(1 一 isF+)(1 十 isF) 一 1 十 ieGFE 一 Fr) 十 OGe2) 一 1 
得 
Ft= 下 (5. 4.7) 
即 下 为 厄 米 算 符 , 称 之 为 连续 变换 Q 的 无 穷 小 算 子 . 由 于 下 是 厄 米 算 符 ,可 以 用 它 
来 定义 一 个 与 变换 Q 相 联系 的 力学 量 . 按 对 称 性 变换 的 要 求 ,LQ, E]=0, 可 得 出 
[F,H]=0 (5. 4. 8) 
下 就 是 与 对 称 性 变换 Q 相应 的 守恒 量 . 
注 ;以 上 是 从 体系 的 Hamilton 量 在 某 种 变换 下 的 不 变性 来 讨论 体系 的 对 称 性 和 守恒 定律 . 
更 根本 来 说 , 设 一 个 变换 不 改变 体系 的 各 物理 量 的 相互 关系 , 则 称 为 体系 的 一 个 对 称 性 变换 . 设 
体系 的 某 一 状态 用 少 描述 ,经 过 某 种 对 称 性 变换 后 , 则 该 状态 用 y 描述 . 同样 ,体系 的 另 一 个 状 
态 用 $ 描述 ,经 过 同样 的 对 称 性 变换 之 后 , 则 用 少 描述 . 对 称 性 变换 意味 着 状态 之 间 的 关系 不 因 
变换 而 异 . 按照 量子 力学 的 统计 诠释 ,必须 要 求 |(y,$) | 二 |(y ,$8 )1. (注意 :只 要 求 标 量 积 的 模 
不 变 . ) 基 于 这 个 要 求 ,Wigner 指出 :对 称 性 变换 只 能 是 么 正 变换 或 反 么 正 变 换 . 对 于 连续 变换 ， 


0 0 0 0 oo。 , 
。 。 。 。 。。 。 

人 

ee 


plications to the Quantum Mechanics of Atomic Spectra, (Acadmic Press, N. Y. ，1959 )， 
chap. 26. 


5.4.1 空间 的 均匀 性 (平移 不 变性 ) 与 动量 守恒 
先 考 虑 一 维 体系 的 无 穷 小 平移 (图 5. 2)， 


工 -一 工 十 8Sz (5. 4. 9) 
yp y'=Dy 
* XxX'=X+6x 
图 5. 2 
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ys>y=Dy (5. 4. 10) 

显然 
fz’) = yz) (5. 4. 11) 
即 : : 

Dy(lz+t 67r) = yz) 
在 上 式 中 ,把 z 换 为 x 一 6z, 则 得 

Dy(zx) = yx ~ d7) (5. 4. 12) 
上 式 右 边 作 Taylor 展开 ,得 


rT— 67) = fr) 一 Sz $0 十 … 一 exp (于 dx 元 jz) = exp( 一 izpz /RY(z) 
式 中 


ps 一 一 这 交 (5.4. 13) 
是 体系 空间 平移 6 沿 x 方向 ) 的 无 穷 小 算 子 , 而 平移 算 符 为 
D(Sz) = exp(~ i$xp:/#) (5. 4. 14) 
推广 到 三 维 空间 体系 的 无 穷 小 平移 ， 
rr 一 7 十 洒 (5. 4. 15) 
平移 算 符 为 
D(Sr) = exp( 一 i9r » p/#) (5. 4. 16) 
无 穷 小 算 子 为 
了 一 一 和 让 六 (5. 4. 17) 
即 动量 算 符 . 
对 于 自由 粒子 ,Hamilton 量 为 
H = p’ /2m (5. 4. 18) 
显然 ,也 -五 D= 互 , 即 
[LD,H|]=0 
这 就 是 自由 粒子 的 空间 平移 不 变性 的 数学 表示 . 相应 的 无 穷 小 平移 算 符 p 满足 
Lp,Hj=0 (5. 4. 19) 


即 动量 守 全 
5.4.2 空间 各 向 同性 (旋转 不 变性 ) 与 角 动 量 守恒 


先 考虑 一 个 简单 情况 , 即 体系 绕 定 轴 ( 取 为 z 轴 ) 的 旋转 , 角 坐 标 
pp 一 of = g++ dp (5. 4. 20) 
描述 体系 状态 的 波 函 数 
y>y =Ry (5. 4. 21) 
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对 于 无 自 旋 粒 子 波 函 数 (标量 波 函数 ) ,满足 


J (9) = 9) 
即 


FWCPp 十 3p) 一 人 op) 
上 式 中 把 变量 g>g 一 69, 则 得 
Ry(9) 一 WP 一 Sop) 


上 式 右边 做 Taylor 展开 
9 9 
= yp) 一 3p et 二 exp | 一 3Sp #0) 
= exp(— id9l./)y (9) (5. 4. 25) 
其 中 
1. 一 一 丢 半 (5. 4. 26) 
9 


即 体 系 绕 = 轴 旋 转 的 无 穷 小 算 子 , 而 绕 z 轴 的 无 穷 小 旋 
转变 换 为 
R,(59) = exp( 一 iSpl/f) 
推广 到 三 维 空间 旋转 (图 5. 3)， 
r>r= gr=rior 


(5. 4. 27) 


(5. 4. 22) 


(5. 4. 23) 


(5. 4. 24) 


5r= 9 Xr= dpn Xr 0 图 5.3 
n 为 旋转 轴 方 向 的 单位 矢量 . 可 以 求 出 
1 一 0p。 8p， 
SC39) = | 3p。 1 —69:|=1—idp. s/t (5. 4. 29) 
一 0p， dp: | 
其 中 
0 0 0 0 0 1 
i 0 一 1|， i 0 ， 
0 1 0 一 1 0 0 
0 一 1 0 
5z 一 大 |1 0 ， (5. 4. 30) 
0 0 0 
在 此 空间 旋转 下 ,标量 波 函数 的 变化 如 下 ， 
sy>y=By (5. 4. 31) 
而 
Jr) = yg) (5. 4. 32) 
即 
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RUGr 十 37) = 多 7 


所 以 
Ry(r)= fr— or) = yr dpn Xn7) 
I) — pn Xr YHO) = yO7) 一 dpCn Xr)*» pylr) 
= 1 二 apn 。 D | wm (5. 4. 33) 
其 中 
1=rxXp=—iir XY (5. 4. 34) 
是 空间 无 穷 小 旋转 算 子 , 亦 即 轨 道 角 动 量 算 符 ,而 无 穷 小 旋转 变换 表示 为 
R(89) = exp( 一 ip * 1/f) (5. 4. 35) 


对 于 空间 各 向 同性 的 体系 (例如 ,自由 粒子 ,中 心力 场 中 粒子 )， 
[RC(59), Hj] =0 
即 
[1,H]=0 (5. 4. 36) 

角 动 量 1! 二 r Xp 为 守恒 量 .1 是 一 个 轴 矢 量 (axial vector, 偶 宇 称 算 符 ) ,而 p 为 极 矢 
量 polar vector, ( 奇 宇 称 算 符 ). 具有 空间 各 向 同性 的 体系 , 角 动 量 为 守恒 量 . 

注意 :体系 的 状态 ,并 不 一 定 是 角 动 量 的 本 征 态 ,这 要 根据 体系 的 初 态 性 质 来 
决定 . 考虑 到 1 的 三 个 分 量 彼此 不 对 易 , 但 [了 ,lj 二 0,a 二 x,y,z, 对 于 空间 各 向 同 
性 体系 ,其 能 量 本 征 态 可 方便 地 选 为 (五 ,下 ,7.) 的 共同 本 征 态 ,而 一 般 的 状态 可 以 
表示 成 它们 的 线性 又 加 . 角 动 量 (已 ,2.) 的 共同 本 征 态 在 空间 旋转 下 具有 很 规律 的 
性 质 . 体系 的 力学 量 也 可 以 按照 它们 在 空间 旋转 下 的 性 质 进 行 分 类 . 此 时 将 引进 不 
可 约 张 量 算 子 的 概念 . 这 些 将 在 本 书卷 了 [中 详细 介绍 . 

对 于 矢量 波 函数 ( 自 旋 为 1, 例 如 ,光子 场 )4(r) ,在 空间 旋转 下 ,不 仅 函 数 的 宗 
量 + 作为 一 个 矢量 要 发 生变 化 r->r 二 gr ,而 且 4 本身 作为 一 个 矢量 , 它 的 分 量 之 
间 的 关系 也 要 发 生变 化 ， 


A(r) > A’(r) = gA(r) (5. 4. 37) 
定义 A 二 RA , 则 
RA(r’) = gA(7) (5. 4. 38) 
即 
RA (rr) = gA lr) 
或 


RA(r) = gA(r— 7) (5. 4. 39) 
利用 式 (5. 4. 29) 与 (5.4.28), 有  “. 


RACD = (1 一 二 3pm * s)A(r— pn Xn) 
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类 似 式 (5. 4. 33) 的 推导 ,可 得 
RACn)= (1 一 二 3pm sj 人 (1 一 二 3pn 有 4C) 


下 
= (1 一 二 spm * j)ACr) + OLGp)’] (5. 4. 40) 
其 中 
了 一 【十 4 (5. 4. 41) 
是 总 角 动 量 算 符 . 矢量 波 函 数 的 无 穷 小 旋转 变换 则 表示 为 
及 (8p) = exp(— idpn » j/f) (5. 4. 42) 
s 是 自 旋 角 动 量 , 即 矢量 波 函 数 的 内 豪 角 动量 . 由 式 (5. 4. 30) 可 得 出 
1 0 0 
二 十 名 十 二 2 大 I0 1 0|= 2 (5. 4. 43) 
0 0 1 


本 征 值 2 大 记 为 5CGs 二 1) 下, 即 :一 1, 自 旋 为 1( 声 ). 关于 自 旋 为 去 的 粒子 的 旋 量 
(spinor) 波 函数 在 空间 旋转 下 的 性 质 ,将 于 本 书卷 卫 中 讨论 . 
5.4.3 空间 反射 不 变性 与 宇 称 守 恒 


在 空间 反射 变换 P 作 用 下 
px»Y 2) > Py(x, yz) = J(— xz, 一 多 一 2) (5. 4. 44) 
P 是 线性 算 符 是 明显 的 . 以 下 证 明 它 是 厄 米 算 符 , 即 
上 = 及 (5. 4. 45) 
证 . 因为 


十 co 十 co 
| (Py(n) dz= | (7)p( 一 了 dx( 积 分 变量 + 一 一 7) 
a | (—r)pn dz 一 Es LPy* (7) pW dz 
9 人 9 


十 ce 十 co pe 
=| DLP Wz=| yp Pp dz 
所 以 


P=$ (5. 4. 46) 
又 根据 式 (5. 4. 44) ,显然 P* = 二 P, 所 以 P+ 一 P. 式 (5. 4. 45) 得 证 . 
此 外 , 按 式 (5. 4. 44) ,有 
P=1 (5. 4. 47) 
即 两 次 反射 等 于 恒 等 变 换 . 由 式 (5. 4. 45) (5. 4. 47) 可 知 
Pl 三 P=Pt (5. 4. 48) 
所 以 了 也 是 么 正 算 符 . 
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P 的 本 征 值 (实数 ) 可 如 下 求 出 , 设 


Py= Wy (5. 4. 49) 
再 用 了 对 两 边 运 算 , 左 边 = 王 Py 一 y, 右 边 ==XPy 二 yy, 所 以 
二 1， 和 = 土 1 (5. 4. 50) 
即 忆 的 本 征 值 只 有 两 个 , 即 士 1.4== 十 1 对 应 的 本 征 态 , 即 
Py(r) = 多 一 站 =+ yr) (5. 4. 51) 
称 为 偶 宇 称 态 .4 二 一 1 对 应 的 本 征 态 , 即 
Py(r) = y(—7) 一 一 由 站) (5. 4. 52) 
称 为 奇 宇 称 态 . 
设 一 体系 具有 空间 反射 不 变性 , 即 
PHP7+=H 
亦 即 
[P,H]=0 (5. 4. 53) 


则 宇 称 P 为 守恒 量 . 此 时 , 若 体系 的 能 量 本 征 态 不 简 并 , 则 该 能 量 本 征 态 必 有 确定 
宇 称 ( 参 阅 5. 1. 3 节 ,推论 1). 但 如 能 级 有 简 并 , 则 能 量 本 征 态 并 不 一 定 有 确定 宇 
称 . 但 总 可 以 把 诸 简 并 态 适 当 线 性 番 加 ,构成 宇 称 的 本 征 态 . 例如 ,对 于 一 维 自由 粒 
子 , Hamilton 量 为 


SE a 
人 2m 97? 
显然 有 


宇 称 了 是 守恒 量 . 及 本 征 态 可 以 选 为 e'* 与 ew*( 相 应 能 量 都 是 超 尼 /2zm) ,它们 
分 别 代表 往 zx 正 向 与 反 向 传播 的 平面 波 ,也 是 动量 p; 的 本 征 态 ( 本 征 值 为 十 在 ， 
一 址 ). 这 两 个 态 都 不 是 宇 称 的 本 征 态 (RE 三 0 除外 ), 但 可 以 把 两 个 解 进行 线性 秋 


加 ,使 之 成 为 宇 称 的 本 征 态 , 即 

六 (es 十 e 丰 ) 一 coskx 《〈 宇 称 偶 ) 

六 (em 一 6 Wy 二 gin 巡 、( 池 称奇 
对 于 一 维 运动 的 自由 粒子 ,由 于 存在 两 个 守恒 量 一 一 动量 p, 及 宇 称 了 ,而 彼此 又 
不 对 易 
所 以 能 级 一 般 是 简 并 的 (8 二 0 态 除外 )( 见 5. 1 节 讨 论 ). 对 于 二 维和 三 维 运动 的 自 
由 粒子 ,也 有 类 似 情 况 ,但 简 并 度 更 高 . 
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不 具有 一 定 宇 称 的 态 , 总 可 以 分 成 两 部 分 之 和 ,一 部 分 具有 偶 宇 称 , 另 一 部 分 
具有 奇 宇 称 , 即 


二 (5. 4. 54) 

其 中 
各 到 (1 土 P)y (5. 4. 55) 
Pps 一 土 如 (5. 4. 56) 


例如 ,一 维 自由 粒子 波 函 数 ye 不 具有 一 定 宇 称 ,但 
二 3 ey 十 广 (ee i 


其 中 coskz 宇 称 为 偶 , sin&z 宇 称 为 奇 . 式 (5. 4. 54) 即 少 按 照 宇 称 本 征 态 来 展开 . 

不 仅 状 态 可 按 宇 称 的 奇偶 ( 即 在 空间 反射 下 的 性 质 ) 来 分 类 , 算 符 也 可 以 按 它 
在 空间 反射 下 的 性 质 来 分 类 . 

假设 算 符 A 满足 

LP,4A]=0， 即 PA = AP 
利用 P ==P, 得 
PAP=A (5. 4. 57) 
这 种 算 符 A 称 为 偶 宇 称 算 符 . 例如 , 角 动 量 算 符 1 一"XP, 动 能 算 符 T= 二 p?/2m 都 
是 偶 宇 称 算 符 . 假设 算 符 A 满足 
[P,A]=PA+-+AP=0 

因而 > 
PAP =—A (5. 4. 58) 
则 称 A 为 奇 宇 称 算 符 . 例如 ,动量 p ,位置 x. 

一 般 的 算 符 A 不 一 定 具 有 这 种 性 质 ,但 总 可 以 表示 成 


A=A+T+A. (5. 4. 59) 
其 中 
A 一 专 (A 土 PAP) (5. 4. 60) 
不 难 证 明 
PA+ P= 二 Ar (5. 4. 61) 
A4+ 分 别 为 偶 宇 称 和 奇 宇 称 算 符 . 


这 两 类 算 符 的 矩阵 元 ,具有 下 列 宇 称 选 择 定 则 . 设 |x), |x ) 分 别 代表 宇 称 为 
x 与 x 的 态 , 按 照 式 (5.4.61), 则 

‘x |Arlx)= (rx |PA, Plx’) 
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=xr a |Arlz) = blr |A lr) (5. 4. 62) 
上 式 表示 ,只 在 宇 称 相同 的 两 态 (x 一 x) 之 间 , 个 宇 称 算 符 A; 矩阵 元 才 可 能 不 为 
0. 类 似 可 以 证 明 
‘x |A_ lx) = 56, rr |A |z) (5. 4. 63) 
即 只 在 宇 称 相 反 的 两 态 之 间 , 奇 宇 称 算 符 A_ 的 和 矩阵 元 才 可 能 不 为 0. 
按照 算 符 在 某 种 对 称 性 变换 下 的 性 质 来 对 它们 分 类 的 概念 是 很 有 用 的 ,这 对 
计算 矩阵 元 颇 为 方便 , 详 见 本 书卷 工 . 


5.4.4 时 间 的 均匀 性 与 能 量 守恒 


以 上 讨论 的 是 涉及 空间 对 称 性 的 变换 ,都 与 时 间 无 关 . 涉及 时 间 的 变换 可 分 为 
时 间 平 移 和 时 间 反 演 (time inversion). 前 者 属于 连续 变换 ,是 一 种 么 正 变换 . 后 者 
lp a es om 站 i 


0 Te 
按照 Schr6dinger 方程 ， 
se 
i zy = Hy (5. 4. 64) 


若是 不 显 含 ti, 则 体系 状态 随时 间 的 演化 规律 与 时 间 零 点 的 选取 无 关 , 即 体系 具有 
时 间 均 匀 性 . 此 时 , 态 随时 间 的 变化 可 表示 为 ( 见 5.2 节 ) 
yt) = et/ (0) (5. 4. 65) 
e “** 即 对 体系 进行 时 间 平 移 t 的 算 符 . 对 于 无 穷 小 时 间 平 移 6i， 
Jt) = DOC0) = egy(0) (1—iHd/i)y0) (5.4.66) 
互 的 厄 米 性 互 + 王 五 保证 了 D(8 二 exp( 一 iH8t/#) 的 乏 正 性 ,五 就 是 时 间 无 穷 
小 平移 算 符 . 
互 的 本 征 态 , 即 能 量 本 征 态 . 然而 应 当 注 意 ,一 个 具有 时 间 平 移 不 变性 的 体系 
的 状态 ,并 不 一 定 就 是 能 量 本 征 态 ,这 要 取决 于 体系 的 初 态 . 若 初 态 y(0) 是 处 于 包 
含 互 在 内 的 一 组 守恒 量 完 全 集 的 本 征 态 必 ,是 一 组 完备 量子 数 ,包括 能 量 本 征 
值 Ei, 则 


pt) = Eg (5. 4. 67) 
反之 , 若 初 态 是 若干 能 量 本 征 态 的 肆 加 ， 
VC0) = Da (5. 4. 68) 
k 
则 
Yt) = Dare Big (5. 4. 69) 


垢 中 
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azx = (gs,y(0)) (5. 4. 70) 


5.5 全 同 粒 子 系 与 波 函 数 的 交换 对 称 性 
5. 5.1 全 同 粒子 系 的 交换 对 称 性 


自然 界 中 存在 各 种 不 同 种 类 的 粒子 ,例如 ,电子 、 质 子 、 中 子 、 光 子 ,x 介子 等 . 
同一 种 粒子 具有 完全 相同 的 内 豪 的 客观 属性 ,例如 , 静 质 量 . 电 荷 . 自 旋 、 磁 矩 .寿命 
等 . 事实 上 人 们 正 是 根据 这 些 不 同 的 内 豪 的 客观 属性 来 划分 各 种 不 同 种 类 的 粒子 . 
人 们 把 属于 同一 类 的 粒子 称 为 全 同 (identical) 粒 子 . 

在 经 典 力学 中 ,每 一 种 全 同 粒子 ,尽管 它们 的 内 豪 属 性 完全 相同 ,并 不 丧失 它 
们 的 “个 性 ”Cindividuality) ,因为 经 典 粒 子 的 运动 有 确切 的 轨道 ,人 们 可 以 对 某 一 
时 刻 在 某 一 地 点 的 每 个 全 同 粒子 进行 编号 (numbering) ,并 根据 尔后 某 一 时 刻 在 
轨道 上 某 一 地 点 识别 出 该 粒子 . 在 量子 力学 中 ,情况 完全 不 同 . 按照 不 确定 度 关 系 
(波动 粒子 二 象 性 ) ,粒子 有 确切 运动 轨道 的 概念 失去 意义 . 即使 人 们 对 在 某 一 时 刻 
定 域 于 空间 某 处 的 一 个 全 同 粒 子 进行 编号 ,人 们 并 不 能 判断 在 经 历 一 段 时 间 后 在 
某 时 间 某 一 地 点 出 现 的 粒子 就 是 那个 粒子 . 在 量子 力学 中 ,每 一 个 全 同 粒 子 完全 
失 了 它 的 “个 性 ”. 一 般 情况 下 ,在 原则 上 人 们 不 能 够 分 辨 出 每 一 个 全 同 粒 子 , 对 它 
们 进行 编号 . 2 

Weisskopf 曾经 强调 9, 全 同性 概念 与 粒子 态 的 量子 化 有 本 质 的 联系 . 在 经 典 
物理 学 中 ,由 于 粒子 的 性 质 和 状态 (例如 ,质量 ,形状 ,大 小 ) 可 以 连续 变化 , 谈 不 上 
两 个 粒子 全 同 . 两 个 粒子 或 两 个 物体 的 性 质 尽管 可 以 任意 地 接近 ,但 完全 相同 的 概 
率 是 无 限 小 的 . 在 量子 力学 中 ,由 于 态 的 量子 化 ,两 个 量子 态 要 就 完全 相同 ,要 就 很 
不 相同 ,没有 连续 的 过 渡 . 两 个 粒子 ,例如 ,两 个 银 原子 ,不 管 它 们 经 过 什么 工艺 过 
程 制备 出 来 ,通常 条 件 下 都 处 于 基态 ,用 相同 的 波 函 数 (量子 数 ) 来 描述 ,所 以 我 们 
说 它们 是 全 同 的 %. 

在 自然 界 中 经 常 碰 到 由 同类 粒子 组 成 的 多 粒子 系 . 例如 ,原子 与 分 子 中 的 电子 
系 ,原子 核 中 的 质子 系 与 中 子 系 , 金 属 中 的 电子 气 , 中 子 星 等 . 同类 粒子 组 成 的 多 粒 


@ L. Landau and E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics. Nonrelativistic Theory, 3rd. edition, (Perga- 
mon Press Ltd, U， 开 . ) ,p. 225,“by virtue of the uncertainty principle, the concept of the path of an electron 
ceases to have any meaning. ” “in quantum mechanics, identical particles entirely lose their individuality. ” 

© V. F. Weisskopf, Physics in the Twentieth Century, (MIT,Cambridge, MA,1972), Pp. 24 一 51， 
295~297. 

@ 在 通常 室温 下 ,原子 的 全 同性 是 有 意义 的 ,因为 此 时 原子 都 处 于 基态 ,不 能 激发 到 量子 化 的 激发 能 
级 上 去 (激发 能 >kT). 但 在 高 温 (例如 Ts*106K) 下 ,原子 的 全 同性 就 会 丧失 ,因为 处 于 各 种 激发 态 的 原子 都 
同时 存在 . 在 常温 下 ,分 子 就 不 能 使 用 全 同性 概念 ,因为 分 子 的 转动 和 振动 自由 度 就 可 能 被 激发 ,因而 两 个 分 
子 保持 处 于 同一 个 量子 态 的 概率 是 很 小 的 . 
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ee 二 
当 两 个 电子 交换 时 (1< 一 >2) ,日 显然 是 不 变 的 , 即 
LP ,Hj = 一 0 
0 1 与 粒子 2 


pl7) = 0 


5 1 ; i 
J Cr) = 32 | BCr—r) 十 SC(r—r;) 2 | 


全 同 粒子 系 的 Hamilton 量 的 交换 对 称 性 ,反映 到 描述 体系 状态 的 波 函 数 上 ,就 有 
了 极 深刻 的 内 容 . 例如 ,对 于 氨 原 子 , 当 人 们 在 某 处 测 得 它 的 一 个 电子 时 ,由 于 两 个 
电子 的 内 豪 属性 完全 相同 ,因此 不 能 (也 不 必要 1) 判 断 它 究竟 是 两 个 电子 中 的 哪 一 
人 ee ee 但 不 能 说 a 对 于 


定 的 对 称 性 5 

hs Ee a AD i 
如 ,CO 分 子 ) 不 同 ， 二 亲 辣 原子 组 成 的 双 通 子 分 于 ( 铀 姑 C 分 子 ) 的 转动 光谱 和 能 
级 就 有 可 观测 到 的 特异 效应 ,有 一 些 转动 能 级 和 光谱 线 , 由 于 原子 的 全 同性 而 不 再 
出 现 , 同时 转动 光谱 线 强度 的 变化 也 呈现 特有 的 规律 性 (参阅 14. 2. 2 节 ). 又 例如 ， 
全 同 粒子 碰撞 截面 呈现 出 的 特点 2( 见 13. 3 节 ). 

考虑 由 两 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,用 波 函 数 jy(gi ,q; ) 描 述 其 状态 ,gi 与 @ 分 
别 代表 两 个 粒子 的 全 部 坐标 (例如 ， 包括 空间 坐标 与 自 旋 坐 标 ). 当 两 个 粒子 交换 
时 ， gq,g) >Puglqi, qs) =J(g2,q). 试问 这 两 个 波 函 数 描述 的 量子 态 有 何不 
同 ? 不 应 有 所 不 同 ,因为 一 切 测量 结果 都 说 不 出 有 什么 差别 . 如 果 说 有 什么 “不 


@ P. A. M. Dirac,The Principles of Quantium Mechanics ,3rd，edition,p. 207~211. Dirac 指出 ,对 于 
全 同 粒子 体系 ,“the Hamiltonian shall be a symmetrical function of the & , 色 ,… ,&p, i. €. it shall remain un- 
changed when the sets of variables 6 are interchanged or permuted in any way. This condition must hold, no 
‘matter what perturbations are applied to the system. In fact, any quantity of physical significance must be a 
symmetrical function of the &,. ”还 可 参见 Cohen-Tannoudji, et al. ， Quantum Mechanics, vol. 了 1， p. 1372 
的 阐述 . 
© R. P. Feynman, R. B. Leighton and M. Sands, The Feynman Lectures in Physics,vol. 3, p. 3-9， 
(Addison-Wesley, Reading, MA ,1965). 
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同 ”, 只 不 过 原来 的 “第 1 个 ”粒子 与 “第 2 个 ”粒子 所 扮演 的 角色 对 调 了 一 下 而 已 . 
但 由 于 两 个 粒子 的 属性 完全 相同 ,这 两 种 情况 是 无 法 区 分 的 . 所 以 只 《能 认为 yq， 
9 ) 与 yes，gi) 描 述 的 是 同一 个 量子 态 . 这 样 , 就 会 对 波 函数 的 形式 给 予 很 强 的 限 
制 . 更 一 般 情 况 ,考虑 由 N 个 全 同 粒子 组 成 的 多 体系 ,其 状态 用 波 函 数 
fq1,q2,""* ,GN) 
描述 ,PP; 表 示 第 i 粒子 与 第 ;7 粒子 交换 的 算 符 , 即 
Pjy (gi, ,gi ,g; "GN) 二 办 qi GN) (5. 5. 1) 
按 上 所 述 ,Psy 与 y 描述 的 量子 态 完 全 一 样 ,因此 它们 最 多 可 以 差 一 个 常数 因子 
4, 即 
Py = Wy (5. 5. 2) 
用 PP; 再 运算 一 次 ,得 
Piy =hPspy = XY 
但 户 ==1, 所 以 


因而 
人 一 土 1 (5. 5. 3) 
即 P; 有 两 个 (而 且 只 有 两 个 ) 本 征 值 :* 二 土 1. 这 样 ,全 同 粒子 的 波 函 数 必须 满足 下 
Pi;y 一 十 消 (5. 5. 4a) 
Psy =—y (5. 5. 4b) 
Gj= 1,2,.%…,N) 
满足 式 (5. 5. 4a) 的 , 称 为 对 称 波 函 数 ;满足 式 (5. 5. 4b) 的 , 称 为 反对 称 波 函 数 . 所 
以 ,全 同 粒子 系 的 交换 对 称 性 给 了 波 函 数 一 个 很 强 的 限制 , 即 要 求 它 们 对 于 任何 两 
个 粒子 的 交换 ,或 者 是 对 称 , 或 者 是 反对 称 . 而 且 , 由 于 


cm (5. 5. 5) 

wy 总 和 | 、 一 定 处 于 它 的 守恒 量 的 

本 征 态 . 例如 ,一 个 球 对 称 体系 所 处 状态 并 不 一 定 是 角 动 量 的 本 征 态 , 而 一 个 具有 
空间 反射 不 变性 的 体系 ,所 处 状态 也 不 一 定 具有 确定 的 宇 称 . 值得 注意 ,交换 粒子 
的 算 符 Pi (天 ) 王 1,2,……, N) 并 不 都 是 彼此 对 易 的 @. 因此 一 般 说 来 ,一 个 全 同 粒 
子 系 的 波 函 数 wo ,…, qv) 并 不 一 定 就 是 某 个 P, 的 本 征 态 ,更 不 一 定 就 是 所 有 


@ 设 体系 初 态 为 Jy(0), 具 有 确定 的 交换 对 称 性 , Pyy(0) 二 4y(0). 设 昌 不 显 含 i, 则 VC 一 e 还 入 
%(0). 考虑 到 LP5 ,Hj 二 0, 可 知 Pyy(t)= 二 Pye /gp(0)=e HAP;y(0)=Ae /gy(0)= 二 Ay(2). 所 以 yl2) 与 
y0) 具 有 相同 的 交换 对 称 性 . 

@ 按 5.1.3 节 的 定理 ,全 同 粒子 系 的 能 量 本 征 态 ,一 般 说 来 ,存在 简 并 , 称 为 交换 简 并 (exchange de- 


generacy). 
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Pi; 的 共 es we St 所 有 Ps A 


> i a k 同 本 征 态 总 盾 大 交 放 央 这 请 和 下 此 外 ， 迄今 所 有 
一 切实 验 表明 ,对 于 每 一 类 粒子 ,它们 的 多 体 波 函数 的 交换 对 称 性 是 完全 确定 的 . 
例如 ,电子 系 的 波 函 数 ,对 于 交换 两 电子 总 是 反对 称 的 . 而 光子 的 多 体 波 函数 , 则 是 
对 称 的 . 

实验 还 表明 ,全 同 粒子 系 的 波 函 数 的 交换 对 称 性 与 粒子 自 旋 有 确定 的 联系 ( 关 
es Mg nt a 0， ee ue 2) 波 函数 


58/2，…)， We 总 是 反对 称 的 . 出 站 ， 是 记 子 及 中 子 等 它们 
遵守 Fermi 统计 法 , 故 称 为 Fermi 子 . Bose 统计 法 和 Fermi 统计 法 是 在 量子 力学 
建立 之 前 就 已 提出 . 在 量子 力学 提出 后 ,是 Heisenberg 等 首先 阐明 Bose 统计 和 
Fermi 统计 与 全 同 粒 子 系 的 量子 态 的 交换 对 称 性 的 关系 (参见 1. 5 节 ). 2 

由 “基本 ”粒子 组 成 的 复杂 粒子 ,例如 ,a 粒子 或 其 他 原子 核 ,如 在 讨论 的 问题 
或 过 程 中 , 内 部 状态 保持 不 变 , 即 其 内 部 自由 度 被 完全 冻结 , 则 也 可 以 当成 一 类 全 
同 粒子 来 看 待 . 如 果 它 们 是 由 Bose 子 组 成 , 则 仍然 是 Bose 子 , 自 旋 为 天 整数 倍 . 如 
采 它 们 由 奇数 个 Fermi 子 组 成 , 则 仍 为 Fermi 子 , 自 旋 为 无 的 半 奇 数 倍 , 但 若 由 偶 
数 个 Fermi 子 组 成 , 则 为 Bose 子 , 自 旋 为 声 的 整数 倍 . 例如 ,fHi (和 气 核 ) 及 fHez (a 
粒子 , 即 氨 核 ) 是 Bose 子 ,而 ?Hs( 气 核 ) 及 He 则 为 Fermi 子 . 

下 面 将 讨论 在 忽略 粒子 之 间 相 互 作 用 的 情况 下 如 何 去 构 成 具有 交换 对 称 性 


论 两 个 全 同 粒 子 组 成 的 体系 ,然后 推广 到 多 粒子 体系 . 
5.5.2 两 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,Pauli 原理 
设 有 两 个 全 同 粒子 (忽略 它们 的 相互 作用 ,但 它们 可 以 受 外 力作 用 ,或 者 是 自 


由 的 ), Hamilton 量 可 表示 为 
H=h(gi)+th(g;) (5. 5. 6) 


”有 即 完全 对 称 的 波 函数 和 完全 反对 称 的 波 函 数 . 用 群 论语 言 来 讲 ,置换 群 是 一 个 非 Abel 群 , 它 的 不 可 
约 表示 可 用 Young 图 来 标记 . 完全 对 称 表示 (一 维 ) 用 Young 图 | |『…| | 标记 , 基 矢 即 完全 对 称 态 , 即 所 


有 BP5 的 共同 本 征 态 ,本 征 值 为 十 1. 完全 反对 称 表示 (一 维 ) 用 Young ce 即 完全 反对 称 态 ,是 所 


有 户 的 共同 本 征 态 ,本 征 值 为 一 1. 
@ ”交换 对 称 性 所 相应 的 守恒 定律 , 即 统计 性 (Bose 统计 或 Fermi 统计 ) 不 变 . 
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其 中 有 h(g) 表 示 单 粒子 Hamilton 量 ,g 代表 单 粒 子 的 全 部 坐标 (空间 坐标 , 自 旋 坐 标 
等 ) ) 刀 (91 ) 与 h(gs) 形 式 上 完全 一 样 ,只 不 过 1< 一 >2 交换 一 下 . 显然 [Pi ,Hj]==0. 

单 粒 子 Hamilton 量 h(g) 的 本 征 方 程 为 

h(g) gs (g) 一 ESkODR (g) (5. 5.7) 

设 gx 已 正 交 归 一 化 , ne 组 单 粒子 的 完备 的 量子 数 , 设 两 个 粒子 中 有 一 个 处 
于 Pi 7 态 , 另 一 个 处 于 fk, 亿 态 , 则 Pi (g1 ) gi, (gq2) ”DA 《qz ) px 《dl ) ， 或 者 它们 的 任意 线 
性 午 加 ,对 应 的 能 量 都 是 sm 十 ee (这 种 与 全 同 粒子 系 的 交换 对 称 性 相 联系 的 简 并 ， 
称 为 交换 简 并 ). 但 这 些 波 函数 还 不 一 定 具 有 交换 对 称 性 . 

对 于 Bose 子 ,要 求 对 于 交换 是 对 称 的 . 这 里 要 分 两 种 情况 . 

& 关 k, 归 一 化 的 对 称 波 函 数 可 如 下 构成 : 


贷 (gi ,oo) 一 启 [ge (qi) px, (q2) + pr (qz ) gi, (q1)] 
= 证 Pn)p (gq1) pe, (az ) (5. 5. 8) 
1/V2 是 归 一 化 因子 . 
ki 二 ks 一 k, 归 一 化 的 对 称 波 函 数 为 
访 (qi,g2) = gi (gi) gi (gq;) (5. 5. 9) 
对 于 Fermi 子 ,要 求 对 于 交换 是 反对 称 . 这 种 波 函 数 可 如 下 构成 : 


fh (qi ,9) 一 房 Gl — Pis) pe (qi1) gx, (gz ) 


1 
一天 Lpo (q1) 9 (gq2) 一 网 (q2) gx, (qi) 
万 Lm qd1/) 9, “qd2 Pe “qz2 ) Ge, q1)] 


9 (5. 5. 10) 
V2 | 加 (9 ) qe, (qz) 
Pauli 原理 
由 式 (5. 5 a 若 如 一 刀 , 则 二 0， 即 这 样 的 状态 是 不 存在 的 . 这 就 
,简称 不 能 有 两 个 全 同 


众 记 向 知 ， Pauli 人 自然 规律， 它 是 原子 结构 理论 的 基础 ， 
是 在 量子 力学 诞生 之 前 的 早期 量子 论 的 框架 中 发 展 提出 的 0. 按照 Bohr 在 1921 
年 左右 概括 出 的 复杂 原子 结构 的 规律 9, 在 原子 中 ,电子 分 成 若干 群 ,各 群 电子 以 
不 同 的 半径 绕 原子 核 旋转 . 每 一 群 电 子 用 两 个 量子 数 (n,7) 描述 ( 详 见 6.4 节 ). 若 


© W. Pauli,Zeit, Physik,31(1925),765. 
Q@ N. Bohr,Theoryof Spectra and Atomic Constitution (1922,Carmbridge). 
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原子 处 于 外 界 强 磁场 中 ,还 要 引进 磁 量 子 数 m 来 描述 原子 能 级 的 分 裂 . 原子 结构 
决定 了 元 素 的 物理 性 质 及 化 学 性 质 . Bohr 曾经 力图 从 他 的 原子 结构 理论 去 阐明 元 
素 的 周期 律 , 但 没有 得 到 令 人 信服 的 结果 @. 当 原子 处 于 基态 时 ,为 什么 不 是 所 有 
的 电子 都 处 于 最 内 层 的 轨道 ? Bohr 已 经 强调 了 这 个 问题 . 他 还 特别 讨论 了 氨 原 子 
最 内 层 轨 道 的 “ 填 满 ”的 问题 ,并 且 认 为 这 与 氨 原 子 光 谱 中 存在 两 套 互 无 联系 的 光 
谱 ( 见 14. 2 节 ) 的 奇怪 现象 有 本 质 的 联系 . 

Pauli 对 当时 原子 物理 的 实验 及 理论 所 存在 的 矛盾 做 了 深刻 的 分 析 . 除了 化 学 
元 素 周 期 律 之 外 ,还 涉及 反常 Zeeman 效应 及 碱 金属 原子 光谱 的 双 线 结构 ( 见 9. 3 
节 ). 他 发 现 , 在 原子 中 要 完全 确定 一 个 电子 的 能 态 需 要 四 个 量子 数 , 并 提出 不 相 容 
原理 (exclusion principle) 


在 原子 中 ,每 一 个 确定 的 电子 能 态 上 ,最 多 只 能 容纳 
一 个 电子 ,而 每 一 个 电子 能 态 要 四 个 量子 数 来 描述 . 原来 已 知道 的 三 个 量子 数 (n， 
l,m) 只 与 电子 绕 原子 核 的 运动 有 关 . 第 四 个 量子 数 表 示 电 子 本 身 还 有 某 种 新 的 性 
质 . 而 这 个 问题 在 同一 年 (1925) 被 G，E. Uhlenbeck 和 S，Goudsmit 解决 ( 见 9.1 
节 ), 即 电子 除 空间 坐标 外 ,还 有 自 旋 ,而 Pauli 的 第 四 个 量子 数 就 是 电子 自 旋 投影 
的 量子 数 wm”,, 它 可 以 取 士 1/2 两 个 值 . 

不 久 , 和 矩阵 力学 与 波动 力学 相继 提出 . 从 量子 力学 中 波 函 数 的 反对 称 性 来 说 明 
Pauli 原理 的 , 则 是 Heisenberg、Fermi 和 Dirac 等 人 的 工作 @. 


例 1 设 有 两 个 相同 的 自由 粒子 , 均 处 于 动量 本 征 态 (本 征 值 为 放 ., 套 6), 试 分 别 三 种 情况 
讨论 它们 在 空间 的 相对 位 置 的 分 布 概率 , 即 空间 波 函 数 :(1) 没 有 交换 对 称 性 情况 ,(2) 对 于 交换 
是 反对 称 情况 ,(3) 对 于 交换 是 对 称 情况 . 

解 〈1) 在 不 计 及 交换 对 称 性 时 ,两 个 自由 粒子 的 波 函 数 可 表示 为 


Pig T1112) = cays expLiCke ri + kg * m2)] (5. 5. 11) 
nr 与 ro 分 别 代 表 两 个 粒子 的 空间 坐标 . 为 便于 研究 相对 位 置 的 分 布 概率 , 令 
r=n—r; 《相对 坐标 ) 
ek 从 村 
R= 2 (ri 十 r2) (质心 坐标 ) CE 6 
Kk 一 (Ck, = ke) /2 (让 ,相对 动量 ) 
K= k++ks (证 ,总 动量 ) 


于 是 式 (5. 5. 11) 可 化 为 
fg rm) — rasp(K* Rt = cam PK Rh) (5.5.13) 
式 中 


@”W，Pauli，Nobel Lecture ,Dec 13(1946). 关于 Pauli 原理 提出 的 历史 情况 还 可 参阅 W，Pauli, Sci- 
ence, 103(1946),213; E. T. Whittaker, A History of the Theories of Aether and Electricity, chap. 4; F. 
Hund, The History of Quantum Theory ,chap. 9; D. ter Haar, The Old Quantum Theory,Pergamon,1967. 

©® W. Heisenberg, Zeit. Physik,38(1926), 411;39(1926), 499, E. Fermi, Zeit. Physik,36(1926), 
902. P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London,A112(1926) ,661. 
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打 (7) 一 二 exp( 达 “7) (5. 5.14) 


是 相对 坐标 部 分 的 波 函 数 , 以 下 只 讨论 相对 位 置 的 概率 分 布 , 它 与 质心 运动 无 关 . 利用 g(r) 可 
以 计算 在 一 个 粒子 周围 ,半径 在 (~,r 十 dr) 之 间 的 球 壳 层 0 


hr Pdr=rd| | $n [dQ = Pdr Es 了 C16) 
所 以 概率 密度 P(r) 二 1/(2xh)? 为 常数 ,与 r+ 无关. 
(2) 对 于 交换 是 反对 称 的 情况 , 波 函 数 为 
fx (ri ,rz) 可) 人 — Ps ) girg (ri ,rs2) 
注意 ; 当 1< 一 2 时,r 一 一 r,R 不 变 , 上 式 可 表示 成 
fr ri,r2) = SE R) V2isinCk » r) (5. 5. 16) 
sh (2xh) 
质心 运动 部 分 未 改变 ,相对 运动 部 分 波 函 数 为 
内 (nD) = gn sin(k 站 (5. 5. 17) 
由 此 可 计算 出 
4r2 P(r) dr= zdr| | 改 Cr) | :do = CR sin2 (KK。rd0 
_ 2rdr f2*, f*. . _ 4xrdr/,_ sin2kr 
六 让 上 | dp| sim (ercosg)sin0db 一 ck op ) 
所 以 
PD = (1- 加 和 ) (5. 5. 18) 
(3) 对 于 交换 是 对 称 的 情况 ,可 类 似 求 出 
ps sl 和) (5. 5. 19) 


可 以 看 出 ,三 种 情况 下 相对 位 置 的 概率 分 布 是 不 同 的 . 略 去 不 关 紧 要 的 常数 因子 1/(2x#)? , 令 
Z 一 2&r, 则 


1 十 Smz (对 称 情况 ) 
P(r) cc<1 (无 对 称 情况 ) (5. 5. 20) 
eel (反对 称 情况 ) 


tk 


(z= Oe 0( 图 5. 4). 但 en on Jin 过 
性 的 影响 可 以 忽略 . 从 这 个 具体 例子 可 以 看 出 ,在 三 种 情况 下 ,两 个 全 同 粒子 的 相对 位 置 的 分 布 
概率 是 很 不 相同 的 ,这 是 一 个 可 观测 的 量子 效应 . 

例 2 设 有 自 旋 为 零 的 两 个 粒子 ,所 处 状态 可 以 用 两 个 波 包 wm (z) 与 gz (zx) 描 述 ( 为 简单 起 
见 , 取 为 一 维 粒子 ). 设 g 与 gz 在 空间 不 重 至 (如 图 5. 5) ,两 粒子 的 相互 作用 为 V(| x 一 zs | ). 
试 计算 相互 作用 的 平均 值 . 

解 (1) 先 不 考虑 两 粒子 波 函 数 的 交换 对 称 性 , 设 粒 子 1 处 于 gp 态 ,粒子 2 处 于 ps 态 . 两 
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粒子 系 的 波 函 数 为 
xi,T2) = xi) gp (x2) (5. 5. 21) 
因此 
区 生 | (Zi) 9 (za) Vo91 (zi) pa x2) dri dz ee 9 (5. 5. 22) 
P(x) 
Po 
0 x 
图 5.5 


(2) 考虑 到 全 同 粒子 系 的 波 函 数 的 对 称 性 ,无 自 旋 的 两 个 全 同 粒子 的 波 函 数 为 


x1 ,72) a (zx1) 2 CT2) + pr zz ) po Cx1)] (5. 5. 23) 

因此 
二 ee 2) VW zt)dzdz 一 9 十 6 (5. 5. 24) 

其 中 


9= [ge Ga) GV — lpr) gm) dn de 
(5. 5. 25) 


6= |¢: zg CzV On — ng) (zm) dridn 
9 称 为 直接 积分 ,8 称 为 交换 积分 ( 它 是 由 于 波 函 数 的 交换 对 称 性 引起 的 ). 若 pu 与 go 是 任意 两 
个 波 函 数 ,6 一 般 不 为 零 .但 本 题 假 设 wm (z) 与 m (xz) 在 空间 不 重 释 , 即 在 wm (z) 不 为 零 的 区 域 ， 
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9 《ZT) 必 为 零 , 反 之 也 一 样 ,所 以 gr (xi) gz (zi) 二 92 (zz)g (zs) 二 0, 因 此 6 一 0. 此 时 7 一 9, 与 
不 考虑 波 函 数 的 交换 对 称 性 时 所 得 结果 相同 . 


粒子 区 分 开 来 ,因此 可 以 对 粒子 编号 ,因而 波 函 数 的 交换 对 称 性 也 就 不 必 考 虑 了 . 若 m 与 go 在 
空间 有 重 倒 , 则 一 般 说 来 & 夭 0, 波 函数 的 交换 对 称 性 就 必须 考虑 . 上 述 讨 论 , 对 于 Fermi 子 也 成 
立 . 交换 积分 (或 称 交换 能 ) 在 分 子 共 价 键 理论 中 是 很 重要 的 ( 详 见 14. 3 节 ). 


5.5.3 NN 个 Fermi 子 体系 


先 考 虑 三 个 全 同 Fermi 子 组 成 的 体系 . 由 于 Pauli 原理 ,三 个 粒子 只 能 处 于 三 
个 不 同 的 单 粒子 态 ps .pe 和 gs,. 此 时 反对 称 化 的 三 粒子 波 函 数 可 表示 为 


Pug) palq) pe (qs) 
1 


V3l pe, (q1) Ph (gq2) Pe, (gs) 


颂 ,ko ,ks (qi,q2 , 93 ) 一 
Ph (qi) Wo (qz) pe (qs) 
= 高 [mw 人 
+ Ge (q3) pe (q91) ps (q2) — pe (qs) pes (q2) i, (q1) 
— pa (q2) pi, (q1) pe, (qs3) — pe (q1) ps (qs) px, (qz) ] 
= fps, (qi) gu, (qz) pr (gs) C5. 5. 26) ， 
其 中 


A= d+BB +B BP- BR) (5. 5. 27) 
称 为 反对 称 化 算 子 (anti-symmetrizer). 

推广 到 NN 个 全 同 Fermi 子 体系 , 设 NN 个 Fermi 子 处 于 过 二 … 二 kw 态 上 ， 
则 NN 粒子 系 的 反对 称 波 函 数 可 如 下 构成 : 


pulq) pn (qn) 
1 p(n) 2 ph (qn) 
wweao= 南 | 
Gey (GD) pe (qn) 
-Pir (qi ) pu (qa)***pey (gn)] (5. 5. 28) 
1 下 


其 中 尸 代表 N 个 粒子 的 某 个 置换 (permutation). PLps (gq1)…gs, 《qn)] 代 表 从 一 
个 标准 排列 式 
Pu (q1) pe, (qe ) Pav (qn) (5. 5. 29) 
出 发 ,经 过 置换 P 作 用 后 得 到 的 一 个 排列 . N 个 粒子 在 N 个 态 上 的 不 同 排列 数 有 
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NI1 个 ,或 者 说 有 NI 个 置换 . 所 以 ,在 式 (5. 5. 28) 中 共有 N! 项 波 函数 ,彼此 都 是 
正 交 的 . 是 归 一 化 因子 . 置换 PP 总 可 以 表示 成 若干 个 对 换 (transposition, 指 两 
粒子 交换 ) 之 积 . 从 标准 排列 式 (5. 5. 29) 出 发 , 若 需 要 经 过 奇数 次 对 换 才 达到 排列 
P[w (@)…g (qn)], 这 种 卫 称 为 奇 (odd) 置 换 ,对 这 种 置换 ,6p 一 一 1. 若 需要 经 
过 偶数 次 对 换 才 达到 排列 PEp(q;)…gs, (qn)], 这 样 的 卫 称 为 偶 (even) 置换 ,对 
这 种 置换 ,3p 一 十 1. 可 以 证 明 , 在 N! 个 置换 中 , 偶 置 换 与 奇 置换 各 占 一 半 . 因此 ， 
式 (5. 5. 28) 求 和 中 ,有 一 半 为 正 项 ,一 半 为 负 项 . 
形式 如 式 (5. 5. 28) 的 波 函 数 , 称 为 Slater 行列 式 ,可 简 记 为 


ps (q1) pe, (q2) Pav (qn) (5. 5. 30) 
而 
1 
A (C503 1) 
VNI! A 


是 反对 称 化 算 子 . 从 反对 称 化 波 函 数 的 Slater 行列 式 可 明显 看 出 ,不 能 有 两 个 
Fermi 子 处 于 同一 个 单 粒子 态 . 


5.5.4 和 个 Bose 子 体系 


Bose 子 不 受 Pauli 原理 限制 ,可 以 有 任意 多 个 Bose 子 处 于 相同 的 单 粒 子 态 . 
设 共 有 N 个 Bose 子 ,其 中 有 
nl 个 处 于 AI 态 ， 
722 个 处 于 R2 态 ， 


NN 个 处 于 kN 态 ， 
N 
DJ 二 NN Gm 中 有 一 些 可 以 为 0, 有 一 些 可 以 大 于 1). 此 时 ,对 称 的 多 体 波 函数 可 
以 表示 成 
2 PLlops (q) pe (gn ) pi, (qn 11) °° Gr (qn tm )*** Phy (qn)] (5.5.32) 
mn 个 n, 个 nn 个 
这 里 的 是 指 那 些 只 对 处 于 不 同 单 袜子 态 的 粒子 交行 对 揪 而 移 世 的 过 换 , 因 只 有 
这 样 , 式 (5. 5. 32) 求 和 中 的 各 项 才 正 交 . 这 样 的 置换 共有 
人 MI 
nl 1 benn! Ta - 0 


个 . 因此, 归 一 化 的 对 称 波 函数 可 表示 为 
IT 


Si DP[pe Co)…pu (qn)] (5.5.34) 
: ‘PF 


此 ww (qqw) 一 
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例 六 =2 体系 ,已 在 5.5. 2 节 式 (5. 5.8) 和 (5. 5.9) 讨 论 过 了 . 以 下 分 析 N=3 的 全 同 Bose 
子 体 系 . 三 个 单 粒子 态 分 别 简 记 为 wm .wz .m. 分 三 种 情况 : 
(1) ni 一 12 一 13 一 


网: (qi 29) 一 启 [p (gi ) pe (gz ) gs (gs) 十 Meal (gz ) 9 (qs) 9 (qi) 


+ gi (gs)g (qi) ps (gq) op (gs) 9 (q2) gs (qi) 
十 和 (ge)m (qi) gs (gs) pq93) 9 (gq2) gCq1)] (5. 5. 35) 
上 式 右边 共有 3! /1! .1! .1! 二 6 项 ,各 项 都 彼此 正 交 . 
(2) n=2,m=1,ns=0, 


内 io (q1 9293) 3 (gq) gi (gq)p2 (qs) 9 (qi) pgs) gq2) + 91 qi) go (gs) gs (qz)] 


(5. 5. 36) 
上 式 右 边 共 有 31 /2! .1! 。0! ==3 项 ,各 项 都 彼此 正 交 . 
(3) ni 二 3,7w 二 ns 二 0， 
B00 (qi q2 qs ) = oqi) pg) 9p (qs) (5. 5. 37) 


只 有 3! /3! 。0! "0! =1 项 . 


思考 题 1 设 体系 包含 两 个 粒子 ,每 个 粒子 可 处 于 三 个 单 粒子 态 wm .mw 、gs 中 的 任 一 态 , 试 
求 体系 可 能 态 的 数目 ,并 写 出 相应 的 波 函 数 . 分 三 种 情况 :(1) 两 个 粒子 为 全 同 Bose 子 ; (2) 两 个 
粒子 为 全 同 Fermi 子 ; (3) 非 全 同 粒 子 . 
答 :(1) 6 个 .gi (Dp C2)， go(l)p(2), pa(l)gs (2) 
掺 [P CDgC2) 十 mm(D] 
1 


一 1 2 2 1 
顾 [?( ) gs C2) ++ p2 (2) 8 (1)] 


记 [g (Do (2) 十 由 (2)m (ID)] 
(2) 3 个 . 
1 


一 1 2) — oi (2) ~ (1) 
[PDp -pV gD] 


1 
到 1)wm (2)— oo (2 1) 
顾 [( )m 2) — po (2) a (1)] 


掺 [多 (BAD = 

(3) 3? 个 (二 对 称 态 数 十 反对 称 态 数 ). 

思考 题 2 设 有 三 个 相同 粒子 ,每 一 个 均 可 以 处 于 wm .wz .wm 三 个 态 中 任何 一 个 态 , 问 
(1) 车 不 计 及 波 函 数 置换 对 称 性 ,这 三 个 粒子 系 有 多 少 可 能 状态 ?[ 管 :27 个 ] 

(2) 若 要 求 波 函 数 反 对 称 ,可 能 状态 有 几 个 ? [ 管 :1 个 ] 

(3) 若 要 求 波 函 数 对 称 ,可 能 状态 有 几 个 ? [ 管 :10 个] 

(4) 对 称 态 数目 十 反对 称 态 数目 王 ? [二 27], 如 何 理 解 ? 
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应 当 指 出 ,全 同 粒子 系 的 波 函数 的 上 述 表 达 方式 是 比较 繁琐 的 . 其 原因 是 :对 
0 和 全 二 了 过 和 Di de oe 


0 0 0 。o ©。 0 © 0 0。 ee ©。 0 0 .0 。 ©。 。 0 0 ee 。 0 ©。 ee © 0 © 。® © 。® 。® 。® ®。 ©。 
ss ©。® ©e ©。 9 0 0 0 0 0 0 0 0 © 0 。 ©。 0。 ©。 。 。 ©。 。 0。 0 0 。0 0 。 。 ®。 。 
ee ee ee ee ee ee ee ee 0 ee ee ee ee 。 ee 。 


we 从 一 开头 就 计 
及 多 粒子 系 的 状态 的 交换 对 称 性 ,并 不 对 粒子 进行 编号 


习 题 
5.1 证 明 力学 量 A( 不 显 含 力 的 平均 值 对 时 间 的 二 次 微 商 为 
一 大 由 太 =T[A,HJ,H] (HH 是 Hamilton 量 ) 


dz 
5.2 证 明 在 不 连续 的 能 量 本 征 态 ( 束 缚 定 态 ) 下 ,不 显 含 上 的 物理 量 ( 算 符 ) 对 上 的 导数 的 
平均 值 为 0. 
5.3 证 明 对 于 波 包 ( 一 维 ), 有 
2 一 二 (p+) 


(1) 利用 [xz, 力 j== 远 ,证 明 
i a 
= pi) (pr +9p) 
(2) 定义 St==zx 一 x, (Azx)’: 二 (57) 一 (zx 一 x): 一 ZX 一 Z?， 
5p = pp—p,(APp)’ = pp): = (p—p) = pp’ 
证 明 
An’ = LPF) 278] 


$CAp)’ =— [CpB + Bp) — 288] 
式 中 六 一 全 六 一 mm 区 
(3) 定义 这 = 一 之 ,8 二 一 ,证 明 
Ar)? = (zd2 + O28), 全 CA: = (pdp + dp8p) 
全 ACzp) = 全 TB 二 867 = (828p + dz8p + Spdz + p82) 


参阅 C. W. Sy Phys. ,64(1996) ,792. 
5.5 多 粒子 系 ,如 不 受 外 力 ,Hamilton 量 表示 成 


z DA 
5.6 ”多 粒子 系 ,如 所 受 外 力矩 为 0, 则 总 角 动 量 工 一 >jl; 守恒 . 
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5.7 证 明 对 于 经 典 力学 体系 ,车 A 与 B 为 守恒 量 , 则 {A,B) (Poisson 括号 ) 也 是 守恒 量 
(但 不 一 定 是 新 的 守恒 量 ). 对 于 量子 力学 体系 , 若 A 与 6 为 守恒 量 , 则 [A , 台 ] 也 是 守恒 量 (不 


一 定 是 新 的 守恒 量 ). 
5.8 


D; (a) = exp(— iapz/#) = exp(—a 艺 ) 
表示 体系 沿 x 方向 的 平移 距离 a 的 算 符 , 设 f(z) 与 D, (a) 对 易 , 求 f(z) 的 一 般 形式 . 
答 : f(x) 二 fx 一 a), 即 FCz) 为 工 的 周期 函数 ,周期 为 w。 
5.9 证 明 周期 场 中 的 Bloch 波 函 数 ( 见 3.8 节 ) 
PCZz) = exp(CiRzr) 办 (Z) 
(Za) = (7) 
是 D,(a) 的 本 征 态 ,相应 本 征 值 为 
exp(— ika) 
5.10 设 y? 是 外 本 征 态 ,相应 本 征 值 为 m( 取 二 =]), 则 
Ym = exp(—i Ll.9) exp( 一 i 0) WA 
是 人 ,= 人 sinbcosg 十 2 singsing 十 2.cosb 的 本 征 态 ( 见 图 5. 6). 
5.11 采用 Heisenberg 图 像 ,对 于 一 维 谐振 子 , 计算 
[zt ) ,T(tz) | 9 Lp ) ,pltz) |], [za) ,pltz)]. 


答 ; [zCn) ,zn)]= 丰 sinw(ta 一 4) 


[pC22) ,p(t) =imowksinw(ts —t) 
[zx(C#1) ,p(ts)]=ikcosw(ts —t) 
5.12 设 Hamilton 算 符 表示 为 
2 2 
H= 疗 - + 入 + 六 一 (az 十 azy 十 asz) 
(1) 写 出 r 和 1( 角 动量 ) 的 Heisenberg 方程 . 


(2) 若 万 一 六 ?CQ1 一 0Q2 二 0, 列 出 主要 的 守恒 量 . 
2 
5.13 设 日 = 守 十 ol, 求 1 和 pp 的 Heisenberg 方程 ,以 及 它们 的 平均 值 随时 间 变 化 的 
A 
规律 . 
di ,sd on 
答 dz 一 0， 二 (十 这 ?一 (十 这 ) 
L(t) =7 (0)coswt—L,(0)sinwt 
,C2)=L,(0)sinwttL, (0) coswt 


5.14 (1) 设 U(D 为 么 正 算 符 ,对 + 可 微 ,证 明 法 号 可 以 表示 成 


,dU 
壕 字 二 HU 


其 中 态 为 厄 米 算 符 . 
(2) 设计 全 一 有 U 成 立 , 刀 为 厄 米 算 符 ,证 明 UU+ 满足 方程 
省 全 (UU+) = [EUU] 
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进而 再 证 明 , 如 z= 时 Ut) 为 乏 正 算 符 , 则 UG) 总 是 乏 正 算 符 . 

5.15 ”验证 积分 方程 

(= A 十 计 全 1 CDdr | 
有 下 列 解 : 
B (2) = exp( 认 i) B(0)exp(— iA 2) 

其 中 A 与 时 间 无 关 . 

5.16 证 明 在 Galileo 变换 下 ,Schr6dinger 方程 具有 不 变性 , 即 设 惯 性 坐标 系 K 以 速度 vw 
相对 于 惯性 系 开 ( 沿 正 z 轴 方 向 ) 运 动 (图 5. 7) ,空间 任何 一 点 在 两 个 坐标 系 中 的 坐标 满足 


T=x 二 vi, y=y, z=x 


太一 上 
势能 在 KK 两 坐标 系 中 的 表示 式 有 下 列 关系 : 
Vi = V(r,t) = Vz,t) 


oat 2m 097 
则 在 天 中 

9 fi 92 

汗 他 = (站 2+V)y 
其 中 


mw? 


Hx,t) = exp| i( 到 z 二 jz— vt ,1) 
5.17 设 体系 能 量 本 征 态 记 为 |n) ,有 |n) 二 ,|n), 力 学 量 A 在 能 量 表象 中 和 矩阵 元 记 为 
An 二 (|A|n) ,证明 
(党) = jwnAn 
其 中 
wn 一 《及 — E,)/E 
5.18 设 五 王 亚 /2p 二 VCr， 试 用 纯 矩 阵 的 运算 ,证 明 下 列 求 和 规则 ， 
DE — En) | zm |? 一 不 /21 


其 中 之 是 r 的 一 个 Cartesian 分 量 ，>， 指 对 一 切 可 能 态 求 和 , 瓦 , 是 相应 于 态 的 能 量 . 
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提示 : 求 [ 互 ,z] ,[LH,z] , 工 | ,然后 求 矩 阵 元 (nl [LH,z] ,X] |m). 
5.19 设 Fr 站 为 厄 米 算 符 ,证 明 在 能 量 表象 中 的 求 和 规则 ， 


DPE,—E)IFal? = [FLH, FI |A) 


5. 20 ”对 任意 算 符 FCr,p) 及 其 厄 米 共 思 F+ ,证 明 在 能 量 表象 中 有 下 列 求 和 规则 ; 
ZE EFa|?+ |F,|’) = (| [Ft,LH,F] |k) 


5.21 对 于 一 维 运动 粒子 , 设 HH 多 十 V(z), 设 F(z) 为 z 的 可 微 函 数 ,证 明 


FE, — EV)LFs|’ = | |F |?|k) 
特例 邻 F(z)==z, 则 
> = 志 
推广 到 三 维 运 动 粒子 ,互生 严 /20 十 VCr , 设 FGCr) 为 可 微 函 数 , 则 
DE 一 囊 )| (| Fe = |vF|?|k) 
5. 22 一 维 运动 粒子 , 瑟 = 疡 /2y 十 V(z) , 设 4 为 实 参数 ,证 明 在 能 量 表象 中 
DE -El nl expcr) | 1 = 
5.23 设 FCr 站 为 任意 算 符 ,天 为 其 厄 米 共 轰 ,证 明 在 能 量 表象 中 的 求 和 规则 
DE,— EY) |Fa|’= (|LH,FILH,F] |k) 
如 下 为 厄 米 算 符 , 则 
DE,—E)|F|? 一 一 (| [BF |k) 
5. 24 ”对 于 一 维 粒 子 , 本 = 也 /2x 十 VCz) ,证 明 求 和 规则 : 
DE Ey) | xm | 2 一 一 2 起 
5. 25 ”对 于 中 心力 场 中 粒子 的 s 态 (( 王 0) 和 p 态 (! 王 1) ,证 明 


2 和 
如 中 心力 场 V(r)ocr' ,利用 位 力 Cvirial) 定 理 ,进一步 证 明 


Pa 2 
2 Er EF, ) | zs | 3(2y) er 


5.26 对 于 一 维 谐振 子 , 试 利用 能 级 公式 ,位 力 (viriaD 定 理 及 求 和 规则 ,计算 矩阵 元 zu. 


答 :zx =A/ (San i ) 


。 189 。 


第 6 章 中 心力 场 
6.1 中 心力 场 中 粒子 运动 的 一 般 性 质 


在 自然 界 中 ,广泛 碰 到 物体 在 中 心力 场 中 运动 的 问题 . 例如 ,地 球 在 太阳 的 万 
有 引力 场 中 的 运动 ,电子 在 原子 核 的 Coulomb 场 中 的 运动 等 . 无 论 在 经 典 力学 中 
或 在 量子 力学 中 ,中 心力 场 问 题 都 占有 特别 重要 的 地 位 . 而 且 值 得 注意 的 是 :最 重 
要 的 几 种 中 心力 场 一 一 Coulomb 场 或 万 有 引力 场 ,各 向 同性 谐振 子 场 以 及 无 限 深 
球 方 势 阱 ,是 量子 力学 中 能 精确 求解 的 少数 问题 中 的 几 个 . Coulomb 场 ( 以 及 屏 项 
Coulomb 场 ) 在 原子 结构 研究 中 占有 特别 重要 的 地 位 ,而 各 向 同性 谐振 子 场 (二 维 
三 维 ) , 球 方 势 阱 以 及 Woods-Saxon 势 , 则 在 原子 核 结构 的 研究 中 占有 重要 地 
位 . 重 介子 (看 成 夸克 偶 素 ,quarkonium) 质谱 的 分 析 则 显示 出 线性 中 心 势 和 对 数 
中 心 势 的 某 些 特征 . 下 面 我 们 先 研 究 在 中 心力 场 中 运动 的 一 般 性 质 . 在 这 里 ， 角 动 
量 守恒 起 了 重要 的 作用 . 


6.1.1 角 动 量 守恒 与 径 向 方程 


在 中 心力 场 V() 中 运动 的 粒子 ,最 重要 的 特征 是 角 动 量 ! 一 rXP 守恒 . 对 于 
经 典 粒子 ,这 个 结论 是 很 明显 的 ,因为 ( 设 粒 子 质量 为 /0) 


di dr dpP _YdV 
pe vXjwtrxF=rx(—T )= 0 (6.1.1) 


其 物理 含义 是 ,粒子 所 受到 的 力矩 (相对 于 力 心 ) 为 零 . 考虑 到 1。 r 一 0,1。p 一 0, 中 
心力 场 中 经 典 粒子 的 运动 必 为 平面 运动 . 运动 平面 的 法 线 方向 即 守恒 量 1 的 方向 . 
在 选择 合适 的 参考 系 后 ,中 心 \ 力 场 中 经 典 粒子 的 运动 即 可 化 简 为 一 个 平面 运动 但 
应 当 注意 ,粒子 在 平面 内 的 运动 轨道 ,一 般 说 来 ,是 不 闭合 的 0. 


在 量子 力学 中 ,不 难 证 明 角 动量 也 是 守恒 量 . 因为 角 动 量 算 符 1 = 二 rXp 与 
Hamilton 量 


让 (6.1.2) 
2 2 


@ 经 典 力学 中 有 一 个 著名 的 Bertrand 定理 一 一 只 当中 心力 为 平方 反比 力 或 Hooke 力 时 ,粒子 束缚 运 
动 轨道 才 是 闭合 的 . 即 只 当 V(r) 为 万 有 引力 势 ( 或 Coulomb 引力 势 ) 或 各 向 同性 谐振 子 势 时 ,束缚 轨道 才 是 
闭合 的 . 这 与 体系 的 动力 学 对 称 性 密切 相关 . 详细 讨论 可 参阅 H. Goldstein, Classical Mechanics ,2nd ed. 3.5 
节 及 App，A,Addision-Wesley, New York,1980. 原始 文献 见 ] Bertrand, Comptes Rendus ,77(1873) ,849. 
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对 易 ?， 

[A]= [T+p /2 +[1I, VO]=0 (6. 1. 3) 
但 与 经 典 为 学 中 有 一 个 明显 的 不 同 , 即 守 恒 量 ! 的 三 个 分 量 彼此 不 对 易 , 所 以 中 
心力 场 中 粒子 的 角 动量 的 三 个 分 量 ,一 般 说 来 不 能 同时 具有 确定 值 ( 角 动 量 为 0 的 
态 除外 ). 所 以 中 心力 场 中 粒子 的 运动 ,在 量子 力学 中 不 能 简化 为 一 个 平面 运动 . 此 
外 ,考虑 到 存在 三 个 不 对 易 的 守恒 量 1 、7 ,和 人, 按 5.1 节 中 的 定理 ,中 心力 场 中 
粒子 的 能 级 一 般 是 简 并 的 . 因此 , 仅 根 据 能 量 本 征 值 ,并 不 能 把 本 征 态 完全 确定 下 
来 ,而 需要 找寻 一 组 守恒 量 完全 集 , 用 它们 的 共同 本 征 态 来 标记 一 个 定 态 . 考虑 到 
尽管 人 的 三 个 分 量 不 对 易 ,但 [ 禄 , 外]=0, (a==z,y,z), 而 且 [ 信 ,全 ]=0, 通 常 选 


用 (个 , 会, 人.) 作 为 守恒 量 完全 集 , 用 它们 的 共同 本 征 态 来 对 定 态 进行 分 类 . 此 时 ， 


属于 同一 能 级 的 诸 简 并 态 可 以 完全 标记 清楚 ,它们 的 正 交 归 一 性 也 自动 得 到 保证 . 
能 量 本 征 方程 为 


he 二 
l 人 Y 叶 VD y= By (6.1.4) 


考虑 到 中 心力 场 的 特点 ( 球 对 称 性 ) ,选用 球 坐 标 是 方便 的 . 此 时 ,利用 [ 见 4. 1 节 式 
(4. 1. 29)] 


这 生 间 和 一 

Ws Par ar Wr roar 7 《6. 1. 53) 
方程 (6. 1.4) 可 化 为 

-二 1l1929. 加 

| 2 yor tv 一式 (6. 1. 6) 
或 : 

2 2 2 
es t+VD y= By (6.1.7) 


上 式 左 边 第 二 项 称 为 “离心 势能 ”(centrifugal potential) , 角 动 量 愈 大 , 则 离心 势能 
愈 大 . 第 一 项 可 以 表示 为 了 2，, 称 为 径 向 动能 2 ,其 中 


p; 一 一 迁 ( 天 十 二 ) 一 直 (6.1.8) 


r 


是 径 向 动量 . 如 取 % 为 (五 , ,1,) 的 共同 本 征 态 , 即 


@ 个 是 三 维 转动 的 无 穷 小 算 符 ,而 pr 二 p * p 是 转动 下 的 标量 ,所 以 [个 ,pp] 一 0. 此 外 , 人 算 符 只 依 
赖 于 角 变 量 (0,9), 所 以 [个 ,V7)]=0. 


计算 可 以 Ee a 二 冯 
@ 直接 计算 可 以 证 明 ,好 一 一 疡 ( 训 十 地 新) 一 一 闻 方 新 ”新 一 一 并 六 3 弛 "因此 ,有 = 名 十 

1 _ .9 

Zz" 注意 ,六 为 厄 米 算 符 ,一 读 地 - 则 否 . 
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Yr,0,9) = Ri(r) Yr (0, 9) 


l=0,1,2,.…, 171 一 7/ 一] ,一 ! (6. 1. 9) 
则 得 到 径 向 方程 
ld ,2 Dp 
全 在 r+ 闻 (BE VY a 
或 
2 dR r20 < 
有 十 过 人 十 [给 (E 一 YCD) 一 亿 二 了 |R = 


一 0,1,2,… (6. 1. 10) 

不 同 的 中 心力 场 V(r), 就 决定 了 不 同 的 径 向 波 函 数 及 能 量 本 征 值 . 径 向 方程 
(6. 1. 10) 中 不 含 磁 量子 数 m. 因此 ,能 量 本 征 值 与 mm 无 关 . 这 是 很 容易 理解 的 ,由 
于 中 心力 场 的 球 对 称 性 ,粒子 的 能 量 显然 与 = 轴 的 取向 无 关 . 0 
的 粒子 的 能 量 ,与 角 量 子 数 /有 关 . 在 给 定 1 值 情况 下 ,m= 一 4, 一 /十 1,…,/ 一 1,1， 
共有 (21 十 1) 个 可 能 取 值 . 因此 ,一 般 说 来 ， jn 
简 并 . 
”“ 在 求解 方程 (6. 1. 10) 时 ,有 时 作 下 述 蔡 换 是 方便 的 . 令 

Ri(r) = Xi)/r (6. 1. 11) 
代入 式 (6. 1. 10) ,得 


+ [EV zy 一 0 (6. 1. 12) 


在 一 定 的 边 条 件 下 求解 径 向 方程 (6. 1. 10) 或 (6. 1. 12), 即 可 得 出 粒子 能 量 的 本 征 
值 五. 对 于 非 束 缚 态 ,E 是 连续 变化 的 . ne A a 在 束缚 态 
边 条 件 下 求解 径 向 方程 时 ,将 出 现 径 向 量子 数 n,n, 二 0,1,2,…, 它 代表 径 向 波 函 
数 的 节点 数 (r 王 0， ce 不 包括 在 内 ), 王 依赖 于 量子 数 m 和 但 与 m 无 关 , 记 
为 Ej. 

在 给 定 ! 情况 下 , 随 ” 增加 ( 径 向 波 函 数 节点 增多 ) ,EE,, 增 大 ,所 以 n, 也 可 以 
作为 能 级 (给 定 四 高 低 的 编 序 . 与 此 类 似 ,给 定 n, 情况 下 , 随 1 增 大 (离心 势能 ” 增 
大 ) ,E, ,也 增 大 ?. 按 光 谱 学 上 的 习惯 ,把 

[一 0,1,2,3,4,5，6，7，… 
的 态 分 别 记 为 
sy* py df,g,h,i,j,… 
习惯 上 分 别称 为 “s 轨道 ”“p 轨道 ”,…… 等 等 . 


6.1.2 Schridinger 方程 的 解 在 一 ~0 邻 域 的 行为 
下 面 假定 V(r) 满 足 : 
@ 利用 Hellmann-Feynman 定理 可 证 明 已,: 随 ! 增 大 而 增 大 . 从 而 证 明 中 心力 场 中 基态 必 为 s 态 (1 一 


0)( 见 6.5 节 ). 
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当 r 一 0 时 ， VCr) 一 0 (6. 1. 13) 
通常 碰 到 的 中 心力 场 均 满足 此 条 件 . 例如 ,谐振 子 势 (Vocr) ,线性 中 心 势 (Vocr)， 


对 数 中 心 势 (V oc lnr), 球 方 势 或 自由 粒子 , Coulomb 势 (Vec) , 汤 川 势 
(Vee ) 等 在 条 件 (6.1.13) 下 , 当 x>0 时 ,方程 (6. 1. 10) 渐 近 地 表 示 成 


5 + 二 一 性 二 DR 一 0 (6.1.14) 
在 正则 奇 点 ”一 0 邻 域 , 设 Rocr’ ,代入 上 式 , 得 
5 十 1) 一 /CG 十 1) 一 0 (6. 1. 15) 
此 即 指标 方程 (characteristic equation). 解 之 ,得 两 个 根 
5 一/， $2 二 一 (LV 十 1) (6. 1. 16) 
即 径 向 波 函 数 在 一 >0 邻 域 的 行为 是 
Rlr)ccr 或 产生 1 (6. 1. 17) 


由 于 指标 方程 的 两 根 之 差 (s1 一 9% 王 2 十 1) 为 整数 ,在 径 向 方程 的 正则 奇 点 
r 一 0 邻 域 求解 时 ,如 采用 级 数 解法 求解 ,让 解 表示 成 下 列 形式 : 


Ri(r) =r Dy arr (6. 1. 18) 
k=0 


则 两 个 指标 s; 和 所 相应 的 解 可 能 是 线性 相关 的 ( 即 实质 上 是 同一 个 解 ,例如 ,三 
维 毛 原子 的 情况 , 详 见 吴 大 於 4 量 子 力学 》( 甲 部 ) ,p. 101. 此 时 另 一 个 线性 无 关 解 
需 用 它 法 求 之 ( 见 附录 八 ). 当然 ,也 可 能 两 个 指标 对 应 的 形式 如 式 (6. 1. 18) 的 级 数 
解 是 线性 独立 的 (例如 ,三 维 谐振 子 ,自由 粒子 ). 但 无 论 如 何 ,方程 (6. 1. 10) 的 两 个 
线性 独立 解 ,在 r 一 0 时 的 渐 近 行为 ,一 个 是 Ri(r)ccr, 另 一 个 则 为 尺 Cr) cc 
一 7) ,是 确切 无 疑 的 . 

下 面 我 们 来 论证 , 渐 近 行为 是 RCr)ocr-+? 的 解 必须 抛弃 . 理由 如 下 :按照 波 
函数 的 统计 诠释 ,在 rz0 邻 域 任意 体积 元 中 找到 粒子 的 概率 应 为 有 限 值 . 当 一 >0 
时 ,车 RC7)oc1/7 ,必须 ;二 3/2( 见 2.2 节 ). 因此 , 当 1 尖 0 时 ,Ri(r)ocr-4t? 解 是 


不 能 取 的 . 但 对 于 /一 0 的 解 , Ri (r) oc 二 并 不 违反 此 要 求 . 然而 /二 0 的 解 


加 一 Rebr)Y 一 二 -Ralr)oc 二 ,并 不 满足 Schrodinger 方程 (6.1. 4) (如 果 把 点 一 


V 4 
0 包含 在 内 的 话 ) ,因为 
?二 =— 4nd(7) C6. 1. 19) 
因而 
ee a0) (6. 1. 20) 
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对 于 二 维 中 心力 场 , 亦 有 类 似 的 结论 ( 见 6. 6 节 ). 
a ee 1. 10) 


ee 


求 “ 


rr 一 0 时 ，W(r) 一 疏 ,Cr) 一 0 (6. 1. 21) 

特别 讨论 一 下 /==0 情况 下 的 径 向 方程 . 此 时 径 向 方程 (6.1. 12) 化 为 
5 十 约 [E- V(r)]X =0 (6.1. 22) 
ee (6. 1. 23) 


可 以 看 出 ,这 与 一 维 势 场 VCz) 中 的 Schr6dinger 方程 相似 . 但 应 注意 ,变量 r 宇 0， 
而 一 维 问题 一 co<z<<ce. 因此 ,把 三 维 或 二 维 中 心力 场 中 /二 0 的 计算 结果 外 推 到 
一 维 势 阱 中 粒子 的 运动 时 ,必需 注意 到 这 一 点 . 

例 ”线性 中 心 势 的 能 谱 . 

线性 中 心 势 的 形式 为 

VD)=Fr (F>0) (6. 1. 24) 

在 一 般 情况 下 ,很 难 找到 其 径 向 方程 的 严格 解 ,往往 要 用 近似 方法 ( 变 分 法 ,WKB 法 等 ) 求 解 . 但 
对 于 s 态 (/ 二 0) En 此 时 径 向 方程 (6. 1. 12) 化 为 


5 十 交 E(E—F X=0 (E>O) (6. 1. 25) 

边 条 件 为 
aa (6.1. 26) 
为 ( 门 -一 > 0 (束缚 态 ) (6. 1. 27) 


其 形式 与 一 维 线性 势 相似 ( 见 3.7 节 ), 因 此 ,3.7 节 中 的 结果 可 以 搬 到 这 里 来 . 采用 自然 单位 
(x 二 二 二 1) ,方程 (6. 1. 25) 化 为 


次 十 2CGE 一 Po =0 (6. 1. 28) 
根据 边 条 件 (6. 1. 26) 与 (6. 1. 27) ,可 以 求 出 能 量 本 征 值 为 (添上 自然 单位 ,参见 3.7 节 ) 
E, 一 全 n= 1,2,3,… (6. 1. 29) 
是 下 列 方程 的 根 ， 
J (2 A )+ J (所 A )= 0 (6. 1. 30) 
其 数值 结果 为 


1 二 2.338， hz 二 4.088， Ns 二 5.521]， XA4 一 6.787,… 
线性 中 心 势 在 分 析 重 介 子 (例如 ,J/y,Y) 的 质谱 时 是 有 用 的 , 即 把 它们 看 成 由 两 个 重 夸克 
(quark) 组 成 的 夸克 偶 素 (quarkonium) ,两 夸克 之 间 有 线性 中 心 势 的 作用 . 例如 ,J/y 看 成 (cc) ,人 
看 成 (bb) ,计算 结果 与 实验 大 致 符合 . 由 于 夸克 质量 很 大 ,相对 论 效 应 不 很 重要 ,用 非 相对 论 量 
子 力学 来 分 析 其 低 激发 谱 取得 一 定 成 功 是 可 以 理解 的 . 与 实验 观测 的 比较 ,不 仅 涉及 s 态 , 还 要 
涉及 ! 夭 0 的 态 , 这 时 就 要 用 近似 方法 求解 . 
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6.1.3 二 体 问题 


应 指出 ,实际 问题 中 出 现 的 中 心力 场 问题 ,常常 是 二 体 问 题 . 例如 ,有 两 个 质量 
分 别 为 m1 与 m2 的 粒子 ， 坐标 记 为 ni 与 72 ,相互 作用 是 Vl rr | ) ;只 依赖 于 相 
对 距离 . 这 个 二 粒子 的 能 量 本 征 方程 为 


2 
一 二 者 -V+VOn nD) nm) = Erynsn) 
(6. 1. 31) 
EF7 为 系统 的 总 能 量 . 引进 质心 坐标 R 及 相对 坐标 r 为 
7 一 方 一 7 R= + mr (6. 1. 32) 
mi 十 m2 
可 以 证 明 
iyily2= ly:+1ly? (6. 1. 33) 
mi m2 M nL 2 
其 中 | 
M 一 mM] 十 m2 (总 质量 ) 
A 一 mimz/ mi + mz) ( 约 化 质量 ) (6. 1. 34) 
区 了 2? 2 9? 
a 
i 
Y= ax’ 和 + 3 
这 样 ,方程 (6. 1. 31) 化 为 
[一 二 Ve ss VOD 一 Ey (6. 1. 35) 


此 方程 显然 可 以 分 离 变 数 ， 人 样 ,可 以 把 质心 运动 与 相对 运动 分 
开 . 今 人 

V = $R) YOr) (6.1.36) 
代入 式 (6. 1. 35) ,分 离 变 数 后 ,得 


一 吉 Va'$(R) = Ecg (R) (6. 1. 37) 


GE VIFVO )yr) = (Er 一 区 )Wr) = Er) (6.1.38) 


式 (6. 1. 37) 描 述 质心 的 运动 ,是 一 个 自由 粒子 的 能 量 本 征 方程 , Ec 是 质心 运动 能 
量 . 这 一 部 分 与 我 们 研究 的 体系 的 内 部 结构 无 关 , 不 予 考 虑 . 式 (6. 1. 38) 描 述 两 个 
粒子 的 相对 运动 部 分 ,E 二 Er 一 Ec 是 相对 运动 能 量 . 可 以 看 出 , 式 (6. 1. 38) 与 单 体 
波动 方程 (6. 1. 4) 完 全 一 样 ,只 不 过 把 w 理解 为 约 化 质量 ,FE 理解 为 相对 运动 能 量 
就 可 以 了 . 
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练习 1 证 明 下 列 关系 式 ; 


P= pi 一 南 (mzpi 一 mps) (相对 动量 ) (6. 1. 39) 
P=MR=p+p (总 动量 ) (6. 1. 40) 
L=L+h=nxpi+rxXp 

=RXP+rxp (总 角 动 量 ) (6. 1. 41) 

_PF ppB_P pp = 
T 5 十 Drm 2N + 2 (总 动能 ) (6. 1. 42) 

反之 ， 
nm 一 及 一 皮 r， r= Rr (6. 1. 43) 
m1 m2 
pi 一 坟 P—p， pz = 老 P 一 P (6. 1. 44) 
练习 2 试 求 总 动量 P==pi 十 pz 及 总 角 动 量 L= 了 [十 bs 在 Rr 表象 中 的 算 符 表 示 . 
P=—ifivVr, L=RXPi+rxp, p=—ify. (6. 1. 45) 
6.2 球 方 势 阱 


6.2.1 无 限 深 球 方 势 阱 


考虑 在 半径 为 a 的 球形 匣子 中 运动 的 粒子 ,这 相当 于 粒子 在 一 个 无 限 深 球 方 
势 阱 中 运动 ( 见 图 6. 1)， 
0 r=a 
V(7) = (6. 2. 1) 
co r>a 
先 考虑 最 简单 的 情况 , 即 无 限 深 势 阱 中 的 s 态 


(一 0) ,此 时 径 向 方程 [ 见 6. 1 节 , 式 (6.1. 22) 为 
二 十 络 [E 一 VCD]y =0 (6.2.2) 


Vr) 


今 
图 6.1 k= V2E /i (E>0) (6.2.3) 
则 
Xo t+kxo =0 (0<r<a) (6. 2. 4) 
边 条 件 为 
Xo(0) 一 0 (6. 2. 5a) 
Xola)=0 (6. 2. 5b) 
按 边 条 件 (6. 2. 5a) ,方程 (6. 2. 4) 的 解 可 表示 为 


Xo lr) cc sinkr (0 过 rr 二 a) 
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再 利用 边 条 件 (6. 2. 5b) ,得 
如 = (nx 7 一 0,1,2,… (6. 2. 6) 
此 即 确定 粒子 束缚 态 能 量 的 式 子 . 利用 式 (6. 2. 3) ,得 


B= Eo ht n=0,1,2,.%, 1=0 (6.2.7) 
归 一 化 的 波 函 数 为 
Xo C7) Se sin wt Dr (6. 2. 8) 
满足 
| xo Par a (6. 2. 9) 


无 限 深 球 方 势 阱 (半径 为 a) 中 的 /==0 的 能 级 和 波 函 数 , 与 一 维 无 限 深 方 势 阱 ( 宽 
度 为 a) 中 粒子 的 能 级 和 波 函 数 完全 相同 , 见 3. 2. 1 节 . 只 需 注 意 ,3. 2. 1 节 中 量子 
数 n 王 1,2,3,…, 相 当 于 这 里 的 径 向 量子 数 (n, 十 1) ,n, 二 0,1,2,…. 

对 于 角 动 量 / 隆 0 的 量子 态 , 径 向 波 函 数 RCr) 满 足下 列 微分 方程 [ 见 6. 1 节 ， 
式 (6. 1. 10)]. 


形 十 全 R4 十 [天 一 全 二 |R， = (6. 2.10) 
而 在 边界 上 要 求 


Ri(r) |, ,=0 (6. 2. 11) 
引进 无 量 纲 变 数 
p= kr (6. 2. 12) 
则 式 (6. 2. 10) 化 为 
dR , 2 dR _ ZLCH+D1 
|1 二 民 0 (6. 2. 13) 
这 就 是 球 Bessel 方程 . 令 
Ri = wu(p)/Yp (6. 2. 14) 
经 过 计算 ,可 求 出 w 满足 下 列 方程 : 
2 
dtlut [1— HY | 一 0 (6. 2. 15) 
O O 


这 正 是 半 奇 数 (! 十 1/2) 阶 Bessel 方程 (=0,1,2,…), 它 的 两 个 线性 无 关 解 可 以 表 
示 为 


J Go)， J-r12 (0) 
所 以 径 向 波 函 数 的 两 个 解 是 
及 cc a HH (0) ， raat (p) 


通常 用 球 Bessel 函数 及 球 Neumann 函数 表示 ,它们 的 定义 如 下 ( 见 数学 附录 六 ): 
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了 (p) = 2olm (0) 


mp = OVI lp) (6. 2. 16) 
当 g>0 时 ,它们 的 渐 近 行为 分 别 是 
. >0 1 局 
i 一 一 (2 一 DID (6.2.17) 
按 上 节 的 讨论 ,无 限 深 势 阱 中 粒子 的 定 态 波 函数 只 能 取 前 者 , 即 
Ru (r) = Cpj(kr) (6. 2. 18) 
其 中 Cs 为 归 一 化 常数 ,&( 或 能 量 EE) 由 束缚 态 边 条 件 (6. 2. 5b) 确 定 ， 
Rs |,-s=0 (6. 2. 19) 
即 
ji(ha) =0 (6. 2. 20) 


当 a 为 有 限 值 时 ,并 非 一 切 四 值 都 满足 上 述 条 件 , 只 有 某 些 离散 值 可 以 满足 此 要 
求 ,此 时 粒子 能 量 是 量子 化 的 . 
令 jz) 一 0 的 根 依次 表示 为 


Xni, n;, = 0,1,2,. 
则 粒子 能 量 本 征 值 表示 成 
2 
El = sx, n= 0,1,2,°" C8: 2 21) 
Zp 


较 低 的 几 个 zw 的 值 见 表 6. 1. 
较 低 的 几 条 能 级 见 图 6. 2. 能 量 单位 取 为 Eu 一 到 起 /2pu .可 以 看 出 ,能 级 卫 。 


ee 


ee 


表 6.1 xa 值 ” 
a 
0 9. 425(37) 12. 566(4n) 
1 10. 904 14. 066 
5 
6 


9. 356 12. 967 
10. 513 14. 207 


a) 取 自 S. Fliigge, Practical Quantum Mechanics, Prob. 63. 
。 198 。 


利用 球 Bessel 函数 的 积分 公式 [附录 六 , 式 (A6. 25)] 及 边 条 件 (6. 2. 11), 可 
以 求 出 径 向 波 函 数 (6. 2. 18) 的 归 一 化 常数 


2 . 1/2 
Cg = [< /jr (ka )jn Ga) | (6. 2. 22) 
此 时 
| Ras ORe rdr = pb 6:2;23) 


练习 1] 对 于 /==0 情况 , 求 出 能 级 公式 (6. 2. 7). 
提示 :jp) 二 sinp/p 
练习 2 证 明 :一 !1 的 根 zi 可 以 由 zx 二 tanz 解 出 . 


当 球 方 势 阱 半径 -~>ce ,考虑 到 jj(o) 一 >0, 因 此 , 边 条 件 (6. 2. 20) 自动 满足 ， 
对 或 能 量 E 将 不 再 有 所 限制 , 即 能 量 将 连续 变化 . 这 相当 于 自 由 粒子 情况 . 此 
时 , 式 (6. 2.18) 的 Cs 一 0, 实 际 上 , 波 函 数 不 能 归 一 化 . 但 通常 选择 径 向 波 函 数 
如 下 : 

Rs (7) = HC) (6. 2. 24) 
满足 
| ,Ru (Ra (Prdr A (6. 2. 25) 


1=0 l=1 /=:2 [=3 l=4 {I=5 1=6 


图 6.2 无 限 深 球 方 势 阱 的 能 级 ,1 /Eoo (以 0s 能 级 为 单位 ) 


* 199 。 


全 和 和 ee ea de 其 定 态 波 函数 通常 取 为 


® ¢*® © ¢® 。 


ppspyps (Ts YZ) 一 a ee (6. 2. 26) 


pz，py,pP: 取 ( 一 co ,十 ce) 中 一 切实 数值 ,而 能 量 为 下 一 万/21 一 ( 丰 十 加 十 加 )/21 
三 大妈/2pk 二 嫩 十 娩 十 及 二 p?/ 棒 . 本 征 函 数 (6. 2. 26) 是 不 能 归 一 化 的 . 但 定 态 波 
函数 还 可 以 取 为 自由 粒子 的 另 一 组 守恒 量 完全 集 ( 五 , 眉 ,/.) 的 共同 本 征 函 数 , 即 

Pum (7 ,0,9) = Rua(r) Yr (0,9) (6. 2. 27) 
相应 能 量 下 一 不 妇 /21w. 本 征 函 数 (6. 2. 27) 也 是 不 能 归 一 化 的 . 


6.2.2 有 限 深 球 方 势 阱 
有 限 深 球 方 势 阱 形式 如 下 (图 6. 3): 


0, r= 二 a 
Wr) V(r) = | (6. 2. 28) 


Vo, r>a 
考虑 二 Vo( 束 缚 态 ) 情 况 . 令 
k= VE/e 


kp’ = VV EE/ 6.2.29) 
则 径 向 方程 为 


形 十 2R4 十 [ 尼 一 此 和 了 |R =0 (< 
r 


pe (6. 2. 30) 
形 十 2R? 十 [ RY FR -0 (r>a) 
r 


它 是 球 Bessel 方程 ,其 解 是 球 Bessel 函数 ,( 例 如 , 取 j,n,hi,hi 当中 任何 两 个 的 
线性 释 加 , 见 附录 六 ). 但 在 ~<a 区 域 ,要 保证 >=0 处 波 函数 有 界 , 只 能 取 
Ri(r) = Apj(kr) (r = a) (6. 2. 31) 

式 中 Au 是 归 一 化 常数 . 在 ~>>& 区 域 ,能 保证 在 0 
能 取 虚 宗 量 球 Hankel 函数 h (ze7)， 

Ri(r) = Brhy(ik'r) (r>a) (6. 2. 32) 
Bw 为 归 一 化 常数 . 根据 边界 点 r= 二 a 处 波 函 数 及 其 微 商 连 续 的 条 件 以 及 在 全 空间 
归 一 化 的 条 件 , 可 以 求 出 粒子 的 能 量 本 征 值 已 及 归 一 化 常数 Az 与 吾 w. 如 果 我 们 
只 对 能 谱 感 兴趣 ,可 以 撤 开 波 函数 归 一 化 问题 , 运 直 利用 下 列 条 件 一 一 波 函 数 的 对 


数 导数 连续 ( 见 3. 2 节 ), 即 qu 在 -一 。 处 连续 ,或 更 方便 地 用 上 连续 的 条 


件 来 求 能 量 本 征 值 . 能 量 本 征 值 E, ,依赖 于 势 阱 半径 a 和 深度 Vo, 记 为 Ej (a， 
Vo). 当 Vo 习 co 时 ,就 是 无 限 深 球 方 势 阱 的 情况 ( 见 图 6. 2 和 表 6. 1). 对 于 V。 为 有 
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限 值 的 情况 ,可 按 上 述 方案 进行 数字 求解 . 从 不 确定 度 关系 考虑 可 以 判断 EE,, (a， 
Vo)<FEi(a,c0), 对 于 高 /能 级 ,尤其 如 此 . 但 需 注意 ,在 V。 有 限 情况 下 ,只 有 较 
低 的 若干 条 束缚 能 级 存在 . 


以 7 一 0 为 例 . 由 于 jo (p) = sinp, bo (p) “7 本 9 根据 全 In(rR) 在 ra 处 连 
续 的 条 件 将 给 出 
kcotka =—k’ (6. 2. 33) 
这 结果 与 3. 2 节 例 1( 半 壁 无 限 高 势 垒 ) 完 全 一 样 , 这 不 是 偶然 的 ,在 6. 1 节 我 们 已 
指出 了 这 种 相似 性 . 特别 是 /=0 情况 ,离心 势能 为 零 , 中 心力 场 中 粒子 的 径 向 方程 
与 一 维 半壁 无 限 高 势 又 情况 完全 相同 . 因此 ,3. 2 节 的 讨论 ,完全 可 以 搬 到 这 里 来 . 
特别 是 ,至 少 存在 一 个 束缚 态 的 条 件 是 
Voa: 之 (6. 2. 34) 
2 


因此 ,车 势 阱 过 窄 或 过 浅 , 就 不 会 有 束缚 态 解 . 
6.3 三 维 各 向 同性 谐振 子 


在 研究 原子 核 基 态 及 低 激 发 态 的 性 质 时 提出 的 原子 核 壳 模型 0 中 ,三 维 各 向 
同性 谐振 子 势 得 到 广泛 应 用 . 由 于 它 的 解析 解 很 容易 求 出 ,而 且 运 算 起 来 (计算 各 
种 矩阵 元 等 ) 极 为 方便 ,在 处 理 原子 核 内 的 单 粒子 运动 以 及 进一步 研究 剩余 相互 作 
用 时 ,常常 用 它 来 作 一 个 初步 的 近似 . 实际 原子 核 中 的 单 粒 子 势 更 接近 于 Woods- 
Saxon 热 ， 


Y(r) 一 一 (Vo,R,a > 0) (6. 3. 1) 


VW 
1 十 exp ( a > ) 
Vo 是 势 阱 深度 ,R 刻画 势 阱 半径 ,a 表征 在 核 表 面 附近 势 阱 “尾巴 ”的 长 短 . 但 对 于 
Woods-Saxon 势 ，Schrodinger 方程 的 解析 解 找 不 到 ,应 用 时 只 能 用 数字 解法 . 
Woods-Saxon 势 的 性 质 介 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 和 球 方 势 阱 之 间 ,而 后 两 种 势 
阱 的 求解 都 要 容易 得 多 ,所 以 在 核 结构 研究 中 被 广泛 应 用 . 谐振 子 势 还 在 分 子 振动 
理论 中 有 广泛 应 用 . 
三 维 各 向 同性 谐振 子 势 V(r) 如 下 : 


VD = 3Kr = Fr w= VR (6. 3. 2) 


式 中 / 为 粒子 质量 ,天 是 刻画 位 势 强 度 的 参量 ,w 为 经 典 谐振 子 的 自然 振动 的 角 频 
率 . 因此 , 径 向 方程 为 [参阅 6. 1 节 , 式 (6. 1. 10)] 


中 M. G. Mayerand]J. H. D. Jensen,Elementary Theory of Nuclear Shell Structure (Wiley,1955)， 
。 201 。 


RR [ 终 ( 下 一 却 iozP) 一 生 三 2 ]R 一 0 


r 


以 下 采用 自然 单位 了?, (一 /一 w 一 1). 在 自然 单位 下 ,方程 (6. 3. 3) 化 为 


形 十 2R4 十 | 2 一 二 一 生 二 |R =0 
r 


(6. 3. 3) 


(6. 3. 4) 


r 二 0,co 是 方程 (6. 3. 4) 的 两 个 奇 点 . 在 正则 奇 点 + 二 0 邻 域 ,方程 (6. 3.4) 渐 近 地 表 


示 为 
R42R,— Lt a 
1 7 


(6. 3. 5) 


与 自由 粒子 的 径 向 方程 相同 L 因 在 一 ~0 时 ,谐振 子 势 V(r) 一 0]. 不 难看 出 ,R, 有 两 


个 解 
R,(7) oc 2 (DD 
Ri(r) cer (r— 0) 


当 一 ~ce 时 ,方程 (6. 3. 4) 化 为 
Ri—rR,=0 
不 难看 出 2， 
Ri(r) cc exp( 士 普 ]2) 

但 Riccexp(”/2) 不 满足 波 函 数 在 无 穷 远 处 有 界 的 条 件 , 弃 之 . 所 以 

民 (r) cc exp( 一 于 /2) 
综合 式 (6. 3. 6) 与 (6. 3. 8) ,可 以 令 方 程 (6. 3. 4) 的 解 表示 为 

Ri(r) = r exp(—7/2)u (7) 


(一 co) 


则 
必 十 和 (十 1 = 让 [ 基 二 全 0 
再 令 


方程 (6. 3. 10) 化 为 


Me 


(6. 3. 6) 


(6. 3.7) 


(6. 3. 8) 


(6. 3. 9) 


(6. 3. 10) 


(6. 3. 11) 


(6. 3. 12) 


动 量 
V phicw 


@®@ Ri(r)ocexp(+r2/2),R'1(r)oc+trexp(+r/2), RI1(r)ocriexp( 寺 /2) 土 exp( 土 这 /2) 守 r2exp( 土 
及 /2) (因为 r 一 0). 所 以 否 一 于 R 一 0. 详细 讨论 可 参见 Cohen-Tannoudji et al ，Quantum Mechanics， 


vol. 1, p. 816. 
。 202 。 


这 正 是 合流 超 几 何方 程 ( 见 附录 五 ) ,方程 中 相应 的 参数 为 
(+3/2—E) 


7 二 1 十 3/2 关 整数 (6. 3. 13) 
方程 (6. 3. 12) 有 两 个 解 , 即 FCa,y,8) 与 &7F(a 一 y 十 1,2 一 y,6), 由 于 和 -ycc 
一 , 按 6.1 节 的 分 析 , 这 个 解 是 物理 上 不 能 接受 的 . 因此 ,物理 上 人 允许 的 解 只 
能 取 

ui cc F(a,y,é) = F((+3/2~— E)/2,1+ 3/2,8) (6. 3. 14) 
F(o,7y,6) 称 为 合流 超 几何 函数 [附录 五 , 式 (A5. 6)] 


时 到 ala 十 1) a(a 十 1)(a 十 2) 


(6. 3. 15) 

在 一 般 情况 下 ,F(a,y, 台 是 一 个 无 穷 级 数 . 不 难看 出 ,级 数 的 相 邻 的 高 宕 次 (mn_>co) 

项 的 比值 与 ee 的 无 穷 级 数 相同 ,因此 , 当 ->co 时 ,无 穷 级 数 F(a,y,6 的 发 散 行 为 

与 e 相同. 这 样 的 无 穷 级 数 解 代入 式 (6. 3.9) ,所 得 径 向 波 函 数 在 6 >co 时 趋 于 

= ,不 满足 概率 为 零 的 边 条 件 . 因此 ,必须 要 求 无 穷 级 数 解 中 断 为 一 个 多 项 式 . 这 就 
要 求 < 一 0 或 负 整 数 , 即 


一 郊 ( 十 3/2 一 加 = 一 7 一 0,1,2,… 


所 以 
王 二 27 十 /十 3/2 (6. 3. 16) 
添上 自然 单位 ,得 
二 (2n; 十 1 十 3/2)t (6. 3. 16’) 
今 
N= 2n,+/ (6. 3.17) 
则 得 


EF= Ey= (N+3/2)tw 
N= 0,1,2,. (6. 3. 18) 
这 就 是 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 量 本 征 值 公式 
可 以 看 出 ,与 一 维 谐振 子 的 能 谱 相似 ,三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 谱 也 是 均匀 分 
布 的 . 但 与 一 维 谐振 子 不 同 ,三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 级 一 般 是 简 并 的 . 与 球形 广 
势 阱 的 能 级 相 比 ,三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 级 简 并 度 又 有 新 的 特点 . 对 于 球形 方 势 
时 (或 一 般 的 中 心 劳 了 (7) ,束缚 能 级 已,, 妇 依赖 于 ,也 依 癌 于 人 不同 的 能 级 


和 角 动 量 量子 数 7 的 一 种 特殊 的 组 合 , 即 只 依赖 于 ， a -对 于 能 用 可 
〈 即 给 定 N) ,7 和 n, 有 多 种 组 合 形式 , 即 
1 二 NN 一 2n, 二 N,N 一 2,N 一 4,…,1(N 奇 ) 或 0CN 偶 ) 
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相应 的 
1] 一 0,1,2,, 或 分 
总 而 言 之 ,能 级 可 能 出 现 /1 简 并 (或 n, 简 并 ). 例如 , 见 图 6.4,0d 和 1s,0f 和 1p 等 


能 级 是 简 并 的 . 0 ,不 难 证 明 ,对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 Ex 能 级 的 简 并 


fn = (N+ DN+2) (6. 3. 19) 
例如 ,N= 偶数 情况 ， 
N 
= (+1): 去 G1 十 2N 十 1) 本 (N+ DN+2) 


1=0,2,4,** 


对 于 N= 奇数 ,也 可 类 似 证 明 . 


n=0 


N I=0 {=1 1=2 1=3 1=4 [=5 1=6 


图 6.4 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 谱 EN /jw 


三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 级 简 并 度 不 同 于 一 般 中 心力 场 V(r) 中 的 能 级 E,， 
的 简 并 度 ( 即 2 十 1). 在 物理 上 ,这 反映 各 向 同性 谐振 子 势 V(r)ccr? 具有 比 一 般 中 
心力 场 的 几何 对 称 性 (三 维 空间 旋转 不 变性 SO; , 即 各 向 同性 ) 更 高 的 对 称 性 , 即 
SU (三 维 空间 么 正 变换 下 的 不 变性 ). 这 种 对 称 性 称 为 动力 学 对 称 性 (dynamical 
symmetry). 因此 ， 体系 除了 角 动 量 ! 这 个 守恒 量 之 外 ,还 存在 另外 的 守恒 量 . 在 经 
典 力学 中 , 正 是 由 于 这 个 额外 的 守恒 量 , 才 保证 了 粒子 轨道 的 闭合 性 . 更 详细 的 讨 
论 , 参 阅 本 书卷 I ,第 8 章 . 

相应 于 En 的 能 量 本 征 态 , 若 取 为 ( 互 , 眉 ,!.) 的 共同 本 征 态 , 则 表示 为 

Jn m (7 ,0,9) = Rn (7r) YY (0,9) (6. 3. 20) 
添上 上 外 然 单位 后 , 变 为 
RK, cc rexp(— or:/2)F(—n,,l 3/2,0:7) (6. 3. 21) 
其 中 
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二 Vm/ (自然 长 度 单位 的 倒数 ) (6. 3. 22) 
经 归 一 化 后 , 径 向 波 函 数 可 表示 成 中 
2 (2 十 2 十 1)11]V2 
-| Vanl[ 27 D1! | 


x (wr)!exp(— Sar )FC—nslt3/2sar) (6.3.23) 


它们 满足 | 
Ronp]jrear=1 (6. 3. 24) 

Ru= oa | )'exp (— 坟 er 

0 一 Q (21+ D1!! oar exp( 2 2 ) 

9H3 1/2 _1 . 2/ 十 3 _ 2 
| (oYorp(— er )X (a or) 

23 1/2 

Rum a ee 


练习 证明: 处于 基态 的 计 皖 子 的 最 概 失 半径 r=1/a. 


* 三维 谐振 子 的 直角 坐标 解法 


三 维 各 向 同性 谐振 子 还 可 以 分 解 成 三 个 彼此 独立 的 一 维 谐振 子 (w 相同 !). 因 
为 凤 一 妈 十 罗 十 对 ,所 以 


2 
Hs Ve wr = H,+H,+H, (6. 3. 25) 
其 中 
a 1 2 2 
Dg 


H, Hs 与 此 类 似 . 
选 (HH,,.) 为 守恒 量 完全 集 ,其 共同 本 征 态 为 
Drinn, T» YT) = pn, TL) pn, (YF) pn, (Z) (6. 3. 26) 


nzsnys nz 一 0,1,2,."° 


即 三 个 一 维 谐振 子 波 函数 之 积 . 相应 的 能 量 为 
En = (m 十 寺 ) 各 十 ( 几 十 寺 ) 知 十 (史上 十 到 ) 季 一 CN 十 3/2) 和 
(6. 3. 27) 


@O P. Goldhammer, Rev. Mod. Phys. ,35(1963),40. 
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其 中 
N=n 二 n,n = 0,1,2,.. 
也 可 类 似 讨论 其 简 并 度 . 对 于 给 定 N, 有 


nz 一 0， 1， 2， …， 六 一 1， N 
ny 十 n, 一 八 ， NO—1,， NC—2, 9 | 0 
(ny»,nz) 瑟 
mai N; N= 2， 1 


取 值 的 数目 
所 以 (n,n,,n.) 可 能 取 值 的 数目 , 即 量子 态 数 目 ( 简 并 度 ) 为 


1 十 2 十 … 十 N+TCON+D = 上 (NDCN+42) 


2 
与 式 (6. 3. 19) 相 同 . 
实际 上 , 波 函 数 pm《r,9,9)[ 见 式 (6. 3. 20)] 与 Bn, (zx,y,z) 是 三 维 各 向 同 
性 谐振 子 的 态 空 间 的 两 种 不 同 的 基 矢 . 前 者 是 ( 瑟 , ,7,) 的 共同 本 征 态 ,后 者 是 
《BE-, 瑟 ,, 五 :) 的 共同 本 征 态 (因而 也 是 五 王 互 -十 互 , 十 互 . 的 本 征 态 ). 属于 同一 能 


级 的 独立 的 量子 态 的 数目 ( 简 并 度 ) 是 相同 的 (fn= 志 CN 二 DCN 十 2) ), 即 属于 


系 . 例如 ,N 二 1 的 能 级 上 有 三 个 态 ,可 以 取 为 
ph Im fo11 » Yo10 » foi-!1 


或 
Drinn, —— Plo0 » Do1o ,Goon 
读者 可 以 验证 
pon 一 LV2 一 VV2 0| {@ow 
加 -ya 二 2 站 
名 no 0 0 1) \ oo 
提示 ,利用 


ee 
7Y = NE 
ry -二 /让 (zx iy) 
6.4 氧 原子 
量子 力学 发 展 史 上 ,最 突出 的 成 就 之 一 是 对 和 氧 原子 光谱 以 及 化 学 元 素 周 期 律 
给 予 了 相当 满意 的 说 明 . 所 原子 是 最 简单 的 原子 ,其 Schr6dinger 方程 可 以 严格 求 
解 . 本 节 将 具体 解 出 氨 原 子 的 Schr6dinger 方程 ,得 出 氨 原 子 的 能 级 与 波 函 数 , 从 
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而 对 氧 原子 的 光谱 线 规律 及 其 他 一 些 重要 特征 给 予定 量 的 说 明 . 所 原子 理论 还 是 
了 解 复杂 原子 及 分 子 结构 的 基础 . 

氢 原 子 的 原子 核 是 一 个 质子 ,带电 十 e《 半 径 二 2X10 cm). 在 它 的 周围 有 一 
个 电子 (带电 一 e) 绕 着 它 运动 (“轨道 半径 ”~10 “cm). 原子 核 与 电子 之 间 的 Cou- 
lomb 作用 能 是 ( 取 无 穷 远 为 势能 的 零点 ) 


V(r) =—e/r (6. 4. 1) 
按 6. 1 节 式 (6. 1. 12) | 
入 向 十 | 党 (E 十 和 -)- FY y=0 (6. 4. 2) 


式 中 Aw 为 电子 质量 中 按 6. 1 节 分 析 , 物 理 上 允许 的 X Cr) 在 一 0 的 渐 近 行为 应 
满足 


Xr) 一 > 0 (6. 4. 3) 

以 下 计算 中 ,采用 自然 单位 ( 见 附录 八 ). 其 优点 是 在 数学 上 求解 时 简便 ,各 参 

量 不 明显 出 现在 计算 公式 中 ,而 在 物理 上 可 以 清楚 地 展现 体系 的 各 特征 量 . 对 于 氢 

原子 ,在 采用 自然 单位 时 ,可 以 在 计算 过 程 中 让 天 ==y 二 =e 二 1, 然 后 在 计算 所 得 最 后 

结果 中 按照 各 物理 量 的 量 纲 ,添上 相应 的 自然 单位 (附录 八 )@. 在 自然 单位 下 , 方 
程 (6. 4. 2) 表 示 成 


w+ [2E+2 -Y=0 (6. 4. 4) 


2 
r 二 0 ,co 是 方程 的 两 个 奇 点 . 
当 六 ”0 时 , 式 (6. 4.4) 渐 近 地 表 示 成 


尼 一 “hy =0 (6. 4. 5) 
容易 看 出 ， z 
Xi(r) cc 天 ,rr (6. 4. 6) 
但 按 6. 1 节 分 析 , 只 有 渐 近 行为 是 
X77) = RG Er (rr —> 0) (6. 4.7) 


@ 严格 言 之 ,yw 为 约 化 质量 ， 
p= mmp/ met mp) = me/ (1 ee) 
但 me/mp 信 1/1836, 所 以 


1 
LT me (1 T1863 ) sm 
@ 和 氢 原 子 的 自然 单位 ( 即 原子 单位 ) 中 (附录 八 ), 各 特征 量 如 下 : 
长 度 ， 下/wue2 一 a(Bohr 半径 ) 一 0.529X10-scm- 
能 量 ， pe4/j 一 27. 21eV.， 时 间 ， 后 /pet. 
速度 ， ez /下 动量 ， ye? /大 
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的 解 才 是 物理 上 可 以 接受 的 . 
其 次 考虑 一 co 的 渐 近 行 为 . 我 们 限于 讨论 束缚 态 (下 <<0). 当 ”一 co 时 ,方程 
(6. 4. 4) 化 为 


XE D0 (E<=0) (6. 4. 8) 
所 以 Xi(r)ccexp( 士 Vv 一 2Er)%. 考虑 到 束缚 态 边 条 件 ,只 能 取 
Xilr) cc exp(— vV— 2Er) (Cr 一 co) (6. 4. 9) 
因此 , 令 
Xr) = epulr) (6. 4. 10) 
其 中 
p= Y= (6. 4. 11) 


代入 式 (6. 4.4) ,得 
ml 十 [2CG 十 1) 一 28r] 几 一 2[C 十 1)8 一 1]]w 一 0 (6. 4. 12) 


再 令 
E 王 2pr (6. 4. 13) 
则 
du 一 后 和 | 
人 | C+D a 0 (6.4.14) 
这 个 方程 属于 合流 超 几 何方 程 ( 附 录 五 ) , 即 
dzwu du 
Sy 人 二 二 
Se HO) Te ( ) 
参数 
y= 2 二 1) 宇 2 ( 正 整 数 ) (6. 4. 16) 
ee (6.4.17) 


方程 (6. 4. 15) 在 =0 邻 域 有 界 的 解 为 合流 超 几 何 函 数 ,v 一 F(a,y,6), 见 6.3 节 ， 
式 (6. 3. 15). 可 以 证 明 ( 附 录 五 ) ,在 &>co 时 ,无 穷 级 数 解 FCa,y,&) 的 发 散 行 为 与 
et 相同. 这 样 的 解 代入 式 (6. 4. 10) ,不 能 满足 在 无 穷 远 处 的 束缚 态 边 条 件 . 为 了 得 
到 物理 上 人 允许 的 解 ,无 穷 级 数 解 FCc,7y, 约 必须 中 断 为 一 个 多 项 式 . 与 三 维 各 向 同 


和 


性 谐振 子 相 似 ,只 要 a 等 于 0 或 负 整数 即 可 满足 这 一 要 求 , 即 


和 Se (6. 4. 18) 
今 
te (6.4. 19) 


@ 关于 方程 (6. 4. 4) 在 一 >ce 时 的 渐 近 解 的 讨论 ,参见 Cohen. Tannoudji, et al. , Quantum Mechanics ， 
vol. 1, p. 794. 
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则 


PB 一 十 (6. 4. 20) 
按 式 (6. 4. 11) ,得 
汪汪 三 3p —— 2 (6. 4. 21) 
添上 能 量 的 自然 单位 ,得 
oo 一 一 短 : 二 一 让 ，n = 1,2,3," (6. 4. 22) 


a = 站 /pe? (Bohr 半径 ) 

这 就 是 著名 的 Bohr 氧 原子 能 级 公式 ,” 称 为 主 量子 数 . 
与 三 维 各 向 同性 谐振 子 相 似 , 氧 原子 的 能 级 也 存在 与 一 般 中 心 势 ( 例 如 球 方 势 
ee 即 能 级 只 依赖 于 径 向 量子 数 w 和 和 角 动量 量子 数 / 的 一 种 特 


殊 的 组 合 , 即 只 依赖 于 主 量子 数 4 二 ,十 1 十 1 从 数学 求解 上 可 以 看 出 ,这 是 由 
VO 这 种 特殊 的 中 心 势 所 决定 的 . 对 于 给 定 能 级 ( 即 给 定 n)， 
7 一 0， 1， 2，…， 7 一 1 | 
相应 的 1 一 7 一 1]， 7 一 2， 7 一 3， ，…， 0 
即 能 级 存在 ! 简 并 ( 见 图 6. 5). 因此 ,能 级 具有 比 一 般 中 心 势 阱 的 能 级 EE,, 的 简 并 


度 ( 即 2 十 1) 更 高 的 简 并 度 . 不 难 计算 出 ,能 级 EE, 的 简 并 度 为 
和 3 (21+1)=n (6. 4. 23) 


从 物理 上 讲 , 能 级 具有 更 高 的 简 并 度 ,意味 着 体系 具有 更 高 的 对 称 性 . 对 于 氢 原 子 
的 束缚 态 来 讲 ,就 具有 比 其 几何 对 称 性 (O;) 更 高 的 对 称 性 , 即 O, 对 称 性 ,这 是 一 
种 动力 学 对 称 性 ,是 V(r)oc 一 1/r 这 种 特殊 的 中 心力 场所 特有 的 . | 

与 几何 对 称 性 0;( 三 维 空间 旋转 不 变性 ) 相 应 的 守恒 量 , 即 角 动量 上 与 更 高 的 
动力 学 对 称 性 O, 相应 的 守恒 量 , 除 1 之 外 ,还 有 另外 的 守恒 量 , 即 经 典 力学 中 著名 
的 RungeLenz 矢量 9, 由 于 它 的 存在 , 才 保 证 了 粒子 轨道 的 闭合 性 . 在 经 典 力学 
中 ,人 们 已 熟知 ,在 万 有 引力 场 VCr)cc 一 1/r 中 粒子 的 束缚 运动 轨道 ,一 般 为 椭 
圆 . 更 详细 讨论 , 见 本 书卷 工 ,第 8 章 . 

比较 图 6.2、 图 6. 4 和 图 6. 5, 可 以 发 现 一 个 很 有 趣 的 规律 , 即 对 于 给 定 2, 能 级 
随 径 向 量子 数 w 的 变化 ,对 于 各 向 同性 谐振 子 , 是 一 条 直线 ,对 于 氢 原 子 ,曲线 向 
下 弯 ,而 对 于 无 限 深 球 方 势 阱 ,曲线 向 上 弯 . 在 数学 上 ,这 很 容易 理解 . 因为 ,对 于 各 


向 同性 谐振 子 [ 见 6. 3 节 , 式 (6. 3.17)、(6. 3. 18)]- 7 Bwv 一 0, 对 于 氢 原 子 [ 见 式 


D C. Runge, Vektoranalysis,I, (Hirzel, Leipzig), p. 70,1919; W. Lenz, Zeit. phys. ,24(1924), 
197. 
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1=0 1=1 1=2 1 


ll 
ww 


图 6.5 和 氧 原子 的 能 级 分 类 (能 量 用 自然 单位 ) 
bE,=—1/2n ,n= 十 l 十 1 二 1,2,3,*… 
n;, ,l=0,1,2,.. 能 级 符号 用 (n,7) 标 记 


(6.4.21) 和 (6. 4. 19)], 元 E, 一 一 3n-'<0, 而 对 于 无 限 深 球 方 势 阱 2sE，, 之 0, 例 


如 对 于 /二 0 能 级 [ 见 6. 2 节 , 式 (6. 2. 1D] 23E,. = 这 种 变化 规律 与 一 维 


势 阱 中 的 束缚 能 级 已 随 z( 即 波 函 数 的 节点 数 ) 的 变化 很 相似 . 对 于 一 维 谐振 子 ， 
能 级 随 ” 是 均匀 分 布 的 ( :已 一 0), 对 于 一 维 所 原子 ,能 级 随 ” 增 大 而 僵 密 集 


( 恋 忆 = 一 3w <0), 而 对 于 无 限 深 方 势 阱 , 能 级 随 ， 增 大 而 您 生 


酬 (27E, 一 >0). 
La 

现在 来 研究 氧 原子 在 各 能 级 之 间 牙 迁 所 产生 的 光谱 线 的 规律 . 按照 能 级 公 
式 (6.4. 22), 从 较 高 能 级 E, 到 较 低 能 级 E,, 跃迁 时 ,发 射出 的 光线 的 波 数 


(二 y/c) 为 


es 
Ne =R( | Cr (6. 4. 24) 
2 4 
人 2 (Rydberg 常量 ) 
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五 >0( 连 续 谱 ) 


0 
—0.54 25 $5s,Sp,5d,5f,5g 
—0.85 16 4s,4p,4d,4f 
| Paschen 线 系 9 3s,3p,3d 
Balmer 线 系 
-3.39 4 2s,2p 
Lyman 线 系 
-13.6 1 ls 
EleV n £ =m nl 


6.6 和 氧 原 子 的 能 谱 型 , 简 并 度 及 光谱 线 系 . 在 这 里 能 级 标记 已 改 用 ni (而 不 是 
图 6. 5 中 的 n.7) ,这 是 原子 物理 学 中 习惯 用 的 一 种 标记 


对 于 和 一 1, 即 从 各 激发 态 到 基态 的 跃迁 ， 


加 一 RR(1 一 言 ) sn 二 2,3,4,… (6. 4. 25) 


其 极限 位 置 (n 一 co) 在 志 二 R. 这 就 是 Lyman 线 系 ( 见 图 6.6), 它 处 于 紫外 光 
谱 区 . 


。211。 


zu 一 尺 ( 半 一 点 )， ne (6. 4. 26) 


n 
就 形成 Balmer 线 系 (图 6. 6) ,其 极限 位 置 (n->co) 在 到 ,= 二 R/4. 此 线 系 处 于 可 见 光 
谱 区 ,所 以 首先 被 发 现 . 再 往 上 ,m= 二 3,n 二 4,5,6,… 则 构成 Paschen 线 系 ,处 于 红 
外 区 . 依 此 类 推 . 

以 上 关于 氧 原子 的 讨论 ,对 于 类 氢 离 子 (He ,Li++ ,Be 等) 也 适用 . 它们 
都 只 有 一 个 电子 ,差别 仅 在 于 原子 核 的 电荷 及 质量 有 所 不 同 . 因此 ,只 需 把 氢 原 子 
有 关公 式 中 核电 荷 十 e 换 为 十 Ze(2 是 原子 序数 , 即 核 所 带 正 电 荷 数 ) ,而 y 理解 为 
相应 的 约 化 质量 . 

特别 是 类 和 氧 离 子 的 能 级 公式 为 [参见 式 (6. 4. 22)] 

E, = 一 黎 气 = 一 各 拖 ， ee Ne (C6. 4. 27) 
在 这 里 应 该 提 到 历史 上 著名 的 Pickering 线 系 问 题 . EC. Pickering 于 1896 年 发 
现 船 舶 座 ¢ 星 的 可 见 光谱 线 中 ,有 一 个 线 系 与 氧 原子 光谱 中 的 Balmer. 线 系 根 相 
似 ,它们 具有 相同 的 极限 . 这 个 线 系 称 为 Pickering 线 系 . 后 来 Fowler 在 氨 和 和 氨 混 
合 气体 中 也 观测 到 了 这 个 线 系 . 如 果 把 此 线 系 归 人 氨 原 子 光谱 , 则 会 出 现 分 数量 子 
数 . Bohr 把 它 解释 为 Het! 发 出 的 光谱 线 . 按 类 氧 离子 的 能 级 公式 (6. 4. 27) ,Het 能 
级 公式 (2Z 二 2) 为 


__ 4 
eS (6. 4. 28) 
从 瑟 一 下 (2 二 7) 时 ,放出 的 光 的 波 数 为 
四 
zj 一 汪 二 一 4R( 志 | (6. 4. 29) 
对 于 m= 二 4(n 二 5,6,7,…), 有 
,二 R( 子 一 号) 人 R/4 (6. 4. 30) 


可 以 看 出 , 它 与 Balmer 线 系 的 规律 [ 见 式 (6. 4. 26)] 很 相似 ,特别 是 其 极限 位 
置 相同 ,都 是 R/4. 当然 ,考虑 到 原子 核 质 量 的 差异 , 约 化 质量 有 微小 差异 . 对 于 氢 
原子 


pu = m,/ (1 十 和 jz 人 1 一 7) 
对 于 He 离子 
pa 一 i (La a (Li 


Lpet 略 大 于 0 ,因而 相应 的 Rydberg 常数 也 略 大 . 因此 ,Pickering 线 系 的 极 
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限 与 Balmer 线 系 也 略 有 差异 . 

Bohr 的 看 法 很 快 在 Evans 的 实验 中 得 到 了 证 实 . Einstein 在 听 到 Evans 的 实 
验证 实 了 Pickering 线 系 是 Het 光谱 线 之 后 ,对 Bohr 的 量子 论 给 予 了 极 高 评价 ， 
认为 是 最 伟大 的 发 现 之 一 . 2? 


氨 原 子 的 定 态 波 函 数 及 有 关 的 性 质 


相应 于 E==EE, 的 径 向 波 函 数 (R 二 Xw/7) 可 表示 为 
R, cc gexp(— 计 6)F(— Py 


其 中 & 为 [ 见 式 (6. 4. 13) 与 (6. 4. 20) ,添上 长 度 的 自然 单位 ] 


2 


$= Zpr = 


(6. 4. 31) 
归 一 化 的 径 向 波 函 数 为 


Ra (7) — Nuexp(— DE)EFC—ntlt1,21+2,8 (6. 4. 32) 
(2 十 Z)1! 
Nz 一 pe ore 


| [Ra (Jr dr = 1 (6. 4. 33) 
较 低 的 几 条 能 级 的 径 向 波 函 数 ( 见 表 6. 2) 是 


n 二 1( 基 态 ),Rw 一 -全 exp( 一 7/a) 


满足 


本 es | _r 
7 一 2， R» Ee (1 素 )exp( r/2a) 
及 2 = 2 二 exp( 一 r/2a) (6. 4. 34) 
加 人 
es Rs 一 3 V3a3/2 1 3a 有 2 ) js r/3a) 


= 8 r /1 7 2 
es exp( r/3a) 


@ 参阅 D, ter Haar, The Old Quantum Theory,Pergamon Press,1967. p，38 一 42. 
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2 
及 ;， exp( 一 7/3a) 


人) 


表 6.2 类 迄 离 子 径 向 波 函 数 ( 原 子 单位 ) 


2Z73/2e-Z 
1 
L732(1— Zr/2)e-2/2 
万 
1 
1 zs/2re-z/2 
2V6 re 


2 za 27 2 一 /3 
yf (1 一 本 2 十 方 BA )e 
4V2 xz /1 1 一 Zr]3 
27 /3 r(1 6 Zr )e 

4 


Zr2e-2/ 
81v 30 


通常 选择 定 态 波 函 数 为 守恒 量 完全 集 ( 互 , 眉 ,/.) 的 共同 本 征 态 , 氧 原子 的 属于 
能 级 E, 的 定 态 波 函 数 表示 为 


mr (7r,0,9) 全 R, (r) Yr (0,9) (6. 4. 35) 
= 0,1，…7 一] 
10 一 /一 上 …… 一 / 


共有 x 个 量子 态 ( 即 简 并 度 为 之). 
利用 上 述 定 态 波 函 数 ,可 以 得 出 电子 在 空间 的 各 种 概率 分 布 的 信息 . 


1. 径 向 位 置 概 率 分 布 


利用 所 求 得 的 径 向 波 函 数 , 可 以 求 出 电子 的 径 向 位 置 分 布 概率 , 即 不 管 方向 如 
何 , 找 到 电子 在 (>,zr 十 dr) 球 壳 中 的 概率 为 


Pdr| ap | gn (7,0,9) |*= [Ra (Pr qr 


= [Xx C7) Fdr (6. 4. 36) 

较 低 的 几 条 能 级 上 电子 的 径 向 位 置 概率 的 分 布 曲线 |Xw | ,如 图 6.7 所 示 . 可 以 看 

出 , 径 向 波 函 数 Xs 的 节点 数目 (不 包括 无 穷 远 点 与 原点 ) 有 n= 二 (一 /一 1) 个 . 例 
如 ,基态 径 向 波 函 数 无 节点 . 

与 Bohr 早期 量子 论 不 同 , 在 量子 力学 中 ,电子 并 无 严格 的 轨道 的 概念 ,而 只 

能 研究 其 位 置 分 布 概率 . 但 是 ,以 基态 为 例 , 可 求 出 | xio|: 有 一 个 极 大 值 ( 见 图 


6.7). 因为 
。2]4。 


| xs = (Rj) = rexp(— a 
极 大 点 位 置 由 
| X10 | 一 0 
确定 . 不 难 求 出 
六 一 Q (Bohr 半径 ) (6. 4. 37) 
是 极 大 点 ,a 也 称 为 最 概 然 半径 . 处 于 基态 的 氢 原 子 , 电 子 的 最 概 然 半径 与 Bohr 早 
期 量子 论 给 出 的 半径 相同 . 

还 可 以 有 趣 地 注意 到 ,属于 各 能 级 的 “ 圆 轨 道 ”, 即 给 定 n 下 ,l= 二 n 一 1,n, 一 0 的 
轨道 ,其 径 向 概率 分 布 (图 6.7 中 x1? , | xa 1， | xsz | ,等 ) 的 最 概 然 半径 ,可 根据 
径 向 波 函 数 式 (6. 4. 32) 计 算 In| x,_11? 的 极 值 点 位 置 求 出 ， 

r= nia (n= 1,2,3,.…) (6. 4. 38) 


of 


P: 
[Xl 


2 


0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 
r/a 


图 6.7 和 氢 原 子 中 电子 的 径 向 概率 分 布 


2. 概率 密度 随 角 度 的 变化 


与 上 类 似 , 可 以 求 出 电子 在 (0,p) 方 向 的 立体 角 dQ 中 的 概率 (不 问 其 径 向 位 
置 如 何 ) 为 
|Y7 (0,p)12d0 cc |P7(Ccosg)|12d0 (6. 4. 39) 
。 215 。 


它 与 9 角 无 关 , 这 是 由 于 yw 是 守恒 量 1, 的 本 征 态 , 角 分 布 将 保持 对 于 z 轴 的 旋转 
对 称 性 . | YY (0,9) |? 曲面 ,如 图 6. 8 所 示 . 


而 hs 
和 


NN S77 
= BA 
nh 


图 6.8 粒子 概率 分 布 随 角度 的 变化 | Y7 (9,9) |? ,l=0,1,2,3 
取 自 S，Brandt, H. D. Dahmen, The Picture Book of Quantum Mechanics, 3rd. ed. (Springer- 
Verlag, New York,2001) 


， 216 。 


值得 提出 ,在 s 态 下 ,电子 的 概率 分 布 是 球 对 称 的 ,或 者 按照 量子 化 学 的 术语 ， 
“电子 云 ” 的 分 布 是 球 对 称 的 . 但 要 特别 注意 ,尽管 氢 原 子 这 体系 (Hamilton 量 ) 具 
有 球 对 称 性 ,并 不 能 说 在 一 切 状 态 下 的 氢 原 子 的 电子 分 布 都 是 球 对 称 的 . 

练习 证 明 

D3 (9,g9) Y? (0,g) 二 常数 (与 0,p 无 关 ) (6. 4. 40) 

由 此 证 明 在 (nl) 能 级 上 填 满 电子 的 情况 下 ， 电荷 分 布 是 各 向 同性 的 . 

参阅 A. Uns6ld, Ann der Physik ,82 (1927) ,355. 

3. 电流 分 布 及 磁 佐 


在 yn 态 下 ,从 统计 的 意义 上 说 ,电子 的 电流 分 布 密 度 如 下 [参阅 2.2 节 , 式 
(2.2. 14) 的 概率 流 密度 公式 ].; 


j= 区 Co vyw 一 复 共 亏 项 ) C6. 4. 41) 
利用 球 坐标 系 中 梯度 的 表达 式 
1 9 
YYV 尘 +e 


8 7 i rsing 3p 
容易 求 出 j 的 各 分 量 . 由 于 ww Ce ee 
实 函 数 ,由 式 (6. 4. 41) 可 看 出 ,j, 二 jo 二 0. 剩 下 只 有 


3 le 闭 大 项 
Jp 一 24 人 9 mm 一 复 共 思 . 


leh 2 hm 
2 a Zim | gun 多 Re 


jo 是 绕 z 轴 的 环 电流 密度 ,如 图 6. 9 所 示 , 通 过 截面 do 的 
环 电流 元 为 dI 一 jdc, 它 对 磁 矩 的 贡献 为 (Gauss 单位 制 ) 
SdT/c 
5S 三 x(rsin9)? 是 绕 轴 的 环 的 面积 . 因此 ,总 的 磁 矩 ( 沿 z 

轴 方 向 ?为 


[a (6. 4. 42) 


M.— 1|sdr = 工 | msinzg . jdo 


一 一 | | |22rrsinbdc 


= ll a 图 6.9 
其 中 dr 一 2rrsingdc 是 细 环 的 体积 元 . 利用 归 一 化 条 件 , 得 
M. =— 区 =— jpm (6. 4. 43) 


其 中 
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HB 一 2 = 9. 273 X 10 ?ergD/G® 


= 5.79X 10eV/G 
即 Bohr 磁 子 . 应 该 提 到 , 式 (6. 4. 43) 的 结果 与 径 向 波 函 数 的 具体 形式 无 关 , 适 用 
于 一 切中 心力 场 的 束缚 态 . 四 求 交 0， 二 士 2,…，, 所 以 所 原子 的 磁 抢 是 量子 化 


带 负 电 的 缘故 . 由 式 (6. 4. 2 量子 数 m 决定 磁 矩 的 大 小 ,所 以 m 称 为 磁 量 子 
数 . 对 于 /二 0 的 态 (例如 ,基态 ) ,显然 没 有 磁 矩 ,这 是 由 于 电流 为 零 的 缘故 . 此 外 ， 
按 式 (6. 4. 43) 有 

M, e 

人 pp (6. 4. 44) 
mm 是 轨道 角 动 量 的 z 分 量 . 这 比值 称 为 回转 磁 比 值 (gyromagnetic ratio) 或 称 g 
因子 . 取 e/2yc 为 单位 , 则 g 因子 的 值 为 一 1. 这 是 轨道 角 动 量 的 特征 . 在 原子 物理 
中 ,我 们 知道 ,电子 的 自 旋 角 动量 与 内 襄 磁 和 矩 的 关系 与 此 不 同 ,g 因子 的 值 是 一 2 
( 见 9.1.4 节 ). 


6.5 Hellmann-Feynman 定理 


关于 量子 力学 体系 的 能 量 本 征 值 问题 ,有 不 少 定理 ,其 中 应 用 最 广泛 的 要 数 
-Hellmann-Feynman 定理 (以 下 简称 HF 定理 ). 定理 的 内 容 涉及 能 量 本 征 值 及 各 
种 力学 量 平 均值 随 参 数 变化 的 规律 . 如 果 体 系 的 能 量 本 征 值 已 求 出 ,借助 于 HF 定 
理 可 以 得 出 关于 各 种 力学 量 平均 值 的 许多 信息 , 而 不 必 再 利用 波 函数 去 进行 繁琐 
的 计算 . 此 外 ,利用 HF 定理 可 以 很 巧妙 地 推导 出 位 力 (virial) 定 理 ( 位 力 定理 的 重 
要 性 是 众所周知 的 ). HF 定理 最 初 发 表 于 30 年 代 末 @ ,是 在 处 理 分 子 结构 和 量子 
化 学 问题 时 提出 的 ,在 一 般 量子 力学 教科 书 中 较 少 提 及 . 在 70 年 代 , HF 定理 重新 
引起 人 们 的 注意 ,用 来 处 理 粒子 物理 中 的 一 些 问 题 @ 


6.5.1 HF(Hellmann-Feynman) 定 理 


设 体系 的 Hamilton 量 态 中 含有 某 参 量 4,E, 为 的 本 征 值 ,相应 的 归 一 化 
本 征 函 数 (束缚 态 ) 为 y(n 为 一 组 完备 量子 数 ) , 则 


3 = (wh)= ( 寞 》 C6 


D lerg= 107]. 

©® 1G= 104T. 

©® H. Hellmann,Acta Physicochimica URSS I ,6(1935),913; V,2(1936),225; Einfiihrung in die 
Quantenchemie , (Deuticke, Leipzig and Viemna, 1937). R. P. Feynman, Phys. Rev. ,56(1939) ,340. 

@® C. Quigg and]J. L. Rosner, Physics Reports,56(1979),167. 
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证 按 假 设 
Hy 二 Ey 
对 参量 4 取 导 数 , 有 


( 针 w+H25, = ( 癌 )y.+ Dy 
左 乘 必 , 取 标 量 积 ,得 
(+ 
但 利用 五 的 厄 米 性 ,有 
(oe 
再 按 假设 (y,y) 二 1, 所 以 得 


此 即 HF 定理 . 
例 1 一 维 谐振 子 
A 去 mew? 
HH= 妇 十 二 mw 二 T+V 
m 2 
3.4 节 中 已 求 出 
E, = (n 二 去) 
把 w 视 为 参数 ， 
aH _ 2 
5 MwT 


按 HF 定理 ,可 得 


mu 人 z2)。 二 (n 十 方 )# 
因此 
(V)。 一 地 vw (7) 一 二 忆 
再 利用 
nh 
可 得 出 


‘Dr = (V1, = 5 E 


例 2 设 有 两 个 一 维 势 阱 ， 
Vi(z) < V2 (7) (对 所 有 zz) 
在 两 势 阱 中 都 存在 束缚 能 级 ,分 别 为 ,和 Es《n 二 1,2,3,…), 试 证 明 
Ei, 二 FE,, 


(6. 5. 2) 


(6. 5. 3) 


(6. 5. 4) 
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证 明 令 
VQ,z) = (1— VVi(z) 十 MVz(z) 


显然 
V(0,7) = Vi(2), V(1,z) = Vs (7) 
而 
A AE 
按 HF 定理 


2B _ (aH\) _ (ov 
(> 


即 FE, QO) 是 从 的 单调 上 升 函数 . 但 E, (0) = Ei, sb (1) 一 五 ?。 ;所 以 El,<E,,. 


例 3 分 析 束 缚 态 能 量 与 粒子 质量 y 的 关系 . 


瑟 = 刀 +V 
设 Vocyf, 则 
9 
A 

而 

2 一 (E) Ey 

oxy \qp / 
即 


po = AV)—(T) 
结合 E=(T? 十 (V) ,可 得 


2 


BY “ax 
1 9 
‘V) = TFa(1+p3)E 
Ce 


如 5 一 1( 例 如 谐振 子 ), 则 


例 4 利用 HF 定理 证 明 位 力 定理 . 
证 明 
五 = 仑 二 VC) 
4 


在 坐标 表象 中 
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(6. 5. 5) 


(6. 5. 6) 


(6. 5. 7) 


起 
H=—#z :十 VCr) 
Zp 


取 到 为 参量 ,有 
oH__ 二 vy? 
of kL 2” 
利用 HF 定理 ,得 | 
2 of a 
i ( 色 )= 《7T) (6. 5. 8) 


类 似 ,在 动量 表象 中 ,有 r 一 认 


J 9p 
or_r 
9k 让 
所 以 
弛 = 二 (rw) 
联合 式 (6. 5. 8) (6. 5. 9) ,得 
2(T) = (r» WW) (6. 5. 10) 
此 即位 力 定理 . 
车 V 为 r 齐 次 函数 
VOr) = :VCr) (6. 5. 11) 
则 
2(T) = vV) (6. 5. 12) 
结合 (T) 十 (V)=E, 得 
(= (st)E, 人 = (zh) (6. 5. 13) 


6.5.2 HF 定理 在 中 心力 场 问 题 中 的 应 用 
1. 能 量 本 征 值 与 角 动 量 量子 数 的 关系 
一 般 中 心力 场 中 的 粒子 ,能 量 本 征 态 可 以 取 为 (五 , 尼 ,/.) 的 共同 本 征 态 , 即 


几 一 RCODY7(Op) = LD Yr (0,9) (6. 5. 14) 
X(r) 满 足 径 向 方程 
Ge 2 ee Ex (7) (C635.15) 
它 与 一 维 定 态 Schrodinger 2 Hamilton 量 为 
下 LL+ DE 
H 一 一 2 -入 +VD 十 纪 寺 中 2 (6. 5. 16) 
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它 的 本 征 值 记 为 EE ,依赖 于 径 向 量子 数 n,( 二 0,1,2,…) 和 角 量子 数 1(==0,1， 


2，…)， 视 /为 参数 ,有 
re 0 
(因为 二 为 正定 厄 米 算 子 ). 因此 , 按 HF 定理， 


aE,, 
al 


2. 势能 平均 值 的 计算 


对 于 类 和 氧 原 子 , 有 
V(7) -— 2 
2 
,一 一 1, 按 式 (6. 5. 13) 
(全 ) -下 
rr fn 
利用 
0 
2 2f27 2a 7 
nn 二 (ny 十 十 1) 三 1,2,3, 
可 得 


对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 ,有 
VC = Fp wr 


一 2, 所 以 

jw (rn 一 二 E 

了 pw N 一 了 EN 
利用 

3 
ope (N+ > ) 各 
0 

可 得 


(Fy 一 ae 


上 述 结果 也 可 以 直接 利用 HF 定理 得 出 . 
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(6. 5. 17) 


(6. 5. 18) 


(6. 5. 19) 


(6. 5. 20) 


(6. 5. 21) 


对 于 类 和 氧 原子 , 视 Z 为 参数 , 按 HF 定理 


GA 


aE eZ 
aZ an? 
因此 
(3) = 过 (6. 5. 22) 
rr jn nuda 2 


对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 , 视 w 为 参数 ,有 


aH aV 
(E) = 他 上 = pr Ow 


See ~ (N+3/2)8 
CO) 


所 以 
(rn 一 (N 十 3/2) 下 (6.5.23) 
Kw 


3. 离心 势能 与 径 向 动能 


对 于 类 和 氢 原 子 , 按 式 (6. 4. 22) 和 (6. 4. 19) ,有 
OF- RA 


al on nia 


而 按 HF 定理 
aH 一 志 1 _ 9bE, 
于 一 (十 1/2) 人 
所 以 
1 L ZZ 
ey (6. 5. 24) 
全) 1 a? 
”ta 
( LE ) UD Ze IU+D F (6. 5. 25) 
2p0°? /rm 2a Bi 


(+ ) (1+ 坟 jn 


而 动能 平均 值 为 (T) 一 一 忆 , 所 以 在 动能 中 离心 势能 所 占 比例 为 < 7 对 于 
给 定 , 当 1 愈 大 ,此 比例 愈 大 . 当 /一 ow 一 (2 一 1)(“ 圆 轨道 ”时 ,此 比例 为 
已 .此 时 , 径 向 动能 ( 束 ) 所 占 比 例 为 元 上 1. 当 >1 时 (大 量子 数 极限 ), 在 


(nlm) 二 (n,n 一 1,m) 态 下 , 径 向 动能 就 十 分 微小 . 
对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 ,利用 式 (6. 3.17) 和 (6. 3. 18) 
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To 
aH A 
3 = (+1/2) tcy 
按 HF 定理 ,得 
A 
人 (1 十 1/2) 无 (6. 5. 26) 


(5 ) SD (C6. 5. 27) 
211- nlm 


离心 势能 只 与 ! 有 关 , 但 不 依赖 于 N. 对 于 给 定 En 的 诸 简 并 态 中 ,1 二 1 二 NN 态 
(“ 圆 轨 道 ”) 的 离心 势能 最 大 ,其 值 为 


LE _ NN+1) 
(到 ) ,= 2 六 十 1 Ws (6. 5. 28) 
而 径 向 动能 为 
(人 ) (时 7 ) _E_NON+D,, 
24 [一 24 210? = 入 2 2N 十 1 
= _1 \t fw 
= > 多 和 (NS>1) (6. 5. 29) 
在 (nim) 态 下 , 径 向 动能 平均 值 为 
区 ) 三 3 7LC 十 1 各 
(六 i [N+ 2 | 2 0 


在 大 量子 数 极限 (六 1) 情 况 下 ,!(C 十 1)/( 十 1/2)(1 十 1/2), 式 (6. 5. 27) 与 
式 (6. 5. 30) 化 为 


上 、 (11g 
人 ~ (Lt) (6. 5. 31) 
0 (NTL+l) 3 (m+ 2 jj (6. 5. 32) 
4. 对 数 中 心 势 
设 粒 子 在 势 场 
es V(7) = Voln( 声 ) (Vo sro 全 0) (6. 5. 33) 


中 运动 ,可 以 证 明 : (i) 在 各 束缚 定 态 下 ,动能 平均 值 相同 . (ii) 能 级 间距 (能 谱 形状 ) 


® 9 ss 9 + » » 
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所 以 ,动能 平均 值 


(T) = Vo /2( 与 态 无 关 的 常数 ) 6.5.34) 
H= 人 E+VO) 
多 
aH\ __1 二 三 下 
(和 ) 二 = 
按 HF 定理 ,得 | 
aE, __ Vo 
SS (6. 5. 35) 


对 w 积 分 ,可 得 出 束缚 态 能 级 为 
E, = 6, — Ploy (6. 5. 36) 


式 中 se" 为 积分 常数 ,不 依赖 于 粒子 质量 . 因此 ,任意 两 个 束缚 定 态 能 级 之 间 的 
间距 

eh ed (6. 5. 37) 
不 依赖 于 粒子 质量 y. 定理 得 证 . 


练习 ” 试 作 尺度 变换 r 二 Vur 来 证 明 上 述 定理 . 
提示 ;Schr6dinger 方程 化 为 
2 


一 广 Y29% 十 Volnr 人 一 (E+VolnVpro)y 


6.6 二 维 中 心力 场 


在 第 3 章 中 我 们 系统 分 析 了 一 维 势 场 中 粒子 运动 的 特点 ,例如 一 维 规则 势 阱 
中 粒子 的 束缚 能 级 是 不 简 并 的 ,而 一 维 粒子 的 游离 态 则 为 二 重 简 并 . 这 种 安排 , 主 
要 出 自 教学 法 的 考虑 ,因为 一 维 粒子 的 数学 处 理 比 较 简 单 ,有 利于 初学 者 掌握 初步 
的 量子 力学 理论 . 现实 世界 中 的 粒子 一 般 在 三 维 势 场 中 运动 . 在 很 长 时 期 中 , 低 维 
势 场 中 粒子 运动 的 研究 ,只 有 理论 上 的 意义 . 近年 来 ,由 于 技术 上 的 进步 ,有 效 的 低 
维 (二 维 、 一 维 、 零 维 ) 体 系 的 制备 已 在 实验 上 逐步 实现 ,例如 在 表面 物理 中 的 现代 
晶体 生成 技术 (分 子 束 外 延 技术 制备 半导体 纳米 结构 ,利用 扫描 隧道 显微镜 技术 对 
单个 原子 进行 人 工 操 作 以 制备 纳米 尺度 上 的 人 工 原子 图 案 等 ). 低 维 量 子 物理 的 研 
究 已 在 实验 和 理论 两 方面 都 引起 人 们 的 关注 ,并 已 取得 重要 进展 0. 


@ 例如 , 见 R. W，Robinett, Quantum Mechanics, (1997), chap, 16; M. A. Reed, Sci, Am. (1993, 
Jan. ) Quantum dots; M. A, Kastner, Phys. Today, (1993,Jan. ), Artifical atom。 
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6.6.1 三 维和 二 维 中 心力 场 的 关系 
二 维 中 心力 场 VCo) (p= 二 Vz 十 ) 中 ， 能量 本 征 方程 为 


Hy = [-— 2 有 zj 上 +VG) jy (6. 6.1) 


由 于 体系 的 二 维 旋转 对 称 性 , 角 动 量 /. 一 一 选 3 是 守恒 量 . 通常 选择 (万 ,7.) 为 一 
组 守恒 量 完全 集 ,它们 的 共同 本 征 态 表示 为 


以 OO) = Rn,(p)e”™” ,一 0, 士 1， 士 2,… (6. 6. 2) 
径 向 波 函 数 
2 2 2 
[一直 绎 [ (得 I |v Bs = ER, (6. 6. 3) 


i 般 有 二 重 简 并 《m= 二 0 态 除 外 ). 对 应 于 能 级 
im 的 解 记 为 R,i ,满足 正 交 归 一 条 件 


| (PR | nl (ppdp 一 dm (6. 6. 4) 
今 
Rl (p) = Nnlml (p)/Vp (6. 6. 5) 
则 方程 (6. 6. 3) 化 为 
Ed lm 
[ (7 4p’ 0 哮 VGo) jx = < EX nml (6. 6.6) 
可 改写 成 
Fd (m1/2)0mn+t+1/2) 于 
| 7 Pp 上 V(p) Dm 光志 EX nlml (6. 6. 7) 
而 式 (6. 6. 4) 化 为 
| Xml (PX 1m! (po)do = dm (6. 6. 8) 
作为 对 比 ,三 维 中 心力 场 V(r) 中 的 能 量 本 征 方程 为 [ 见 6. 1 节 , 式 (6. 1. 6)] 


Hy = |— 2 二 $F) ta tv = By (6. 6. 9) 


通常 选 (及 ,PP ,1.) 为 一 组 守恒 量 完全 集 ,它们 的 共同 本 征 态 表示 为 


ylr,0, 9) 二 Rh, (Cr)Y7(O， 9) (6., 6. 10) 
1 = 0,1,2,. 
Ee RN WE 
Ri,(r) 满 足 径 向 方程 

4 ,2 dy i1U+1) 有 
(一 ,Le + 二 -人生 vo ja =ER, (6.6.11) 

对 人 E, 的 解 记 为 Ry (7) ,它们 满足 正 交 归 一 条 件 
| CR 6.6.12) 
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能 级 简 并 度 一 般 为 (27 十 1). 令 


Ra (7) = Xn (7)/r (6. 6. 13) 
则 
人 = Ex C6. 6. 14) 
而 
jx Cr Xi dr = Gm (6. 6. 15) 
比较 方程 (6. 6. 7) 和 (6. 6. 14) ,参数 对 应 关系 为 
1 十 D>(m 一 地)(m 十 访 ) (6. 6. 16) 
即 
1 >|m| 一 却 (6. 6.17) . 


因此 ,根据 前 面 已 得 出 的 各 种 类 型 的 三 维 中 心力 场 的 计算 结果 (能 级 , 简 并 度 , 各 种 
力学 量 的 平均 值 ,矩阵 元 等 ) ,很 容易 写 出 二 维 中 心力 场 的 相应 的 结果 . 以 下 具体 计 
算 结果 可 以 验证 这 一 对 应 关系 . 


6.6.2 二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 


二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 
Vlp) = 网 ， (6. 6. 18) 
中 粒子 的 径 向 方程 为 
和 (和 工业 本 和 ee 
i Ds ue 1 [RCp) = ER,(p), m 二 0, 土 1, 土 2， 
(6. 6. 19) 
Rp) 满 足 边 条 件 
R,(p) |,s =0 (6. 6. 20) 


可 以 看 出 ,能 量 本 征 值 只 依赖 于 m 的 绝对 值 |m| ,能 级 为 二 重 简 并 (Cm 二 0 除 
外 ). 引进 无 量 纲 变量 


£= ho, k= V2E / (6. 6. 21) 
则 方程 (6. 6. 19) 化 为 Bessel 方程 ( 见 附录 六 ) 
哇 + 士 虫 + (1 一 等 )R==0 (6. 6. 22) 
de é€ dt & 


在 包含 原点 (60) 在 内 的 区 域 中 满足 物理 要 求 的 解 ,可 取 为 .Bessel 函数 J, (6. 注 
意 ]。 与 ] -是 线性 相关 的 . 方程 (6. 6. 19) 的 简 并 的 能 量 本 征 态 可 以 取 为 
Jinl (io)er ,或 JIn| (ho)sinCmg),JInl Cho)cos(mp) (6.6.23) 
按 边 条 件 (6. 6. 20) ,要 求 
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(6. 6. 24) 


Janl (ka)=0 
当 a 取 有 限 值 时 ,并 非 任 何 & 值 都 满足 以 上 条 件 . 令 J (zx)=0 的 根 依次 记 为 
Tn, | m| 71p 一 0,1，2，…. no 是 径 向 波 函 数 的 节点 数 ( 不 包括 po 一 0,co 点 )， 粒子 能 量 本 
征 值 为 
E, lm = (6. 6. 25) 


pe 


Zuiol 的 值 如 表 6. 3 所 示 . 
表 6.3 二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 的 较 低能 级 的 x iml 值 


8. 6537 
10. 1735 
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图 6.10 ”二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 能 级 E,» /Eo 
| m | 二 0,1]1 ,2,3,… 能 级 分 别 记 为 s,p,d,f, “"", 与 6.2 节 三 维 无 限 深 球 方 势 阱 能 级 图 6.2 


比较 ,两 者 很 相似 . 
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图 6. 10 给 出 二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 的 较 低能 级 的 分 布 , 它 与 三 维 无 限 深 球 方 热 
阱 的 能 级 分 布 ( 见 6.2 节 , 图 6.2) 很 相似 . 图 6. 11 给 出 几 个 能 量 本 征 态 的 空间 分 
布 几率 | frm (O39) | 


图 6.11 二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 的 几 个 定 态 的 空间 分 布 几率 | bm (OO | 
(a) 基 态 0s,(zn .mm) 一 (0.0) 
(b) 和 (c) 是 mo 二 0. | m| 三]1 的 二 重 简 并 态 . | (kop)sing|? 和 |JiCeoo)cosp| 2. 
(d) (m6.m) 二 (1.0). 是 无 角 动 量 的 态 , 相 当 于 经 典 粒 子 穿 过 力 心 往返 运动 . 
(e) (np,m) 二 (0.10) 是 高 角 动 量 (转动 能 ) 的 圆 轨道 (x6 王 0) 的 态 , 径 向 动能 几乎 为 0. 相 当 于 
经 典 匀 速率 圆周 运动 . 注意 《4.0) 与 (0.10) 两 态 的 能 量 几乎 相同 (相差 过 1%). 但 空间 分 布 
很 不 相同 . 
本 图 取 自 R. W. Robinett. Quantum Mechaunics. Figs. 16. 11 一 16. 13. (Oxford University 
Press.N. Y. .1997). 


练习 二 维 无 限 深 方 势 阱 
0， 0 XV a 


V(x,y) = (6. 6. 26) 
2， ”其 他 区 域 
粒子 能 级 为 
E, — TR) = EE (6. 6. 27) 
2 2 
二 十 nl， Nin 一 1.2.3.…. 
nf Ey in/ Wr, 
pn, (XY) = sin( z )sin( > ) (6. 6. 28) 


试 分 析 能 级 的 简 并 度 ( 见 表 6. 4). 能 级 简 并 度 可 否 大 于 一 般 二 维 中 心 势 ? 如何 理 解 其 对 称 性 ? 
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T2 无 2 

(nz ,ny) E, 2 简 并 度 
nD i 
CD 2 


(1,7) 
(1,8) 
(1,18) 


(6,17) . 325 6 
(10,15) 


(4,33) 

(9,32) 

(12,31) 0 8 
(23 ,24) 


6.6.3 二 维 各 向 同性 谐振 子 


V(p) 一 Fp (6. 6. 29) 
schrodinger 方程 为 
| gp 2) + ep] = Ey: WE 
今 
Woyp) = e”?R(p) (6. 6. 31) 
则 径 向 方程 表示 为 (自然 单位 直 一 /一 w 一 1) 


2 2 
[ + 二 部 - 付 + CE-p) Rp =0(E>0) (6. 6. 32) 


dp pd Pp 
当 g>0 时 ,上 式 化 为 
drld_m 六 
(ee Fr RC) , 
经 过 分 析 , 可 得 , 当 o>0 时 
R(p) cc pl™! 


当 p>co, 式 (6. 6. 32) 化 为 

(六 Pe )RCp) 一 0 
所 以 R(p)ccexp( 士 gp /2) ,而 满足 束缚 态 边 条 件 的 解 只 能 取 尺 (o) ccexp( 一 027/2) 
(p>co). 因此 ,不妨 令 
R(p) = po! | exp(— Pp: /2)ulp) (6. 6. 33) 


代入 式 (6. 6. 32) ,得 
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> 于 十 (es 2p)E+[2E—2C ml+ Dl 一 0 (6.6.34) 
再 令 
é=p (6. 6. 35) 
得 
f+ (ml+1 一 全 册 下 -( 亚 此 1 一 呈 juv=o (6. 6. 36) 
上 式 正 是 合流 超 几何 方程 . 相应 参数 为 
,二 | 十 1 三 
2 2 
y= |ml|++1 (6. 6. 37) 
束缚 态 要 求 a 为 非 负 整 数 
“一 tl 二 = n= 0,1,2, 
因此 ,二 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 量 本 征 值 为 
已 一 (2m, 十 | 和 | 十 1) (自然 单位 ) 
或 记 为 
一 (7 十 1)， n= 2n,t |m|= 0,1,2,.: (6. 6. 38) 
相应 的 波 函 数 为 
gun ps9) cc erpl™l et 2F(—n,, |m|+1,p) (6. 6. 39) 
不 难 求 出 能 级 E, 的 简 并 度 为 
f= tl) = 1,2,3,. (6. 6. 40) 
可 以 看 出 ,在 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 级 公式 [6. 3 节 , 式 (6. 3. 16)j 中 
二 (2n; 十 1 十 3/2) (6. 6. 41) 


把 /一 |z| 一 过, 即 2 十 上 十 3/2-=2m 十 | 闷 | 十 1, 便 得 出 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 


量 公 式 
E= (2nt|m|+l), ,lm|=0,1,2,. (6. 6. 42) 
可 以 看 出 其 能 级 分 布 也 是 均匀 的 . 但 能 级 简 并 度 为 (n 十 1) 二 1,2,3,…. 而 三 维 各 


向 同性 谐振 子 能 级 的 简 并 度 f= 却 (N+DCN+2),N=0,1,2,*… 


6. 6.4 二 维 氧 原子 和 类 和 氢 离 子 
采用 平面 极 坐标 ,二 维 Coulomb 势 表示 为 
V(o) 二 (2 129) (6. 6. 43) 


Schrodinger 方程 表示 为 
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[一 二 (十 妇 12 
pu\p ap ao pag 


显然 ,7 一 一 入 3 是 守恒 量 . 取 为 守恒 量 完 全 集 (,Z.) 的 共同 本 征 态 , 即 令 


)-<h 二 By (E 二 0, 束缚 态 ) (6. 6. 44) 


yp,9) = e”?R(p), m= 二 0, 土 ]， 十 2,… (6. 6. 45) 
则 径 向 方程 表示 为 (自然 单位 ,天 =j==k 二 1) 
d/ld_m 2 到 
[名 RE (2E+ ) Rw =0 (6. 6. 46) 
po 一 0,co 为 方程 的 奇 点 . 
在 o>0 时 ,方程 (6. 6. 46) 渐 近 地 表 示 为 
d: ld mm 
(3 )R(p) 三 才 (6. 6. 47) 


令 Rocp' 代入 上 式 , 得 
ss—m 一 0 
所 以 
s 一 土 |m| (6. 6. 48) 
可 以 证 明 ,o->0 时 行为 Reco ”1 解 是 物理 上 不 能 接受 的 ,予以 抛弃 ( 见 附录 八 )， 
当 p>co 时 ,方程 (6. 6. 46) 化 为 
( 识 + 少 吕 +2E)R =0 (E<O0) (6. 6. 49) 


可 以 看 出 ,RCo)ccexp( 士 V 一 2Eo), 但 满足 束缚 态 边 条 件 的 解 只 能 是 RCp)ccexp 
(一 V 一 2Epo), 因此 ,我 们 令 


RCo) = pl™| ex(o) (6. 6. 50) 
其 中 
B= v—2E (E<=0) (6. 6. 51) 


代 人 式 (6. 6. 46) ,得 
p+ lmlt1—2p) E+[2— (2ml+ Dal —0 (6. 6. 52) 
令 
E 一 20o (6. 6. 53) 
得 
dw du 人 
Se i | ml+ 1/2) sk 0 (6.6.54) 


这 正 是 合流 超 几 何方 程 ( 见 附录 五 ). 它 在 fz0 邻 域 的 解析 解 表示 为 F(c,y,6), 相 
应 参数 


a el 六 二 | 加 | 竺 和 (6. 6. 55) 
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束缚 态 边 条 件 要求 


Q 一 一 7lo， n, 一 0,1,2,…: (6: 6. 56) 
因此 有 
1 
有 一 ry pr (6. 6. 57) 
代入 式 (6. 6. 51) , 即 得 出 能 量 本 征 值 (自然 单位 ) 


EF= (6. 6. 58) 


ne 
2(Cm 十 | zz 十 172)2 272 
m1m| = 0,1,2,., 712 一 7 十 | 和 | 十 1/2 = 1/2,3/2,5/2,.… 

容易 证 明 能 级 简 并 度 为 


fs = 2n2 一 1,3,5，… (6. 6. 59) 
相应 的 波 函 数 ( 未 归 一 化 ) 表 示 为 
加 mm (psp) cc ep lon ermF(— no,2|m| 十 1,22) (6. 6. 60) 


m= 二 0, 土 1, 土 2,…: 
7 一 0,1,2,.. 


n2 一 no 十 [mm| 十 二 二 去: 六, 


可 以 看 出 ,在 三 维 Coulomb 引力 势 的 能 级 公式 [6.4 节 , 式 (6.4.21)] 中 E,= 
一 1/2z2 ,n= 二 nn, 十 lL 十 1, 按 照 式 (6. 6.17) 所 示 规 则 ,把 1/ 一 |m| 一 1/2, 即 可 得 出 上 述 
二 维 Coulomb 引力 势 的 能 级 公式 (6. 6. 58). 

和 矩阵 元 公式 也 可 类 似 写 出 如 下 表 6. 5( 自 然 单位 ) 


表 6.5 
三 维 Coulomb 场 二 维 Coulomb 场 
(一 去 [3 一 K(L 二 1)] (p) 一 去 [3 吧 一 (o2 一 1/2)] 
(r-1)=2/n (p71)=Z/ 

(2 )=Z2/n (CI 十 1/2) (p22)=Z/m |m| 
(r73)=ZB/m (+1/2) (+1) (p73)=ZB/m | m| Cm—1/2) (m+t+1/2) 
1 一 1,2,3，…， 12 一 1/2,3/2,5/2，。 

/=0,1,…,n—1, |m| =0,1,…,n2—1/2 


值得 注意 ,二 维 与 三 维 Coulomb 引力 势 的 相 邻 能 级 间距 (自然 单位 ) 有 很 大 差 
异 , 例 如 三 维 Coulomb 引力 势 的 相 邻 能 级 间距 依次 为 
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(FE; — Ei), (Es — FE,), = 3/81,5/72,.. 一 0.375,0.0694,… 
而 二 维 Coulomb 引力 势 的 相 邻 能 级 间距 依次 为 
(Es — Fi) , CEs/ — FE;,,) 16/9,41/225,.…: = 1. 778,0. 182，… 


0.6 
Wr i 
0.5 


0.4 


0.3 


图 6.12 ”和 氧 原子 的 径 向 分 布 几率 
上 图 :三 维 所 原子 | X17) | ,7 一 0,1,2 轨道 分 别 记 为 s,p,d 下 图 :二 维 氢 原子 | x Imi (p) | ?， 
1m| =0,1,2 轨道 也 分 别 记 为 s,p,d.( 注 ) 参 阅 6.4 节 ,图 6. 7, 在 该 图 中 ,采用 nl 来 标记 三 维 氢 原 子 
的 径 向 波 函 数 "一 1,2,3,…… 在 图 6. 12 中 ,为 便于 比较 三 维 与 二 维 氢 原 子 , 采 用 xl: (三 维 ) 和 ,|m| 
(二 维 ) 来 标记 径 向 波 函 数 . Ru:(r) 与 Re lnl (o) 分 别 为 三 维和 二 维 氢 原子 的 归 一 化 径 向 波 函 数 ,而 


Xn (7) =rRa, 1 7)» Xn, lml Cp) =VpR», Iml (p) 
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因此 ,在 多 电子 原子 中 ,由 于 屏蔽 效应 导致 的 Coulomb 势 的 能 级 壳 层 结构 的 改 恋 
《 见 9. 5 节 , 图 9.7) ,在 二 维 Coulomb 势 阱 中 可 能 小 一 些 . 
从 径 向 分 布 来 看 ,二 维 与 三 维 氢 原子 也 有 较 大 差异 . 例如 圆 轨 道 ( 径 向 量子 数 
m 或 为 0 的 径 向 波 函 数 ) 的 最 概 然 半径 [参阅 6.4 节 , 式 (6.4. 38)] 为 (自然 单位 ) 
rn 二 ， nn 二 1,2,3,…( 三 维 氧 原子 ) 
rw 二 慌 ， 形 一 1/2,3/2,5/2,…( 二 维 氢 原子 ) 
例如 三 维 氢 原 子 最 低 的 三 条 圆 轨道 (用 xz 标记 ) 0s, 0p, 0d 的 最 概 然 半径 为 
1 : 4: 9, 而 二 维 氢 原 子 的 最 低 的 三 条 圆 轨道 [用 n, |m| 标 记 , |m| =0,1,2 分 别 记 


.为 s,p,d]0s,0p,0d 的 最 概 然 半径 为 (去) : ( 半 ) ， ( 汪 ) =1: 9 : 25. 亦 即 这 些 


相 邻 的 圆 轨道 的 最 概 然 半径 的 差别 ,对 于 二 维 氢 原子 ,要 比 三 维 氢 原子 明显 得 多 
(参见 图 6. 12). 


6.7 一 维 氢 原 子 
一 维 Coulomb 场 表示 为 @ 
V(z) 一 一 让 (之 0) (6.7.1) 
考虑 粒子 的 束缚 态 ,E<<0. Schr6dinger 方程 表示 为 
下 ov 到 
2 区 TzeTY =Ey (CE 一 0) (6. 7. 2) 


由 于 Hamilton 量具 有 空间 反射 对 称 性 ,能 量 的 本 征 态 总 可 以 取 为 具有 一 定 宇 称 
的 波 函 数 , 即 偶 函数 或 奇 函 数 . 因此 ,只 要 找 出 zx 之 0 区 域 中 的 解 , 便 可 确定 能 量 本 
征 值 ,而 zx<0 区 域 中 波 函 数 的 表达 式 , 可 以 根据 奇偶 性 来 写 出 . 

根据 位 力 定理 ,Coulomb 场 中 势能 平均 值 和 能 量 本 征 值 有 下 列 关系 ; 


EE 
E= 二 (V) = 2 本 =- | (6.7.3) 


可 见 ,如 z>0,yC0) 冯 0, 则 积分 是 发 散 的 ,因而 = 一 oo( 无 下 界 ) ,这 个 解 在 物理 
上 是 不 能 接受 的 . 因此 ,如 要 求 取 有 限 值 , 则 y 须 满足 

当 z 一 0 时 ， y(0) 一 0 (6. 7. 4) 
再 加 上 束缚 态 边 条 件 

zl 一 ceo 时， yy(zx)—>0 (6. 7. 5) 
则 与 三 维 氨 原子 的 s 态 (一 0) 的 径 向 方程 和 边 条 件 完全 一 样 ,后 者 为 


D R. Loudon,American Journal of Physics ,27(1959) ,649. 
@ 三 维 氢 原子 中 径 向 坐标 r>>0, 与 三 维 Coulomb 势 对 应 的 一 维 Coulomb 势 为 V(z) 一 生 ,(z>0), 此 


时 ,能 级 不 简 并 . 详 见 :Y. F. Liu and J. YY. Zeng, Science in China (Series A). 40 (1997) ,1111. 
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1 xcr) - - 
(7) 一 一 (6.7.6) 
i V4r 7 


2d? 
一 一 名 X， = Ex, (6.7.7) 
2xdj2 7 


X Cr) 一 > 0 (6.7.8) 


Xr) -一 0 (6.7.9) 
但 众所周知 ,三 维 氢 原 子 的 s 态 能 级 已 包含 了 全 部 束缚 态 能 级 ,它们 是 


E, —— (自然 单位 ) (6.7.10) 
、 n= 二 1,2,3，… 


相应 的 波 函 数 为 [参阅 6.4 节 , 式 (6. 4. 32) ,注意 /一 0,m 一 ?2 一] 
Cr) ce rereF(1 一 恤 2, 红 ) (6.7. 11) 


F 为 合流 超 几 何 函 数 ,在 此 情况 下 是 (x 一 1) 次 多 项 式 . 

按 上 面 讨论 , 式 (6. 7. 10) 也 就 是 一 维 氢 原子 的 能 级 公式 (基态 除外 , 见 下 面 分 
析 ). 式 (6.7.11) 中 把 7 换 为 x, 就 得 出 一 维 氢 原子 的 束缚 态 波 函数 在 x 二 0 区 域 中 
的 表达 式 . 再 按照 奇偶 性 写 出 x 过 0 区 域 的 波 函 数 . 由 于 x 二 0 为 VCz) 的 奇 点 ,又 
是 yz) 的 节点 [ 见 式 (6.7.4)], 因 此 ,在 zx->0 时 ,y (zx) 可 能 不 连续 ( 见 3. 1 节 ). 因 
此 ,对 应 于 一 维 氨 原 子 的 每 一 个 束缚 能 级 (基态 除外 ) 


局 =—— 2 (自然 单位 ) ; (6. 7. 12) 
n= 1,2,3,. + 


有 两 个 态 ,一 个 宇 称 为 偶 , 一 个 宇 称 为 奇 ,能 级 为 两 重 简 并 . 
偶 宇 称 态 为 
zeeF(1 一 已 2 经 )， rz>0 
fi (1) = (6.7.13) 
一 zewFl1 a 一 经 )， 二 
n 


奇 宇 称 态 为 
pn CX), zx>0 
p(T) -性 2 (6. 7. 14) 
它们 在 点 z=0 的 导数 则 是 
Cor) =1, Yr(0) = 一 1 (6. 7. 15) 
J 01) = yi (0)=1 (6.7.16) 
即 z 一 0 处 ,Yi (x) 不 连续 ,而 几 - (z) 连 续 . 图 6. 13 中 给 出 n 二 1 的 两 个 波 函 数 的 


示意 图 形 . . 
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图 6. 13 


* 以 下 讨论 基态 . 


基态 应 无 节点 ,因此 ,在 zx 一 0 点 ,4 天 0. 按 前 面 讨论 ,基态 能 量 应 为 b= 一 oo, 是 一 个 非 物 
理 态 . 为 更 形象 理解 这 一 点 ,也 为 了 求 出 基态 波 函 数 ,我 们 在 zx0 点 邻 域 把 一 维 Coulomb 执 


(6. 7. 1) 与 8$ 势 阱 进行 比较 ， 
Vy(7) =— 7y8(7) 
在 此 68 势 阱 中 ,存在 唯一 的 束缚 定 态 ( 偶 宇 称 , 见 3,5 节 ) 


2 
br 
f(z) i | 工 一 也 
现在 来 考虑 另 一 个 势 阱 (图 6. 14) 
0， |z|>56 
5 ee 
VD,N,z) 一 4 [zf N 
一 公 ， |z|< 郁 


bl1, N>1 
在 极限 情形 下 , 它 能 模拟 zx-0 邻 域 中 一 维 Coulomb 势 和 8 势 阱 的 行为 , 显然 


V(b,N,Zz) 之 V(r) 一 一 下 


所 以 Coulomb 场 中 的 基态 能 级 低 于 V(b,N,z) 场 中 的 基态 能 级 . 
当 b>0 时 ,V(b,N,z) 可 作为 8 势 阱 ,因为 


| Var = 80dz ——y 


而 


全 V(b, N,z)dr =—. 2. 态 -2| 和 dr = 一 2G 十 InN) 
2/N I 


即 相当 于 强度 y= 一 2(1 十 InN) 的 0 因此 ,V(5,N,z) 的 基态 能 量 为 
E 一 一 壮 老 [2G 十 InN) 了 ~ 一 将 (nN); 


〈6. 7. 17) 


(6. 7. 18) 


(6. 7. 19) 


(6. 7. 20) 


(6. 7. 21) 
(6. 7. 22) 


(6. 7. 23) 
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图 6. 14 
图 中 实 线 为 VC5,N,z) ,虚线 为 Coulomb 势 ( 自 然 单 位 < 一 1). N>oo 时 ,V(b,N,z) 


可 见 Coulomb 势 的 基态 能 级 
E, 一 党 dnN) = 一 2CnN)* 《自然 单位 ) 


Nl1 (6. 7. 24) 
的 基态 能 量 卫 o 一 一 co 
但 N 一 co 时 V(b,N,z) 相 应 于 强度 y>oo 的 5 势 阱 ,可 以 理解 粒子 的 位 置 分 布 概率 比 yY 有 
限 的 8 势 阱 要 更 集中 在 z 一 0 邻 域 . 事实 上 ,5 势 阱 中 的 基态 波 函 数 的 宽度 A 二 Vz) 一 (z)? 
= V(r): ~ 一 与 ， 当 y>co 时 , Az 一 0. 
利用 式 (6. 7. 19) ,8 势 阱 基态 的 位 置 分 布 概率 为 


| yz) |? = 二 exp( 一 ? |z|/D) (6. 7. 25) 
不 难 证 明 2?1L->0 时 ， 
| yz) |? 一 SCz) (6. 7. 26) 
因此 ,一 维 Coulomb 势 的 基态 波 函 数 为 
(7x) 一 LS8Cz) 1 (6.7.27) 
即 粒子 只 出 现在 z==0 邻 域 . 按 位 力 (virialb) 定 理 ,基态 动能 平均 值 则 为 
〈T)0 =— Eo 一 co (6. 7. 28) 


十 co co co 
© 站 waplzdz= 了 | epczz/Ddz=| spay=1 


lim |Wz) 1 = lim 二 exp( 一 21z|/L) = co， [1y—z)|?= | yx) 1? 
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练习 ”对 于 一 维 对 称 寡 函数 势 阱 
V(z) = 一 &|zl” <0) (6. 7. 29) 
Z 一 0 是 奇 点 , 试 求 基态 能 级 . 
提示 :分 别 讨论 一 1 和 必 一 1 两 种 情况 . 


习 ” 题 
6.1 质量 为 w 的 粒子 在 中 心力 场 
V(r) =— (>0) 


中 运动 ,证 明 , 存 在 束缚 态 的 条 件 为 0<s<2; 再 进一步 证 明 在 E~0- 附近 存在 无 限 多 条 束缚 态 
能 级 . 
提示 :利用 位 力 定 理 和 不 确定 度 关系 . 
6.2 质量 为 j 的 粒子 在 球 方 势 阱 
V(r) = | J 
Vo, r 宇 a 
中 运动 . 设 Vo 逐渐 从 小 到 大 变化 . (1) 求 出 现 一 个 新 的 束缚 能 级 ( 即 E, ,Vo 一 0) 的 条 件 . (2) 求 
出 现 第 一 个 束缚 态 对 Voa? 的 限制 . (3) 若 Vo 很 大 ,估算 束缚 态 总 数 N. 


答 :(1) 出 现 一 个 新 的 束缚 态 ( 角 量子 数 为 1) 的 条 件 为 j1Cha)= 二 0, 其 中 如 二 V 弦 页 /天 
(2) 出 现 第 一 个 束缚 态 ( 必 为 :一 0) 的 条 件 为 Ta 之 陛 起 /8w (9)N~ 畦 ( 乞 ) (2uVo). 


6.3 质量 为 w 的 粒子 在 球 壳 势 阱 
V(7) 一 一 )(Cr 一 0a) (y,a > 0) 
中 运动 , 求 存 在 束缚 态 的 条 件 . 
答 :7a 之 下 /2 
6.4 ”对 于 中 心力 场 V(7) 中 的 任何 一 个 束缚 态 , 证 明 


dV 1 2xh? 
( 衬 ) (5s) xo 1 ) 


: 2 
提示 :利用 [ 识 ,H 一 万 到 pr 
答 : 式 (1) 等 价 于 
dv _ 2x# 2 
(时 )= | 0)| 


/天 0 态 , 它 是 向 心力 的 周期 平均 . 
6.5 ”对 于 氢 原 子 基态 , 求 Ax、Ap; ,验证 不 确定 度 关系 . 
管 ;AzAps 二 /V3 
6.6 ”对 于 氢 原 子 的 各 s 态 (nlm 二 n00) ,计算 Az、Ap; ,讨论 n>1 情况 . 
。239 。 


答 :Az 一 /BEVIT5m ， Ap; =#//3na 


% 
ArAps 一 人/ 二 


7 六 1 时 ， AzAp-~A 38 2 0. 527n# 和 > 束 | 
6.7 ee 


提示 :利用 
人 DE CE 
V2 
答 : 各 ( 和 一 天 全 秆 o 
6.8 在 动量 表象 中 写 出 氢 原 子 的 能 量 本 征 方程 . 
答 : 


(E— 2 )p(CD 一 [egvex— kK) ok) 


VW 一) 一 一直 Ter 

6.9 设 毛 原子 处 于 基态 , 求 电 子 处 于 经 典 力学 禁区 (E 一 V==T<0) 的 概率 . 

答 :电子 处 于 经 典 禁区 (> 之 2c) 的 概率 一 13e-~z0. 238. 

6. 10 ”根据 氢 原 子 光 谱 的 理论 ,讨论 (1) 电 子 偶 素 (positronium 指 et e 束缚 态 ) 的 能 级 . 参 
阅 C，Kittel, et ,al., Berkeley Physics Course, Vol 1， Mechanics, p， 292, 1971. (2)A 原子 
《muonic atom) 的 能 谱 . 参阅 C. S, Wu, L. Wiletz, Ann. Rev. Nucl. Sci. ,19(1969) ,527. (3)p 
子 偶 素 (muonium) 指 pt p- 东 缚 态 ) 的 能 谱 . 参阅 V. W. Hughes, Ann. Rev. Nucl. Sci.,16 
(1966) ,445. 

6.11 对 于 类 和 氨 原 子 ( 核 电荷 Ze) ,计算 处 于 束缚 态 ym 下 的 电子 的 6) ,4 二 一 1, 一 2, 一 3. 

提示 :利用 位 力 定理 ,得 


(3) -名 ee ote 
利用 Hellmann-Feynman 定理 ,得 


(77) = ; 


A 
(十 17/2)73 a 
利用 6.4 题 ,得 
人 
ZL 十 1/2)( 十 1)73 a 

6. 12 ”对 于 类 和 氧 原 子 的 (五 , 眉 ,2 ) 的 共同 本 征 态 ym , 试 从 径 向 方程 证 明 (”) 之 间 的 下 列 递 
推 关 系 : 


《7 》 一 


1) 一 (2 十 D) 条 (十 全 [C24 十 0 一 罗 ] 罗 (2 一 0 GD) 
给 出 此 关系 式 成 立 的 条 件 . 并 计算 (7 ,4 二 2,1, 一 1, 一 2, 一 3, 一 4. 
答 :成 立 条 件 :4 汪 一 C21 十 1). 
式 (]) 中 令 4=0, 得 (r-!)==Z/ra 
. 240 。 


4 一 ,得 (7 一方 [32 一 LL 十 DJa/Z 


4=2, 得 (7)= 于 [1 十 5 一 31C4 填 1]a?/Z 


4 二 一 1, 利 用 上 题 结果 ,可 得 (xr ) ,与 上 题 同 
) 一 一 2, 得 
1 ES 
245( 一 1/2)10 十 1/2)(G 十 1)C 十 3/2) at 
参阅 H. A. Kramers, Quantum Mechanics ,(North Holland,1957), § 59. 
6.13 电荷 为 Ze 的 原子 核 突然 发 生 8- 训 变 ,核电 荷 变 成 (Z 十 1)e. 求 衰变 前 原子 Z 中 的 一 
个 KK 电子 (ls 轨道 上 的 电子 ) 在 衰变 后 仍然 保持 在 新 原子 的 K 轨道 的 概率 . 


答 ;P 一 | 《qroo (2Z 十 1) | groo (2))| :=(1+ 雹 ) (1 ) 


~ 3 站 
x21 17 (对 Z2>1 原子 ) 


6.14 对 于 类 和 氧 原 子 ( 核 电荷 Ze) 的 /==n 一 1(n,= 二 0) 轨 道 , 计 算 :(1) 最 概 然 半径 . (2) 平 均 半 
径 . (3) 涨 落 Ar. 
答 :(a) 最 概 然 半径 一 邓 ca/Z ,与 Bohr 理论 中 的 圆 轨道 半径 相同 . 


(b) (7)m—im = (十 至 )a/Z, 与 Mt 无关 . 

(c) Ar =[ (7)— (77) 1] = (本 十 于 ) a/2Z,Ar/ (=1/ YRTTL. 
6. 15 对 于 和 握 原 子 中 的 “ 圆 轨道 ”, 即 (n,n 一 1,m) 态 , 求 电 子 在 经 典 禁 区 (V 汪 FE) 中 的 概率 . 
答 : 经 典 禁 区 相当 于 r 守 x, 二 2n?a, 电 子 在 之 六 的 概率 为 


2 3 2n 
P, = [1+4n 二 < 名 2 十 Cy 十 … 十 1 Jexp— 4n) 


n=1,2,3,4,5,10,." 
P, = 0. 2381,0. 0996,0. 0458,0. 0220,0. 0108,0. 000368，… 
6. 16” 设 碱 金 属 原子 中 的 价 电子 所 受 原子 实 (原子 核 十 满 壳 层 电子 ) 的 作用 可 近似 表示 为 


V(7) =— e 


a 为 Bohr 半径 , 求 价 电子 的 能 级 ,并 与 氨 原 子 能 级 作 比 较 , 


人 oer 得/ 二 -1 1 8 1 
答 : 令 5 十 D) 一 2 一 /7 十 D), 解 出 得 了 一 3 十 (1+ 亏 )X 1 一 上 HT | ， 能 级 可 表 
示 成 


2 
122， 0<Xi<&1 
r 


Ey, = 一 所 n = 二 7 二 1 n= 0,1,2,.… 
an 


因 < 和 1, 可 令 7 一 /十 A1, 得 AL=* 一 MMX(C 十 1/2) 入 1, 能 级 可 近似 表示 成 


FE, n= 1],2,3,. 


i 
2a (nt AD?’ 
它 与 有关, 但 Al 随 i 增 大 而 减 小 . 

6.17 证 明 一 个 球 方 势 阱 (半径 a, 深度 Vo) 恰好 具有 一 条 ! 关 0 的 能 级 的 条 件 是 :Vo 与 

a 满足 . 
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ji( ea )=0 


6. 18 采用 平面 极 坐 标 系 , 求 出 轴 对 称 谐振 子 势 中 粒子 的 能 量 本 征 值 及 本 征 函 数 . 讨论 能 
级 的 简 并 度 . 
答 ;En 二 CN 十 ]) fw， N=0,1,2,.… 


gra (0;0) =Apl sl exp (Fp )F(L4 AN， [A| 十 lvazoz ) Xexp(iAb) 


吧 一 pau/#i,A 为 归 一 化 常数 ,| A| 王 N 一 2z， nn 二 0,1,2,… 
所 以 |A|= 王 N,N 一 2，……1GCN 奇 ) 或 0CON 偶 ) , 简 并 度 为 (N 十 1). 

6. 19 设 粒子 在 无 限 长 的 圆 简 中 运动 , 简 半 径 为 a, 求 粒子 能 量 . 

答 : 能 量 本 征 值 

Filnl, = 4 
M 一 0, 土 1, 士 2,… 

& 为 任意 实数 ,但 当 给 定 王 值 后, 尼 委 20E/ 让 .Am 是 Ji (0) 二 0 的 第 vy 个 根 ,y 二 1,2,…. 

注意 :能 谱 是 连续 的 . 

6. 20 ”粒子 在 半径 为 <, 高 为 疡 的 圆 简 中 运动 . 粒子 在 简 内 是 自由 的 . 在 简 壁 及 简 外 势能 为 
无 限 大 . 求 粒子 的 能 量 本 征 值 . 


答 , 杞 ini 一 所 [和 二 (2 ) 
n 二 1,2,3,…， 7M 一 0, 十 1, 士 2,… 
Aim1w 是 Jiml CQ) 一 0 的 第 "个 根 ， 
6.21 设 V(m) 一 一 Woexp( 一 r/a)(Vo>>0) , 求 基态 (! 一 0) 的 波 函 数 . 
提示 : 作 变量 替换 $< 二 exp( 一 r/2a). 
管 :基态 波 函 数 为 J 二 AJ, (exp( 一 s/2a))/r,A 为 归 一 化 常数 ,4 二 2a V2uWVo /#( 无 量 纲 ) ,mw 
为 粒子 质量 .v 由 边 条 件 J,(2) 二 0 确定 ,相应 的 能 量 为 EE== 一 大 /8pa?. 


6.22 设 V() 一 一 全 十 今 (x,4A>0), 求 粒子 的 能 量 本 征 值 


2 到 
答 ， Ei——S [2n, +1+ VOITI TA] 
V(r) 
! 
1 
4 
1 
0 r<A(A/B)Y” 7 
图 6. 15 
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4 为 粒子 质量 ,n, 二 0,1,2,…,/ 二 0,1,2,… 
6.23 设 V(n)==Br 十 A/r( 图 6.15), 其 中 A、B>0, 求 粒子 的 能 量 本 征 值 . 


p28 
/[B / 8uA 
En 二 不 六 [m+2+ (27 十 1)2 十 2 | 


4 为 粒子 质量 ,n, 二 0,1,2,… ,1 二 0,1,2,… 
6. 24 在 原子 核 ( 荷 电 Ze) 周 围 运动 的 Z 电子 体系 ,Hamilton 量 (忽略 自 旋 与 相对 论 效 应 ) 
表示 为 
= T+V 


T 一 > 元 P# (动能 算 符 ) 
1 
一 和 
对 于 体系 的 任 一 束缚 态 ,证 明 位 力 定理 表示 为 
‘T) 一方 (V) =—E 
6. 25 粒子 在 Hulthen 势 场 
Vo 


V(r) 一 一 RE 
exp(r/a)—1 
中 运动 ,证 明 其 束缚 态 能 级 E, 满足 不 等 式 


(Vo ,a > 0) 


提示 :与 下 面 Coulomb 势 场 中 能 级 比较 : 
Ve(7) =— Voa/r 
6.26 荷 电 d 的 一 维 谐振 子 处 于 均匀 电场 8 中 ,Hamilton 量 为 


H= a — géz 
m 2 
利用 HF 定理 , 求 其 束缚 能 级 E. 
提示 :利用 Heisenberg 方程 ,计算 (zr); ;然后 取 6 为 参数 ,利用 HF 定理 . 


答 :E 一 (n+ 去 ) 二 全 人 


: fw 
SS 2meay? 
6.27 质量 为 4 的 粒子 在 中 心力 场 中 运动 ,VO(7)==4r /> 一 2,A/v>>0). 试 利用 HF 定理 及 
位 力 定理 分 析 能 级 构造 式 对 于 1.w 尖 的 依赖 关系 . 


答 ,EE 二 0 二 ( jy ot 关 关 
6.28 ”一 维 粒子 在 势 场 V(z) 二 V， 
依赖 关系 . 
答 ; 特 征 长 度 nc) 


三 “(Vw,a>0) 中 运动 ,讨论 ,co 时 能 级 对 各 参数 的 


特征 能 量 Eee (各 ) ”Vo 和 a 坑 
当 >ce, (z) 一 宽度 为 24 的 无 限 深 方 势 阱 ,特征 长 度 和 能 量 都 将 与 Vo 无 关 . 
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第 7 章 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 
7.1 电磁 场 中 荷 电 粒子 的 Schrodinger 方程 


考虑 质量 为 w, 荷 电 d 的 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 . 在 经 典 力学 中 ,其 Hamilton 
量 表示 为 
= eA + (7.1.1) 


其 中 4、$ 分 别 是 电磁 和 失势 和 标 势 .了 P 称 为 正则 动量 . Hamilton 量 这 样 写法 的 理由 
如 下 :把 式 (7. 1. 1) 代 入 正 则 方程 


Ee Ps (7. 1.2) 
即 可 得 出 ( 注 1) 
q(E+ = xB) (7. 1. 3) 
式 中 
BE= 一 一 络 一 Y8 (电场 强度 ) (7.1.4) 


B= VXA 和 A (磁感应 强度 ) 
式 (7.1. 3) 即 荷 电 9 的 粒子 在 电磁 场 中 的 Newton 方程 , 式 (7.1. 3) 右 边 第 一 项 是 
电场 五 对 荷 电 9 的 粒子 的 作用 ,第 二 项 即 Lorentz 力 , 是 经 过 无 数 实验 证 明 为 正 
确 的 . 


按照 量子 力学 中 的 正则 量子 化 程序 ,把 正则 动量 P 卫 换 成 算 符 P ( 注 2) 


P->P 一 一 法 了 (7. 1. 5) 
则 电磁 场 中 荷 电 g 的 粒子 的 Hamilton 算 符 表示 为 
Rs 
H= 2 -24) + (7.1.6) 
因而 Schrodinger 方程 表示 为 
eh We 
B= [BB — 24) + oh 


= (v4)- (v4)+to ly (7.1.7) 


一 般 说 来 ,P 与 A 不 对 易 ， 


-| 
> 

| 
> 
9> 
| 

| 
a 
< 
> 


(7. 1. 8) 
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但 若 采 用 电磁 场 的 横 波 条 件 V .4 三 0， Se 1.7) 也 可 表示 为 


DO 11 和 2 
法 之 = Pt top)y (7.1.9) 


( 注 1) 式 (7.1.3) 证 明 如 下 :以 并 分 量 为 例 . 按 式 (7.1.1) 和 (7. 1. 2)， 


aH 1 2 
0H sl(B 元 
i 一 名 2 ) (7. 1. 10) 
所 以 
P. =pi+ A, = me 十 二 4。 
CC 
因而 


P=yv+ 4 (7.1.11) 
C 


可 以 看 出 ,在 有 磁场 的 情况 下 ,带电 粒子 的 正则 动量 并 不 等 于 其 机 械 动量 pv. 


式 (7. 1. 10) 对 上 求 导数 ,并 利用 式 (7. 1. 1) 和 (7. 1. 2) 得 
a _ qi —_9H_24, a 1 q 94， 9 _ an 
p=P.— Qh, 这 0 


9 C C 9 并 Gh 


9 > 
(于 Ea 工 Ey224, 十 > 也 4。 一 宇 44 一 4 | 
= 一 ge(vy 十 二 A}t Lox (VXAD] 
所 以 
乒 一 一 (V$+ 亡 丽 4A)+ voX (VXA) = ae(E+ 二 "XB) 
. ( 注 2) 在 量子 力学 中 ,对 于 磁场 中 运动 的 带电 粒子 ,把 正则 动量 (而 不 是 机 械 动 量 wu) 换 
成 算 符 一 丢 V 的 理由 ,Feynman 有 如 下 论证 : 
考虑 方程 (7. 1. 7), 当 矢量 4 有 一个 突然 改变 时 ,2&( 而 不 是 少 本 身 ) 将 会 有 一 个 突然 改变 . 
在 4 突变 的 一 瞬间 ,保持 不 变 ,因此 ,vy 也 不 变 . 例如 ,图 7.1 有 一 个 长 ， 
螺 线 管 , 管 外 邻近 有 一 个 带电 g 的 粒子 . 设 螺 线 突然 通 以 电流 ,在 管内 猛 
地 一 下 建立 起 磁场 , 矢 势 从 零 突 变 为 4, 利用 下 = Y XA 及 数学 中 的 一 
Stokes 定理 ,得 | c HT 
| Bp.as=|A.d Ty 
S 是 螺 管 截面 ,C 为 管 外 邻近 绕 螺 管 的 一 个 回路 . 按 Faraday 定律 ,在 管 外 。” 
产生 的 感应 电场 EE 满足 f | 


由， d= 一 小子 Beds=—2|A.d 
C C 9tJc 


当 4 猛然 改变 ( 绎 很 大 ) ,感应 电场 巨 将 很 强 ,因而 给 带电 粒子 一 个 很 大 的 冲力 gp. 当 建立 起 磁 
场 后 ,粒子 受到 冲 量 为 吧 At 一 一 人 4，, 即 粒子 的 机 械 动量 突然 改变 一 4， 因此 ,pv 十 二 4 保持 


不 变 , 即 正则 动量 P=uvt A 保持 不 变 . 上 面 已 提 到 ,在 此 过 程 中 vy 保持 不 变 , 所 以 把 正则 动 


量 卫 换 成 算 符 一 壕 V 是 可 以 理解 的 . 见 R. P. Feynman et al. , The Feynman Lectures on Physics， 
Vol. 3,Quantum Mechanics , Fig. 21-2. 


讨论 
1. 定 域 的 概率 守恒 与 流 密度 
式 (7.1. 10) 取 复 共 胰 (注意 ,4,y 为 实 ,在 坐标 表象 中 全 = 一) 
二 * 
法 3 (证 和 to)y rl) 
J* XX(7.1.10) 一 JyX(7.1.12), 利 用 7 .A 二 0, 得 
法 号 (人 = CA Pp’ 峭 一 yP’ yy” ) A 。 Pyt+yA 。 Py:) 
ot pp By— yhy eh * (y” Ay) 


i [cy Py— De CA) | 


区 p 十 Y .7 一 0 (7.1.13) 
式 中 
p=y°y (7.1. 14) 


= By shy ) — Apy 
-地 


八 


= (人 了 由 十 WO J*) = Re(y” Vy) (7. 1. 15) 


YX 
Vv 二 


(B—A4)=2(-i 724) A 


下 | 请 
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与 式 (7. 1. 11) 比较 ,” 可 理解 为 粒子 的 速度 算 符 ,而 j 为 流 密度 算 符 . 


2. 规范 不 变性 
电磁 场 具 有 规范 不 变性 , 即 当 A、y 作 下 列 规范 变换 时 : 
4 一 4 一 人 十 YYXCrD 
i $ 一 $ 一 二 XCD) 
电场 强度 E 和 磁场 强度 B 都 不 改变 . 在 经 典 Newton 方程 (7.1.3) 中 ,只 出 现 五 和 


B ,不 出 现 A 和 #, 其 规范 不 变性 是 显然 的 . 但 Schrodinger 方程 (7.1.7) 中 出 现 A 
和 $$ ,是否 违 反 规范 不 变性 ? 否 . 可 以 证 明 , 波 函数 如 作 相 应 的 变换 


(7.1.17) 


> = ey (7. 1. 18) 
则 yy 满 足 的 Schrodinger 方程 ,形式 上 与 y 相同 2?, 即 
.19,1: |1 := ;|,/ 
计 呈 一 (2 4 十 g bk (7.1.19) 


应 该 注意 ,变换 (7. 1. 18) 并 非 波 函数 的 一 个 常数 相位 变换 [ 因 x(r,) 依 赖 于 r、zj]， 
物理 观测 结果 的 规范 不 变性 并 非 一 目 了 然 ( 注 3). 但 容易 证 明 p、j、(v) 等 在 规范 
变换 下 都 不 变 . (关于 规范 不 变性 的 更 详细 的 讨论 , 见 卷 工 )， 
练习 ”证明 在 规范 变换 下 ， 
0 一 少 少 
j= (9 Py ph )— Apy 


2 
24 
"= (P— 4) 了 A 】 《机 械 动量 的 平均 值 ) 


都 不 改变 . 
( 注 3)Scully 和 Zubairy 根据 定 域 规范 变换 (local gauge transformation) 不 变性 ,“ 导 出 ”了 电 
磁场 中 的 Schr6dinger 方程 (7. 1.7). 其 论证 如 下 :对 于 自 粒子 ,Schrodinger 方程 为 


迁 Fr = Hy(r,t) a vy? fr,t) (7. 1. 20) 


在 常数 规范 变换 JCr; 直 一 JCr;Dex (x 为 党 se a 
是 显然 的 . 如 进一步 要 求 在 定 域 规范 变换 (local gauge transformation) 


PT,t) > Yr,t) ex (7. 1. 21) 


@ 证 明 提 示 : 利 用 
py (Ee/) (hp) 


(PF — 4’ )y =exp (Bf) (8 = jy 
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下 ,Schrodinger 方程 保持 不 变 , 则 方程 (7. 1. 20) 中 必须 加 进 新 的 项 ,修改 为 方程 (7.1.7), 即 (A， 
$) 必 须 进 行规 范 变换 (7. 1. 17). (4, 及 与 规范 有 关 , 但 电磁 场 百 和 了 8[ 见 式 (7.1.4)] 则 与 规范 无 
关 . 方程 (7.1.7) 可 以 认为 是 自由 粒子 的 Schr6dinger 方程 (7. 1. 20) 的 逻辑 推广 (logical exten- 
sion), 在 经 典 电 动力 学 中 ,(4, 9) 的 引进 ,只 是 为 了 数学 上 方便 地 给 出 可 观测 量 电磁 场 强度 (E， 


B). 在 量子 力学 中 ,(4, 力 的 引进 , 则 是 为 保证 Schrodinger 方程 和 y= Hy 在 定 域 规范 变换 下 


的 不 变性 , 因 而 (4,$) 是 有 物理 意义 的 . 详 见 M. O. Scully and M. S. Zubairy, Quantum Optics , p. 
146~148(Cambridge University Press, 1997). 


7.2 Landau 能 级 


考虑 电子 (质量 M, 荷 电 一 e) 处 于 均匀 磁场 B 中 , 矢 势 取 为 4 一 FBXr®, 取 磁 
场 方 向 为 z 轴 方 向 , 则 


A, 一 一 地 By， = 记 Bz， -0 (7. 2.1) 
电子 的 Hamilton 量 表示 为 
八 _eB 八 eB 2 入? 
二 2c ) (be) - 
1 
= 到 (+ 二 yi 


为 了 方便 ,以 下 把 沿 z 轴 方 向 的 自 i 
集中 讨论 电子 在 zy 平面 中 的 运动 . 此 时 ， 
H= H, +o ft (的 
万 , 一 si + Pr) + Mo +y )， wr = eB/2Mc 


i 9 9 . 
Cr 

mr 称 为 Larmor 频率 ,BC( 即 ox) 的 线性 项 表示 电子 的 轨道 磁 矩 与 外 磁场 的 相互 作 

用 ,而 B( 即 oh) 项 称 为 反 磁 项 . 式 (7. 2. 3) 中 责 。 的 形式 与 二 维 各 向 同性 谐振 子 
相同 . 

电子 的 能 量 本 征 态 可 取 为 守 便 量 完全 集 ( 互 , 71.) 的 共同 本 征 态 . 取 平面 极 坐 
标 , 则 

Joyp) = Rp)e™ ,mm 一 0, 士 1, 士 2…. (7. 2. 4) 

代入 能 量 本 征 方程 Hy 一 Ey, 可 求 出 径 向 方程 


- A > FMotp |R(o) 一 (E~—mhwi RD) (7.2.5) 


@ ”以 下 结果 与 规范 无 关 , 不 难 验 证 V XA 二 B,V ， A=0. 
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按 6.6 节 , 可 解 出 能 量 本 征 值 E(Landau 能 级 ) 
E= En = (N+ 1)fiwr 


(7. 2. 6) 
= (2m 二 |m| 二 +m) = 0,2,4,.…, n, = 0,1,2,** 
相应 的 能 量 本 征 函 数 ( 径 向 部 分 ) 为 
Ral (po) 一 PILEF(C 一 mm 十 ljazoz)e 6 Ga 


a = VMo/k = VeB/2fc 
式 (7. 2.7) 中 下 为 合流 超 几 何 函数 ,n, 表示 径 向 波 函 数 节点 数 (p 二 0,co 点 除外 ). 
对 于 二 维 各 向 同性 谐振 子 ( 自 然 频率 为 wo), 能 级 为 En = (CN 十 1) iow, N= 
2n, 十 |m| 二 0,1,2,…, 简 并 度 为 fy 二 CN 十 1) (参阅 6. 6 节 ). 对 于 均匀 磁场 中 的 电 
子 ,由 于 Hamilton 量 (7. 2. 3) 中 出 现 了 wr 4 项 ,此 时 尽管 能 量 本 征 函 数 形式 未 变 ， 
但 能 量 本 征 值 (7. 2. 6) 中 出 现 一 项 mf, 因而 N==2n, 十 |m| 十 m. 容易 看 出 ,所 有 
m<<0 的 态 所 对 应 的 能 量 都 相同 ,因而 能 级 简 并 度 为 co( 见 后 面 注 1). 对 于 较 低 的 


几 条 能 级 的 简 并 度 的 分 析 , 如 下 表 7. 1: 


表 7.1 


ET 


WW DD 2 OO LD” OO ~ OO OO 


式 (7. 2. 6) 所 示 电 子 能 量 (>0) 可 以 看 成 电子 在 外 磁场 BC( 沿 z 方 向) 中 感应 而 
产生 的 磁 矩 ws 与 外 磁场 的 相互 作用 ,而 
= 一 (2 十 1 十 |mm| 十 wm) 捕 /2Me (7. 2. 8) 
上 式 中 的 负 号 表示 自由 电子 在 受到 外 磁场 作用 时 具有 反 磁 性 . 
应 当 提 到 ,关于 Landau 能 级 (7. 2. 6) 的 简 并 度 的 上 述 结论 ,不 因 规范 选择 而 
异 . 例如 ,对 于 Landau 选用 过 的 规范 2 


@ 例如 , 见 L. D. Landau,E. ML Lashitz Quantum Mechanics, Norrelativistic Theory, (Benjamin, 
1977),p. 456. 


与 (7.2.1) 式 相 比 ,相当 于 做 了 一 个 规范 变换 , 即 A 一方 BXr>A' 一 A 十 Vf,f 一 一 二 Bzy, 
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A, =—B,,A,=A,=0 (7. 2. 9) 
电子 在 zy 平面 内 运动 的 Hamilton 量 为 


— 1[1/A _eBV_,p 
-| (Py) 十 铝 | (7. 2. 10) 
瓦 的 本 征 态 可 取 为 守恒 量 完全 集 (H, P, ) 的 共同 本 征 态 , 即 
ylX,Y) = 一 er/hy (y) (7. 2. 11) 
上 式 中 书 是 户 , 的 本 征 值 ,一 co<P 0 x(y) 满 足 
1 中 
24| (了 一生 7) —# 二 jx = EX Cy) (7. 2. 12) 
令 yo 二 cPR/eB, 上 式 可 化 为 
一 去 "(9) FMo?(y— yo) xy) = EX(y) (7. 2. 13) 
i eB/Mc 2our 


we a 上 式 描 述 的 相当 于 一 个 一 维 谐振 子 ,平衡 点 在 
y 二 yo 二 cPs/eB 点 ,其 能 量 本 征 值 为 


E=E,= (2 十 去 ) 庆 一 0,12，… 


全 (N+ 1)fworLsN = 2n 一 0 2 4，… (7. 2. 14) 
此 结果 与 (7. 2. 6) 式 一 致 ,相应 本 征 函 数 为 
Xa CY) OC er ay— y)), a= VMo/h (7. 2. 15) 


它 依赖 于 ”和 参量 yo( 二 cP/eB),yo 可 以 取 ( 一 c2, 十 ce) 中 一 切实 数值 ,但 能 级 
EE, 不 依赖 于 yo ,因而 能 级 为 无 穷 度 简 并 . 这 里 我 们 注意 到 一 个 有 趣 的 现象 , 即 在 均 
匀 磁 场 中 运动 的 电子 ,可 以 出 现在 无 穷 远 处 (yo 一 土 co) , 即 为 非 束 缚 态 (z 方向 为 
平面 波 , 也 是 非 束缚 态 ), 但 电子 的 能 级 却 是 分 立 的 . 注意 ,通常 一 个 二 维 非 束缚 态 


粒子 的 能 量 一 般 是 连续 变化 的 . 


( 注 1)Landau 能 级 简 并 度 为 2, 可 如 下 理解 : | 
在 经 典 力学 中 ,电子 在 均匀 外 磁场 B 中 运动 ,其 机 械 动 量 r= Mo 一 P 十 全 4, 而 全 一 
一 e vXB/c, 所 以 
(z+ErxB)=0 (7. 2. 16) 


@ 经 典 力学 中 ,在 沿 z 方 向 的 均匀 磁场 B 的 作用 下 ,电子 所 受 Lorentz 力 F 二 一 ev XB/c,w 为 电子 速 
度 ,电子 在 zy 平面 内 的 运动 为 圆周 运动 ,半径 为 R, 维 持 圆 周 运 动 的 向 心力 Mw/R 由 Lorentz 力 提供 , 即 
Mw /R 二 evB/c, 所 以 R 二 Mvc/eB 称 为 回旋 半径 . 圆周 运动 频率 y 二 v/2xR, 而 角 频 率 为 w 一 2m 一 wW/R 一 eB/ 
Mc, 此 回旋 角 频 率 w 二 2wL ,wr 二 eB/2Mc 为 Larmor 角 频 率 . 
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即 雪人 XB 为 守恒 量 . 设 B 沿 z 方 向 , 则 有 下 列 两 个 守恒 量 


C eB”” 
eB B 
二 = 一 全 (z 一 疙 r) 
或 等 价 地 定义 一 个 守恒 量 R( 重 直 于 也) 
Re R, y+ rs (7. 2. 17) 
全 二 将 仙 二 志 让 二 下 区 考分 纯 让 (7. 2. 18) 


本 EB 
表示 粒子 在 zy 平面 中 作 圆 周 运动 ,圆心 在 (R.,R, ) 点 ,半径 与 粒子 能 量 和 磁场 强度 有 关 . 相对 
于 CR。,R, ) 点 ,粒子 的 轨道 角 动 量 

2MC 


人 - 3 (z— Ri ) ry (y 一 及 ， zs 二 BH (7. 2. 19) 


bd 


除 (R;,R,) 之 外 ,A (因而 甩 二 才 5 A: ) 也 为 守恒 量 . 
过 滤 到 量子 力学 ,这 些 力学 量 代 之 为 相应 的 算 符 ， 
ts = Pt A,, ty = P+ £A, 


八 食 


R.=z— St, R ne 
不 难 证 明 
EE Tas 7 ] 二 一 eB 

CH, RJ#¥0 [CH,ZR,j#¥0 (7. 2. 20) 
可 见 (xs ,zy) 并 非 守 恒 量 . 但 体系 存在 两 个 彼此 不 对 易 的 守恒 量 及 .和议 ，， 

LH,R,J=0, [CH,R,J=0 

CR,,R,J= 毕 (7.2. 21) 
eB 


按 5.1. 3 节 中 的 定理 的 推论 ,体系 的 能 级 简 并 度 为 2， 
当然 ,以 上 假定 了 电子 除 受 到 磁场 作用 外 ,不 再 受 其 他 限制 . 如 果 电 子 局 限 在 zy 平面 中 一 


个 有 限 面积 S 中 运动 ,可 以 证 明 @, 能 级 简 并 度 为 /一 线 5, 即 单位 面积 简 并 度 为 //S 一 给 ccB 
hc 


Landau 能 级 对 于 理解 量子 Hall 效应 是 很 有 用 的 ,后 者 是 指 在 低温 下 二 维 电 
子 气 在 强 磁 场 中 出 现 的 Hall 电阻 (电导 ) 率 的 量子 化 现象 . ? 


练习 1 在 式 (7.2.2) 中 ,忽略 电子 在 = 方向 的 自由 运动 ,并 令 
.9= 一 号 (多 一 坚 y))，2= (全 十 时 =)， (7. 2. 22) 
证 明 


参阅 R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics ,2nd. ed. (1994) ,p. 587 一 592. 
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[9g, 力 ] 一 入 (72. 23) 
(q, 思 ) 可 以 视 为 一 组 正则 坐标 和 动量 . 此 时 Hamilton 量 可 以 表示 为 


2 2.2 | 1 ,2 
H= 2 Mocq t+ ap (7. 2. 24) 


式 中 
因而 能 量 本 征 值 为 


E, = (na 十 于) 各 = C2nt Di n=0,1,2, (7. 2. 25) 


参阅 10. 1 节 , 例 2. 
练习 2 同上 , 令 


¢ = (一 多 z)， py = 一 与 (多 + 到 >) (7. 2. 26) 
同样 证 明 
[go ,加 一 进 (7. 2. 27) 
(dz) 也 是 一 组 正则 坐标 和 动量 . 证 明 ,g ,p 与 g,p 对 易 . 
[ae ,gj= [gq ,pi=0, [p’,g]= [Lp’,pj=0 (7. 2. 28) 


但 9 与 祖 不 出 现在 五 中 , 即 为 循环 坐标 . 这 与 Landau 能 级 简 并 度 为 ce 密切 相关 . 
7.3 正常 Zeeman 效应 


原子 中 的 电子 ,可 近似 看 成 在 一 个 中 心平 均 场 中 运动 ,能 级 一 般 有 简 并 . 实验 
发 现 , 如 把 原子 (光源 ) 置 于 强 磁场 中 ,原子 发 出 的 每 条 光谱 线 都 分 裂 为 三 条 , 此 即 
正常 Zeeman 效应 . 光谱 线 的 分 裂 反 映 原 子 的 简 并 能 级 发 生 分 裂 , 即 能 级 简 并 被 解 
除 或 部 分 解除 . 

在 原子 大 小 范围 中 ,实验 室 里 常用 的 磁场 都 可 视 为 均匀 磁场 , 记 为 B, 不 依赖 
于 电子 的 坐标 . 与 7. 2 节 相 同 ,相应 的 矢 势 A 可 取 为 


A=3BXr (7.3.1) 


取 磁场 方向 为 z 轴 方 向 , 则 


4. ——B,，A, = 3B,, A.=0 


为 计算 简单 起 见 ,考虑 碱 金属 原子 . 每 个 原子 中 只 有 一 个 价 电子 ,在 原子 核 及 
内 层 满 壳 电 子 所 产生 的 屏蔽 Coulomb 场 V(7) 中 运动 . 价 电 子 的 Hamilton 量 可 以 
表示 为 


下 2 攻 -多 ,) 平 (P,+ BQz) +P? 上 VCn) 


2 2 eB eB 2 
a ze ty ) | 二 VCn) (7. 3. 2) 
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上 式 中 心 一 (zR 一 ?) 一 一 选 (= 区 一 > 让 ) 一 一 选 范 是 角 动 量 的 * 分 量 , 在 原子 


中 ,(z2 十 风 )<a2(10-8cm)2， 对 于 实验 室 中 的 磁场 强度 了 B(<105Gs 王 10T) ,可 
以 估算 出 式 (7. 3. 2) 中 B? 项 <B 项 ， 

了 项 | ezB: 
B 项 | ”4c2 


a 8 一 10- 
_ 因此 可 略 去 B? 项 ( 反 磁 项 ) , 即 


H= p+VO0O + (7. 3.3) 
24 2pc 


上 式 右 侧 最 后 一 项 可 以 视 为 电子 的 轨道 磁 条 (p. 一 一 避 沁 :与 外 磁场 ( 沿 = 方向 ) 


的 相互 作用 . 
在 外 加 均匀 磁场 ( 沿 x 方向) 中 ,原子 的 球 对称 性 被 破坏 ,i 不 再 为 守恒 量 . 但 
不 难 证 明 ,P 和 1. 仍 为 守恒 量 . 因此 ,能 量 本 征 函数 可 以 选 为 守恒 量 完全 集 (H,7， 
/-) 的 共同 本 征 函 数 , 即 
prim (7 ,0,9) = Ri(r) Yr (0,9) 
ns 一 0 1 2 了 一 1 7 一 1 一 / (7. 3. 4) 
相应 的 能 量 本 征 值 为 


En, im 3 FE, 十 mh 二 二 FE, 十 mfiwL (7. 3. 5) 


wrL 王 eB/2uc 5c B,o 称 为 Larmor 频率 . Ei 就 是 中 心力 场 V(r) 中 粒子 的 
Schr6dinger 方程 


一 起 a 
| 2 十 VC) | =E (7. 3. 6) 


的 能 量 本 征 值 . 屏蔽 Coulomb 场 与 纯 Coulomb 场 不 同 ,只 具有 空间 转动 不 变 这 种 
几何 对 称 性 ,其 能 量 本 征 值 与 径 向 量子 数 m 六 
和 角 动 量 ! 都 有 关 , 记 为 Ey ,其 简 并 度 为 | 
《2! 十 1). 但 在 加 上 外 磁场 之 后 , 球 对 称 性 被 
破坏 ,能 级 简 并 被 全 部 解除 ,能 量 本 征 值 与 


nr\Lm 都 有 关 [ 见 式 (7. 3. 5)], 原来 能 级 En 只- Wis 

分 裂 成 (2L 十 1) 条 ,分 裂 后 的 相 邻 能 级 的 间距 

为 fr. 

”由 于 能 级 分 裂 ,相应 的 光谱 线 也 发 生 分 | 
裂 . 图 7.2 所 示 , 是 钠 原子 光谱 黄 线 在 强 磁场 无 外 珊 所 加 强 融 场 


中 的 正常 Zeeman 分 裂 . 原来 的 一 条 钠 黄 线 图 7.2 钠 原 子 能 级 在 强 磁场 中 的 分 裂 
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(<“5893A) 分 裂 成 三 条 @, 角 频率 为 ww 士 w. 所 以 外 磁场 B 愈 强 , 分 裂 愈 大 . 


“7.4 均匀 磁场 中 各 向 同性 荷 电 谐振 子 的 过 结构 


考虑 二 维 各 向 同性 谐振 子 势 
V = SF Mout Cz ey (7.4.1) 


中 的 电子 ( 答 电 一 e) ,受到 沿 z 轴 方 向 的 均匀 磁场 如 的 作用 . 电磁 矢 势 取 为 A 二 
1 


BXr, 则 Hamilton 量 表 示 为 [ 见 7.2 节 , 式 (7. 2. 3)] 
H= a+ 人 BE) + Mo C+) ti (7. 4. 2) 
式 中 
| = Two, w= eB/2Mc (7. 4. 3) 
能 量 本 征 值 为 


= (2n + |m| 二 Diw + mhiwr = (2n, + [m+ 1+ em ji (7.4.4) 


风 一 0,1,2,…; Mm 二 0, 土 1, 土 2,… 
式 中 (2n, 十 |m| 十 1) 为 正 整 数 . 

B==0 时 ,wr 二 0, 能 级 化 为 二 维 各 向 同性 谐振 子 能 谱 

= (2n, 二 |m| 二 1)iwo 一 (CN 十 1)jon (7. 4. 5) 
N= 2n,+t+ |m|= 0,1,2 

简 并 度 为 fy 二 (N 十 1) ,是 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 SU; 动力 学 对 称 性 的 反映 . 

当 磁 场 非常 强 时 (B 一 oo, 即 w 污 ww ,wzw1), 则 问题 化 为 均匀 磁场 中 的 电子 ， 
能 谱 即 Landau 能 级 

EF= (2n, 十 [ml 二 mt 1) or 
= (N+ Diwr, N= C2n,t |ml|+m) = 0,2,4° 


三 (2 十 计 ji n= [wt (lm|+m)/2]= 0,1,2,. (7.4.6) 


wc 二 2wL ,能 级 简 并 度 为 cc. 
在 一 般 情况 下 , 式 (7.4. 4) 所 示 能 级 是 不 简 并 的 . 但 我 们 有 趣 地 注意 到 ,在 磁场 
强度 合适 的 情况 下 ,使 得 
, wL/w 二 a/b (a,b 既 约 ,a/b 为 有 理 数 ) (7.4.7) 
因而 mwr /w= 二 ma/b 也 是 有 理 数 . 此 时 ,在 不 同 能 级 N 中 ,磁场 将 导致 m 相同 的 能 


@ 正常 Zeeman 效应 中 光谱 线 分 裂 成 三 和 是 由 牙 迁 选择 决定 的 , 见 12. 5 节 . 注意 :能 级 分 裂 并 不 一 定 
是 三 条 . 
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级 作 同 样 的 整体 平移 ,它们 不 会 相交 . 但 不 同 能 级 N 中 的 不 同 m 的 能 级 的 平移 并 
不 相同 ,它们 可 能 相交 ,从 而 导致 简 并 而 出 现 新 的 壳 结 构 . 一 般 情况 下 的 能 级 分 布 
和 过 结构 , 随 磁场 强度 而 变化 , 见 图 7. 3. 


图 7.3 ”均匀 磁场 中 各 向 同性 荷 电 谐振 子 的 能 级 壳 结构 


横 坐 标 为 y* 王 B/Bo ,Bo 王 M2esc/ 直 (一 2.35X105T). 当 i wL/w 二 1/3) 和 站 序 邑 wL/w=1/2) 


时 ,可 以 很 清楚 看 出 过 结构 (能 级 集束 现象 ). 


以 下 讨论 两 个 特殊 的 情况 ， 
(1)wr/w=1/3 


E= (2n + |m|+1+3m)hw = (N+ 3)/3 


N= 6n,+ (|ml+m)+2|m|= 0,2,4,6,° 
能 级 简 并 度 为 
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fy = [3 (T+1) |= 1,1,2,2,3,3,.: 


上 式 方 括号 [zx] 表示 不 小 于 xz 的 最 小 整数 . 最 低 的 8 条 能 级 的 简 并 态 的 标记 如 下 : 


N En /fw (71161) fN 幻 数 
0 1 (0,0) 1 2 

2 5/3 (0,—1) 1 4 

4 7/3 (0,—2),(0,1) 2 8 

6 3 (0,—3),(1,0) 2 12 

8 11/3 (0,—4),(0,2),(1,—1) 3 18 
10 13/3 (0,—5),(1,—2),(1,1) 3 24 
12 5 (0,—6),(0,3),(1,—3),(2,0) 4 32 
14 17/3 (0,—7),(1,—4),(1,2),(2,—1) 4 40 


( 幻 数 是 指 电子 从 最 低能 级 开始 填充 ,在 Pauli 原理 允许 下 ,填充 到 该 能 级 时 所 能 容纳 的 电子 数 . 这 里 已 考虑 
电子 自 旋 ms 一 士 1/2 两 种 量子 态 ). 


(2)or/o 王 172 
E= (2n,t+ |m| 十 1 十 言 mjjiw 一 和 CN 十 2)12 
N= 人 mn, 十 (|m| 十 m) 十 |m| 二 0,1,2,…. 能 级 简 并 度 为 
fn = [了 CN+D]= 下 
最 低 的 9 条 能 级 的 简 并 态 的 标记 如 下 ; 


N EN /fiw (np »m) fn 幻 数 
0 1 (0,0) 1 2 
1 3/2 (0,—1) 1 4 
2 2 (0,—2) 1 6 
3 5/2 (0,—3),(0,1) 2 10 
4 3 (0,—4),(1,0) 2 14 
5 7/2 (0,—5),(1,—1) 2 18 
6 4 (0,—6),(0,2),(1,—2) 3 24 
7 9/2 (0,—7),(1,—3),(1,1) 3 30 
8 入 (0,—8),(1,—4),(2,0) 3 36 
“7.5 超 导 现 象 


"7.5.1 唯 象 描述 


1911 年 , H. K. Ones 发 现金 属 汞 在 极 低温 (4. 2K) 下 电阻 消失 的 现象 ,揭示 
出 物质 的 另 一 种 状态 一 一 超 导 态 . 后 来 在 许多 金属 或 合金 中 都 发 现 , 当 温度 低 于 某 
临界 温度 工 . 之 后 ,都 有 类 似 的 超 导 现 象 发 生 . 但 超 导 现 象 的 物理 机 制 直到 1957 年 
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才 搞 清楚 @. 

定性 说 来 ,金属 中 的 导电 电子 ,通过 与 品格 离子 的 振动 (用 声 子 描述 ) 的 相互 作 
用 ,两 个 电子 之 间 产 生 一 个 微弱 的 有 效 吸 引力 2, 从 而 形成 束缚 的 电子 对 ( 称 为 
“Cooper 对 ”) ,这 种 电子 对 可 近似 视 为 一 个 Bose 子 . 在 极 低 温情 况 下 ,金属 中 有 大 
量 的 这 种 电子 对 ,它们 不 受 Pauli 原理 限制 ,倾向 于 处 于 能 量 最 低 的 状态 . 大 量 的 
这 种 电子 对 的 相干 对 关联 所 形成 的 状态 ,就 呈现 出 超 导 现 象 . 与 平常 导体 依靠 导电 
电子 来 导电 不 同 ,超导体 就 是 依靠 这 些 电 子 对 来 导电 的 . 由 于 大 量 的 电子 对 之 间 的 
相干 对 关联 ,它们 的 最 低能 态 ( 超 导 态 ) 的 能 级 掉 得 很 低 , 超 导 金 属 的 电子 激发 谱 中 
出 现 能 隙 Cenergy gap). 这 样 ,与 平常 导电 电子 (能 量 连续 变化 ) 容 易 因 碰撞 而 激发 
不 同 ,要 使 超 导 态 下 的 电子 对 激发 是 困难 的 ( 因 需 要 跨 过 能 隙 才能 激发 ). 因此 , 当 
金属 温度 T<T. 时 ,电子 对 的 激发 实际 上 被 冻结 ,因而 对 电阻 无 贡献 . 这 就 是 电阻 
消失 的 原因 . 当然 ,由 于 电子 对 的 结合 能 很 小 (吸引 力 很 弱 ) , 当 温度 稍 高 时 , 热 运 动 
就 会 使 电子 对 拆散 , 变 成 平常 的 导电 电子 , 超 导 性 随 之 破坏 . 所 以 超 导 性 只 在 温度 
很 低 CT< IT) 时 才 存 在 @. 

当然 ,只 要 温度 TT 闫 0K ,实际 上 总 还 有 极 少 数 电子 对 被 拆散 ( 按 Boltzmann 分 
布 律 ,电子 对 被 拆散 的 数目 正比 于 e- 马 从 ,EE, 为 电子 对 的 结合 能 ). 但 作为 粗糙 的 
近似 ,不 妨 假定 在 超 导 态 下 所 有 电子 均 已 配对 . 这 些 大 量 的 电子 对 都 处 于 同一 个 状 
态 y 下 ,因而 

y*" yoc “电子 对 ”的 密度 p( 守 0) 
所 以 不 妨 把 超 导 态 y 表示 成 | 
Pr,t) = Vplr,t) eg (7. 5. 1) 

p 交 0 均 为 实 函 数 , pCr, 四 二 Jy*《r,2)ylr,t) 表 示 “ 电 子 对 ”的 空间 分 布 密 度 ,是 具有 宏 
观 意义 的 一 个 观测 量 . 9 是 波 函数 的 相位 ,“ 流 密度 "与 它 密切 相关 . 如 把 式 (7. 5. 1) 
代入 流 密 度 公 式 L7.1 节 , 式 (7.1, 15)], 并 乘 以 “电子 对 ”的 电荷 q@, 即 得 电流 密度 


到 (P— 24)sty(B 34) |- (90-24) 52 


® J.Bardeen,L. N. Cooper,and J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 106(1957) ,162;108(1957) ,1175. 

@” 当 一 个 电子 经 过 一 个 正 离子 附近 时 ,由 于 吸引 力 , 造 成 局 部 区 域 正 电荷 过 剩 . 由 于 电子 质量 远 小 于 
离子 质量 , 当 第 一 个 电子 已 离 去 很 久 , 正 电荷 过 剩 区 域 仍然 维持 下 去 ,此 时 第 二 个 电子 经 过 这 个 区 域 时 ,就 会 
感受 到 (第 一 个 电子 滞留 下 来 的 ) 吸 引 作 用 ,这 就 是 “Cooper 对 ”中 两 个 电子 的 微弱 的 有 效 吸 引力 的 物理 机 
制 . 

@ J.G. Bednorz,K. A. Miiller,Z. Phys. B 64(1986),189. 他 们 在 Ba-La-Cu-O 材料 中 发 现 高 温 超 导 现 
象 (Te*33K) 具 有 超 导 性 ,为 此 , 获 1987 年 Nobel 物理 学 奖 , 这 种 高 T. 氧化 物 超 导 性 的 机 制 , 目 前 还 存在 争 
论 . 有 关 这 方面 的 研究 进展 ,参阅 :D. M. Ginsberg 主编 的 一 套 书 :“Physical Properties of High Tempera- 
ture Superconductors”, Vol. 1~V, World Scientific, Singapore, 1989,1990,1992,1994,1996. 

@ 参阅 The Feynman Lectures on Physics, Vol. 3, Quantum Mechanics, chap. 21 (Addison-Wesley， 
1965). 

@ 有 各 种 实验 证 据 表 明 g== 一 2e, 一 e 为 电子 荷 电 ( 参 见 7. 4. 3 节 ). 
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( 称 为 London 方程 ). 在 无 磁场 情况 (4 王 0) ,显然 Y Xj 二 0( 非 旋 ) ,不 会 出 现 什么 
新 现象 . 在 有 磁场 的 情况 下 ,V Xj 关 0.9 作 为 波 函 数 的 相位 ,要 求 满足 一 些 条 件 ， 
由 此 将 产生 一 些 很 有 趣 的 现象 ， 
为 更 深入 搞 清 9 的 物理 含义 ,把 式 (7. 5. 1) 代 和 人 Schrodinger 方程 
法 地 y= 人 法 v4) (i v—24)+w op 
经 过 计算 ,分 别 让 方程 两 边 的 实 部 与 虚 部 各 自 相 等 ,可 得 


Spt+v*pv—0 (7. 5. 4a) 
20 =— kv gg 二 二 Wp (7. 5. 4b) 
t 2 2pwo 
式 中 
pm 一 iv0 一 一 4 (7. 5. 4c) 


式 (7. 5. 4a) 即 连续 性 方程 . 式 (7. 5. 4b) 中 , 若 略 去 右 侧 最 后 一 项 和 , 则 与 不 可 压缩 
流体 力学 的 运动 方程 相似 ,其 中 


友 ~ 速度 势 ， 六 /oz ~ 动能 , qj ~ 势能 (7.5.5) 
式 (7. 5. 4c) 可 改写 成 
hvb 一 po 十 一 (7. 5. 6) 


与 7.1 节 中 式 (7.1.11) 比 较 , 可 见 坟 79 正 是 “电子 对 ”的 正则 动量 . 
为 更 形象 理解 式 (7. 5. 4b) 的 物理 意义 ,对 (7. 5. 4b) ( 略 去 右 侧 最 后 一 项 )? 取 
梯度 ,利用 式 (7. 5. 6) ,得 


p90 一 一 此 Vv -gv$— A (7. 5.7) 
利用 
vX(VXW+ Vv= 7 
已 一 一 Vg 一 一 了 4 
式 (7. 5.7) 化 为 
放 吕 so 二 Co Vv|=—poX (VX +E (7. 5. 8) 


@ 式 (7.5.4b) 中 最 后 一 项 (oc 起 ) 纯 属 量子 效应 . 当 o 一 常数 (不 可 压缩 ) 时 ,此 项 为 零 . 所 以 这 一 项 可 以 
视 为 与 流体 可 压缩 性 有 联系 的 能 量 . 在 超导体 内 ,由 于 静电 斥 力 ,带电 粒 子 近似 保持 均匀 分 布 , os 常数 ,通常 
把 这 一 项 略 去 . 但 在 两 个 超导体 连接 的 边界 上 (例如 ,Josephson 结 ),p 的 不 均匀 性 可 能 很 重要 , 需 加 以 考虑 . 
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利用 式 (7. 5. 4c) 的 旋 度 


VXv=— 二 VxXA=—<B 
Lc AC 
以 及 流体 力学 中 常用 的 关系 式 
EC 
式 (7. 5.8) 可 化 为 
d 1 
uv=q(E+=vXB) (7. 5. 9) 


这 正 是 “电子 对 ”在 电磁 场 中 的 运动 方程 . 
*7.5.2 Meissner 效应 


把 一 块 金属 置 于 磁场 中 ,让 其 温度 降 到 临界 温度 之 下 , 变 成 超导体 ,就 会 发 现 
磁场 被 排斥 到 超导体 外 去 了 ,或 者 说 ,超导体 有 抗 磁 性 ,磁场 不 能 深入 到 超导体 内 


下 面 用 London 方程 (7. 5. 2) 来 说 明 此 现象 . 
用 London 方程 (7. 5. 2) 代 入 Maxwell 方程 


vxB— SE+ (7. 5. 10) 
取 旋 度 ,利用 
VXE—— 二 $B 
vy.B=0 
Vx(YXB) 一 V(Y.B) 一 2B 一 2B 
VxX(YH) =0, vxA=B 
得 
v'B 一 十 吉 B+ (7.5. 11) 
对 于 稳定 情况 ,有 
VB=XB, X= Virog /pc (7. 5. 12) 
例如 ,对 于 一 维 情况 ,得 
5B = XB (7. 5. 13) 


它 的 解 可 表示 为 B(x) ~B(0)e**. 但 物理 上 可 接受 的 解 只 能 是 


@ 更 确切 地 说 ,出 现 这 种 现象 的 超导体 (例如 铅 , 锡 等 ) , 称 为 工 型 超导体 . 此 外 ,还 有 开 型 超导体 ,磁场 
可 以 外 入 它 的 细 管 中 ,参阅 :TT. Hey and P. Walters, The New Quantum Universe (Cambridge University 
Press,2003) ,p. 154. 
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B(x) = B(0)e™ (7.5. 14) 
4 表示 磁场 可 以 钼 人 到 超导体 的 特征 深度 ,A cc V76. B(0) 表 示 超 导体 表面 


(Xx 二 0) 的 磁场 强度 . 随 进入 超导体 内 部 (zx 汪 >0) ,BCz) 呈 指数 衰减 . 设 金属 中 单位 体 
积 内 自由 电子 的 数目 为 N, 则 p= 二 N/2, 又 g== 一 2eypy 二 2me, 利 用 ec 二 Ef/re sr 二 
2.8X10 cm, 是 经 典 电子 半径 ,可 估算 出 

人 
A re 4nCN/2)4e’ 


对 于 金属 铅 , N 一 3X102 /cms ,可 估算 出 人 :=*3X10m. 
“7.5.3 超 导 环 内 的 磁 通 量 量子 化 


考虑 一 个 空心 金属 圆 简 ( 图 7. 4) , 置 于 磁场 B 中 ,导体 内 部 及 简 内 外 空间 中 都 
”有 磁场 . 然后 把 温度 降 到 临界 温度 之 下 ,金属 简 处 于 超 导 态 . 此 时 磁场 将 被 排斥 在 
超导体 外 (Meissner 效应 ) ,但 简 内 和 简 外 空间 中 仍 有 磁场 [图 7.4(b)]. 最 后 把 所 
加 外 磁场 撤 掉 , 则 会 发 现 陷 人 简 内 空间 中 的 磁场 “ 逃 不 出 去 ”[ 图 7. 4(c)]. 理由 如 
下 ;在 超导体 内 部 不 能 建立 起 电场 , 即 EE=0. 设 工 表示 超导体 内 部 绕 简 内 壁 的 一 条 
封闭 曲线 ,以 古 为 周边 的 曲面 记 为 S$, 通 过 S 的 磁 通 量 @ 是 不 会 随时 间 改 变 的 ， 
因为 


/ 
| “I C7 1 


20— | sas—— jj (VXE dS=—chE. dl=0 (7.5.16) 


下 面 来 计算 通过 超 导 环 面 的 磁 通 @. 考虑 到 超导体 内 部 (表面 薄 层 除外 )j 二 0， 
按 London 方程 (7. 5. 2) ,得 


hv0 = 人 了 A rR 


(a) 正常 态 (b) 超 导 态 (c) 移 去 外 磁场 后 


图 7.4 Meissner 效应 
取 自 The Feynman Lectures on Physics, Vol. 3,Fig. 21-4. 
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因此 
i vo dl = 全 PA.d Co 
利用 Stokes 定理 ,上 式 右边 积分 化 为 

全 b A. d= 划 j xa .dS = 到 ja 5 一 人 (7.5.19) 

Vb 沿 任 一 条 路 径 积 分 ,从 Pi 点 到 P; 点 ,得 
| v9. dl = 0(Ps) — HP) (7. 5. 20) 
即 波 函 数 在 P; 点 和 PPI 点 的 相位 差 式 (7. 5.18) 左 边 是 对 回路 卫 积 分 一 圈 , 回 到 
空间 原点 . 按 波 函 数 (7. 5. 1) 的 周期 性 条 件 ,要 求 中 Yg。 di 一 2nrn 为 整数 . 因此 式 


(7. 5.18) 化 为 <@ = 二 2nnh; 即 
Cc 
B=n EE =nB, n=0,+t1,+2,.…, (7. 5. 21) 


2 四 
Do = Te 7. 5. 22) 
. 9| 


即 通过 超 寻 环 面 内 的 磁 通 量 是 量子 化 的 . 这 是 宏观 尺度 上 出 现 的 量子 效应 . 下. 
London 预言 了 此 现象 中 ,并 于 1961 年 为 实验 证 实 &. 实验 观测 还 表明 , 超 导 环 的 电 
流 的 携带 者 是 “电子 对 ”(Cooper 对 ) ,9 一 一 2e, 即 

&, = he 3 (A ee (7. 5. 23) 


习 题 


7.1 证 明 粒 子 速度 算 符 [ 见 7.1 节 , 式 (7.1.16)] 各 分 量 满足 下 列 对 易 关系 
LO ,0, j= 8. , LO, ,Os ]= 站 Bp,， LO Ds 1 a B, 


即 
0 Wap 
pe 
再 证 明 
[人 ,1 一 站 (从 ,ps 
Lc 
在 只 有 磁场 的 情况 下 ,把 Hamilton 量 写 写成 五 一 仿 v2, 由 此 证 明 
ph xXB—Bx$) 


@ F.London,Superfluids(1950), Vol. 1,p. 152. 
© B.S.Deaver,Jr.,W.M. Fairbank, Phys. Rev. Lett.7(1961),43. 
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解释 其 物理 意义 . 
7.2 和 荷 电 9 质量 为 w 的 粒子 在 均匀 外 磁场 B 中 运动 ,Hamilton 量 为 


2 
H= 1 (下 | 一 地 


C 


速度 算 符 乡 的 三 个 分 量 满足 的 对 易 式 , 见 上 题 . 假设 B 沿 z 轴 方 向 ,只 考虑 粒子 在 zy 平面 中 的 
运动 , 则 有 
[你 ,你 ]= 到 有 
多 小: 


yd A = /Le 
Q fgB P igB > 
则 
[6é ,Pp j=1, 
而 


日 一 去 KC 借 十 全 ) 二 广 ( 凶 十 名 po， 
式 中 w= 二 gqB/pc 为 回旋 角 频 率 . 上 式 与 谐振 子 的 Hamilton 量 相 似 . 由 此 求 出 其 能 量 本 征 值 
(Landau 能 级 ) 
E, = (n+ 1/2) fo.. 

7.3 求 互 相 垂直 的 均匀 电场 和 磁场 中 的 带电 粒子 的 能 量 本 征 值 . 

提示 : 设 电场 沿 y 方向 ,6 一 (0,6,0) ,磁场 沿 之 方向 , 选 Landau 规范 ,A 二 (一 By,0,0) , 则 在 
Zy 平 面 内 运动 粒子 的 Hamilton 量 为 

1 八 gB 2 人 | 
站 二 人 | 记名 | gby 

选择 守恒 量 完全 集 为 (H, P,)， 即 令 能 量 本 征 函 数 表示 为 p(x,y) 二 etx*%g(y),( 一 co 过 PB( 实 ) 
<co), 则 gCy) 满 足 


dd ,9B BP, P 
i 6 (We — 96)» $6 加 (E 一 殊 )y 
即 
2 疙 B? P: ogB’ 
一声 六 + 和 GO 一 2 [gC 一 人 
式 中 
_ M:’ /ge_ BP. 
”ggB’ (é Me ) 
所 以 
E= (n+)iw. +P/2M— BR/2M’ (or = |9|B/M) 
一 (n 二 诗 )jo 十 各 一 方 Me?@*/B， n==0,1,2… 
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第 8 章 ， 表 象 变换 与 量子 力学 的 矩阵 形式 


在 第 2 章 中 我 们 已 介绍 了 一 个 量子 态 可 以 在 不 同 的 表象 中 表示 出 来 的 概念 . 
作为 对 量子 态 进 行 运 算 的 算 符 当然 也 因 之 有 不 同 表象 的 问题 . 在 许多 量子 力学 教 
科 书 中 对 此 讲 得 过 分 抽象 . 以 下 用 大 家 熟悉 的 解析 几何 中 的 坐标 及 坐标 变换 作为 
类 比 , 以 引进 量子 力学 中 的 表象 及 表象 变换 的 概念 . 


8.1 量子 态 的 不 同 表象 , 乏 正 变换 


如 图 8.1, 平 面 (二 维 ) 上 的 直角 坐标 系 zizs 的 基 矢 为 ae 和 e: ,长 度 为 1, 彼 此 
正 交 , 即 
(@is@;) = 6; (i,7 = 1,2) | (8. 1. 1) 
(ei,e@;) 表 示 基 矢 ei 与 ej 的 标识 . 这 一 组 基 矢 是 
完备 的 ,因为 平面 上 任何 一 个 矢量 4, 均 可 用 它 
们 来 展开 : 
A= Aie 二 A,e 《8. 1. 2) 
其 中 
Ai = (ei,A), A; = (e,,A) 
(8. 1. 3) 
分 别 代 表 矢 量 4 与 两 个 基 矢 的 标识 , 即 4 在 两 
个 坐标 轴 上 的 投影 (分 量 ). 当 Al, A; 确定 之 后 ， 
就 完全 确定 了 平面 上 一 个 矢量 . 因此 ,可 以 认为 
(Ali,A;) 是 矢量 4 在 坐标 系 zizs 中 的 表示 . 图 8.1 坐标 系 的 旋转 
现在 假设 另 取 一 个 直角 坐标 系 ziz? ,相当 
于 原来 坐标 系 顺 时 针 转 过 0 角 ,其 基 矢 分 别 用 ei ez 表示 ,而 


(de) 6 Ie (8. 1.1) 
同一 个 矢量 A, 在 此 新 坐标 系 中 表示 为 
A=Aie' A’e, (8. 1. 2 ) 
其 中 
Ai=(ei,A), A; = (e;,A) (8. 1. 3) 


(Ai ,Az) 就 是 矢量 A 在 xizxs 坐标 系 中 的 表示 . 
试问 ;同一 个 矢量 4 在 不 同 坐 标 系 中 的 表示 ,有 什么 关系 ?根据 式 (8. 1.2) 及 
(8. 1.2 7 
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A=Aie 十 A,e, 一 A1e1 十 Ases (8. 1. 4) 
上 式 分 别 用 ei 、ez 点 乘 ( 取 标 积 ) ,得 
Ai = Ailei,e) + A, (ei,e) 
Azs = Ai(es ,ei) + As (es ,e;) 


Ai1 a (elyel) (el ,ez ) Ai 
As (es,el) (eyez)| | A， 


|cosg 一 sing| Ai 
3 . | we, 


a | 
A A， 
cosO — sing 
sing COSO 


表示 成 矩阵 形式 , 则 为 


或 记 为 


人 (0) = | (8. 1. 6) 


/ 


Ai A 
这 就 表明 ,同一 矢量 4, 在 不 同 坐 标 系 中 用 不 同 的 列 矢 。 | 和 | 


A， 来 表示 ,而 它 
们 之 间 通 过 一 个 变换 矩阵 RC9) 来 联系 . 显然 


| (8.1.7) 
sing COSO 
KR = RR = 1 (KR 是 R 的 转 置 矩 阵 ) (8. 1. 8) 
这 种 矩阵 称 为 真正 交 和 矩阵 (proper orthogonal matrix). 又 因为 
R* 二 R ( 实 矩 阵 ) (8. 1.9) 
所 以 R+ = 二 RR* 一 及 . 因此 式 (8. 1. 8) 也 可 表示 成 
Ri+ R= RR+= 1 (8. 1. 10) 


满足 式 (8. 1. 10) 的 矩阵 尺 称 为 么 正 (unitary) 和 矩阵 . 因此 ,同一 个 矢量 在 不 同 坐标 
系 中 的 表示 通过 一 个 么 正 矩阵 联系 起 来 . 

形式 上 与 此 相似 ,在 量子 力学 中 , 按 态 划 加 原理 ,任何 一 个 量子 态 y, 可 以 看 成 
抽象 的 Hilbert 空间 的 一 个 “矢量 ”, 而 体系 的 任何 一 组 力学 量 完全 集 下 的 共同 本 
征 态 { 办 }( 代表 一 组 完备 量子 数 ,在 本 节 中 ,假设 是 离散 谱 ), 构 成 此 态 空间 的 一 
组 正 交 归 一 完备 的 基 矢 , 即 


(Cy; » pe) > nw (8. 1. 11) 
以 {x} 为 基 矢 的 表象 , 称 为 下 表象 .体系 任何 一 个 量子 态 y 可 以 展开 为 
j= Da (8. 1. 12) 
k 
其 中 
ax = (gis) (8. 1. 13) 
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这 一 组 数 (o ,as ,…) 就 构成 量子 态 y 在 下 表象 中 的 表示 ,它们 分 别 是 y 与 各 基 矢 
的 标 积 . 在 这 里 有 两 点 与 平常 解析 几何 不 同 :Ca) 这 里 “矢量” 一般 是 复 量 ,Cb) 空 间 
维 数 可 以 是 无 穷 , 有 时 甚至 是 不 可 数 的 (连续 谱 情 况 ). 


现在 来 考虑 另 一 组 力学 量 完全 集 FF, 其 共同 本 征 态 为 { 炎 ), 也 是 正 交 归 一 完 
备 的 ， 


(fh ,pe) = op (8.1.11) 
而 同样 一 个 量子 态 y 也 可 以 用 它们 来 展开 
2 a (8. 1. 12’) 
其 中 
= (J ,1 Ca Ll 


.《a1,a2，"…) 这 一 组 数 就 是 量子 态 y 在 下 表象 中 的 表示 . 它 和 vy 在 下 表象 中 的 表示 
(al ,4a2，,"…) 有 什么 联系 ?显然 


丰富 Sa 一 Da (8. 1. 14) 
上 式 左 乘 jh , 取 标识 ,利用 基 矢 的 正 交 归 一 性 ， 得 
A (8. 1. 15) 
其 中 
Su = (fh ,pi) (8. 1. 16) 
是 FF 表象 的 基 矢 与 下 表象 的 基 矢 的 标识 . 把 式 (8. 1. 15) 表 示 成 矩阵 形式 , 则 为 
a1 Su S12 ”| ial 
. 二 -| 9， 9) -| 四 (8. 1. 17) 
或 简 记 为 
a =Sa (8. 1. 17’) 


1. A 在 下 表象 和 斑 表 和 象 中 的 不 同 表示 的 关系 ,它们 通 


SS 一 SS+ 一 1 (8. 1. 18) 
即 变换 符 阵 S 乃 是 一 个 么 正 矩阵 ,这 种 变换 也 称 为 么 正 (unitary) 变 换 


@ 例如 ,在 下 表象 中 ， 
(S+S)j= DStSs = DSASs 
按 式 (8. 1. 16) = Da Df Ey rm 
= [zd DY Oye OR yr) 
= [dzdz dr—r OW Or) = [pe yn) = 5 


所 以 STS 在 下 表象 中 为 单位 矩阵 ,而 单位 矩阵 在 任何 表象 中 均 为 单位 矩阵 . 式 (8. 1. 18) 得 证 . 
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8.2 力学 量 ( 算 符 ) 的 矩阵 表示 与 表象 变换 


仍 以 平面 矢量 作 类 比 .平面 上 任 一 矢量 4, 道 时 针 转 动 9 角 后 , 变 成 另外 一 个 
矢量 B( 图 8. 2). 在 zizs 坐标 系 中 ,它们 分 别 表 示 成 
A== Aiel 十 A,e, 


(8. 2. 1) 
B= Bie 十 Be 
试问 B 与 4 有 什么 关系 ? 令 
B= FR(O0)A (8. 2. 2) 
R(9) 代 表 沿 逆 时针 方向 把 矢量 转 过 9 角 的 一 个 运算 . 用 分 量 形式 写 出 
Bie 十 Be 一 ARCO)el + A,R(O)e 
用 el 点 乘 ,得 
Bi = Ai (el,FRel) 十 A:(Cel, Fe，) 
用 e 点 乘 ,得 
DB: = Ai(le;, Re) + A, le, ,Re;) 
所 以 
全 二 (el | 网 号 一 Sinb 各 
= = (8. 2. 3) 
B; (ez ,Rel) (e;,FRe,)) A， sin0 cos 中 \As 


上 式 表 明 ,平面 上 任何 一 矢量 4, 经 过 转动 运算 之 后 变 成 矢量 B. 把 矢量 沿 赣 

时 针 方 向 转 过 0 角 的 运算 用 矩阵 尺 (0) 刻 画 ， 
cosg — sing 
sing 
这 个 矩阵 的 矩阵 元 是 刻画 基 矢 e ,es 在 转动 下 如 何 变 化 的 . 其 中 第 一 列 元 素 


Ri COSO 
Ry sing 


下 (0) = | (8. 2. 4) 


x x 


B 
0 和 Re \0 Re 
0 
图 8.2 矢量 的 旋转 图 8.3 基 矢 的 旋转 
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是 基 矢 el 转动 后 [ 变 成 R(9)e1 (图 8. 3)] 在 原来 坐标 系 中 的 表示 (分 量 ). 同样 ,第 
二 列 元 素 是 基 矢 e; 转动 后 [ 变 成 RC9)es] 在 原来 坐标 系 中 的 表示 . 因此 ,一 旦 尺 矩 
阵 给 定 , 则 各 基 矢 在 转动 下 的 变化 就 完全 确定 了 ,因而 任何 矢量 在 转动 下 的 变化 也 
就 随 之 完全 确定 . 
与 此 类 比 , 设 有 量子 态 y, 经 过 算 符 L 运算 后 变 成 为 另 一 个 态 
$= Ly (8. 2. 5) 


在 以 y 为 基 矢 的 下 表象 中 ,上 式 表 示 成 
2 bi 一 L Daw 二 Par 


两 边 左 乘 yr( 取 标 积 ) ,得 


b; = 2 (yy ,Lor) a 至 Laas (8. 2.6) 
其 中 
Li = (6, Lm) (8. 2.7) 
式 (8. 2.6) 可 写成 矩阵 形式 
bi Lu La ai 
一 as (8. 2.8) 


pz Lz 22 


矩阵 (Lx ) 称 为 算 符 人 在 下 表象 中 的 表示 . 它 的 矩阵 元 Lx 刻画 下 表象 的 基 矢 yi 
在 算 符 企 作用 下 如 何 变化 . 基 矢 y 在 全 运算 后 ( 变 成 Cy) 在 下 表象 中 的 表示 (分 
量 ) , 即 和 矩阵 (Lx ) 的 第 列 元 素 

es 
Ls 


因此 ,和 矩阵 (Lx) 一 经 给 定 , 则 任何 一 个 量子 态 在 了 运算 下 的 变化 就 随 之 完全 确定 . 


例 求 一 维 谐振 子 的 坐标 z, 动 量 分 及 Hamilton 量 个 在 能 量 表象 中 的 矩阵 表示 . 
利用 Hermite 多 项 式 的 递 推 关系 ,不 难 证 明 [ 见 3.4 节 , 式 (3. 4. 23)] 


Zi | lyn /pr ) 


a 1 /2 十 1 fn 
Tmn 一 Cf » Tn ) = | 2 Onntl 十 2 | 


在 能 量 表象 中 ,z 的 矩阵 表示 为 


所 以 
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了 0 
(zm) 一 全 。 a 
0 NM 0 NV 
3 
2 0 


1 
yd| 2 1 加 
可 求 出 
pe | ln 一 Ee 
所 以 
0 0 0 
小 /2 
万 0 5 0 
0 了 0 En 了 eo. 
3 
0 0 0 
证 Ha = (gns Bg) = Ey) = Ed = (2 十 于) 各 an 
所 以 
二 0 0 
3 
二 0 
(Hm) = fi 2 
5 
0 0 


0 0 0 0 0。 。 0 :0 0 .0 0 .0 0 0 .0 0 .0 0 。0 。0 0 。0 。0 +。 


We a 的 矩阵 ,用 矩阵 乘法 求 出 x 的 矩阵 . 


答 ， 


= 2 De 
Ee YY, | 


(8. 2. 9) 


(8. 2. 10) 


(8. 2. 11) 


(8. 2. 12) 


练习 2 设 粒 子 处 于 宽度 为 a 的 无 限 深 方 势 阱 中 , 求 能 量 表象 中 粒子 的 坐标 及 动量 的 矩阵 


。268 。 


表示 . 


答 : 
ee (8. 2. 13) 
pm= 0 
“力学 量 的 表象 变换 
在 下 表象 中 ( 基 矢 y), 力 学 量 L 表示 成 矩阵 (Ly )， 
Ly = (yg,Ly,) (8. 2.14) 
设 另 有 一 个 表象 F( 基 矢 必 ) ,类似 可 把 工 表示 成 矩阵 (L2 )， 
L’ 一 〔〈 内 ， 夺 0) (8. 2.15) 
利用 
多 一 之 办 (办 ,多 ) 一 DSi, Ss= (pg) 
= pg) = 2 SE 
得 
Lg= DSaSp (yrsLyy) = DSaLySh = (SLS+), 
即 
L’ 一 SLS+ 一 SLS (8. 2. 16) 


其 中 =(L%) 和 上 = (Ly ) 分 别 是 算 符 上 在 下 表象 和 下 表象 中 的 矩阵 表示 ,而 
S=(Sx) 是 从 下 表象 ~ 已 表 象 的 么 正 变换 矩阵 . 


8.3 量子 力学 的 矩阵 形式 


以 上 分 析 表 明 , 设 力学 量 完全 集 的 本 征 值 取 离 散 值 ,以 它们 的 本 征 态 J 为 
基 矢 的 表象 中 ,力学 量 就 表示 成 矩阵 的 形式 (Ls) ,其 中 Ly = (yi ,Ly)， 
Lu LL 


A 
工 一 | (8. 3. 1) 


而 任 一 量子 态 y 则 表示 成 列 矢 
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CC 一 CC2 (8. 3. 2) 


其 中 a 一 (gi, 几 . 力 学 量 的 本 征 方程 和 平均 值 ,Schr6dinger 方程 等 可 表示 成 如 下 
形式 . 


1. 本 征 方程 
设 
Ly=L’y (8. 3. 3) 
在 下 表象 中 ， 
y= > ap ax = (gp) CR 


代入 式 (8. 3. 3) ,得 

Saib = L’ Da 
左 乘 y;( 取 标 积 ) ,利用 基 矢 的 正 交 归 一 性 ,得 

1 一 L'a; 

所 以 

DLa—L da)a:=0 (8. 3. 5) 
这 就 是 上 的 本 征 方程 在 下 表象 中 所 采取 的 形式 . 这 是 as (4 二 1,2,3,…) 的 线性 齐 
次 代数 方程 组 , 它 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 


det| 世 一 工 3 | 一 0 (8. 3.6) 
明显 写 出 , 即 
世 -La Ls 
Lz L22 = Lz ee = 
La Ls2 Lss— 工 … 


设 工 矩阵 的 维 数 是 N , 则 上 式 是 三 的 N 次 宕 代数 方程 . 若 (Lx ) 是 厄 米 矩阵 , 则 总 
LN, 它 们 就 是 的 本 征 值 . 依次 用 工 ;GO 一 1,2,…，N) 代 入 式 (8. 3. 5) ,可 求 出 相应 
的 解 ag (二 1,2,… ,NN)2, 或 表示 成 列 矢 

a 


CO 9 J = 1 2……， 八 (8. 3. 7) 


@ ”对 于 重 根 ,本 征 函数 解 就 不 能 唯一 确定 . 在 量子 力学 中 常 找 与 对 易 的 另外 力学 量 , 求 它们 的 共同 
本 征 态 ,来 消除 简 并 ,从 而 把 解 确定 下 来 ( 见 4. 3 节 ). 
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它 就 是 工 的 本 征 态 (相应 应 本 征 值 为 L; ) 在 下 表象 中 的 表示 . 


2. Schr6dinger 方程 
#2y= By ($ 3.8) 
at 
在 以 yg 为 基 矢 的 下 表象 中 (yy 不 含 引 , 令 
ft) = Dar (8. 3.9) 
k 


代入 式 (8. 3. 8) 得 
法 忆 Sosy, = Dal ys 


左 乘 Jy*( 取 标 积 ) ,得 
d A 
法 字 = DD Haas H; = (Bp) (8. 3. 10) 
或 写成 
Q1 Hi His :lfa 
法 地 | i le (8. 3. 11) 


这 就 是 下 表象 中 的 ee 方程 . 
3. 平均 值 
在 态 /一 》) ak 办 下 ,力学 量 工 的 平均 值 表 示 为 
L= (y,Ly) = Da; (y;, Ly)as = Dei La 


Pi Ey (8. 3. 12) 


一 (ar az ，…)|1L Lo …| |as 


特殊 情况 :车 采 用 工 表 象 ( 即 以 L 自己 的 本 征 矢 为 基 矢 的 表象 ) ,此 时 (La ) 是 
对 角 和 矩阵 
Lx 三 一 了 8 (8. 3. 13) 
在 少 态 下 , 的 平均 值 将 表示 成 
EY aL (8. 3. 14) 
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|w|: 代表 在 y 态 下 ,测量 工 得 本 征 值 L; 的 概率 . 


x x x 


下 表象 ( 基 矢 yh) | 下 表象 ( 基 矢 必 ) 


力学 量 


Li Liz 
L=(Lg)= 了 ?1 了 22 et L’= (Lg)= 


个 / 个 江 
Lsg= (gr, Ly) Lag= (ga, Ly 8) 


a’ 一 Sa 
LE-=SLS'=SLS 
Su 9 
S= (0) = IS Se / 


Su = (ge ,Ji) 
S 是 Ff 一 下 表象 的 变换 矩阵 . 逆 变 换 为 S 1!'==S1. 
a=Sta, L=StL’'S 


8.4 Dirac 符号 


量子 力学 的 理论 表述 , 常 采 用 Dirac 符号 0. 它 有 两 个 优点 : (a) 可 以 姓 需 具体 表象 
来 讨论 问题 . (b) 运 算 简捷 . 如 引用 Dirac 符号 ,上 节 的 理论 表述 和 运算 将 大 为 简化 . 
以 下 简单 介绍 一 下 Dirac 符号 的 各 种 规定 . 


1. 右 夭 (ket) 与 左 失 (bray) 


一 个 量子 力学 体系 的 一 切 可 能 状态 构成 一 个 Hilbert 空间 . 这 空间 的 矢量 (一 
般 为 复 量 ) 用 一 个 右 矢 | 表示, 若 要 标志 某 特殊 的 态 , 则 于 其 内 标 上 某 种 记号 . 例 
如 ,1y) 表 示 波 函 数 y 描 述 的 状态 . 对 于 本 征 态 ,常用 本 征 值 或 相应 的 量子 数 标 在 


@ P.A.M.Dirac.The Principles of Quantum Mechanics ,4th ed, Oxford University Press,1958. 
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右 矢 内 . 例如 , | z 表示 z 坐标 的 本 征 态 (本 征 值 z), | p ) 表 示 动 量 p 的 本 征 态 


(本 征 值 为 p),|EE,) 或 |n) 表 示 能 量 的 本 征 态 ( 本 征 值 为 E,),| lm) 表 示 ( 1, 7.) 
的 共同 本 征 态 [ 本 征 值 分 别 为 Ki 十 1) 起 与 m 和 等. 
注意 :量子 态 的 以 上 表示 ,都 只 是 一 个 抽象 的 态 矢量 ,未 涉及 到 具体 的 表象 


与 | ) 相 应 , 左 矢 《| 表示 共 斩 空 间 的 一 个 抽象 矢量 . 例如 , (4| 是 | 从 的 共 斩 态 
矢 ,(z | 是 |z ?的 共 恩 态 矢 等 ， 


2. 标 积 (scalar product) 


态 矢 |y 与 18) 的 标 积 用 ($y) 表示 ,通常 简 记 为 ($1y) ,而 
(gly)* = (y1$) (8. 4. 1) 
若 ($1y) 二 0, 则 称 态 矢 |y 与 18) 正 交 . 车 |y) 是 归 一 化 态 拓 , 则 (yly)=1. 
设 力 学 量 完全 集 的 本 征 态 记 为 |&) ,以 它们 作为 基 矢 的 表象 , 称 为 下 表象 . 
这 个 离散 表象 的 基 矢 的 正 交 归 一 性 可 以 表示 成 
(k|j) = 6 (8. 4. 2) 
而 连续 谱 表 象 的 基 矢 的 正 交 “ 归 一 ”性 ,可 表示 成 6 函数 形式 . 例如 ,坐标 表象 基 矢 ， 
(Xx | ) 二 5(x 一 心 ) ,动量 表象 基 矢 ,( 刀 | 太一 SC 一 太 ). 
在 一 个 具体 的 表象 中 左 矢 和 右 矢 如 何 表 示 以 及 如 何 计 算 标 积 , 见 下 . 


3. 态 矢 在 具体 表象 中 的 表示 


例如 ,在 下 表象 中 ( 基 矢 |&)), 任 何 一 态 和 撩 |y) 可 以 用 |k) 来 展开 : 
| = Dailk) (8. 4. 3) 
利用 基 矢 的 正 交 归 一 性 , 易 知 
a: = (k | y) (8. 4. 4) 
它 表示 |y) 在 基 矢 |&) 上 的 “投影 ”. 当 所 有 ww 都 给 定 , 就 给 定 了 一 个 态 |y). 所 以 这 
一 组 数 {a;} 二 {|y)) 就 是 态 |y) 在 下 表象 中 的 表示 . 可 以 把 它们 排 成 列 矢 


al ‘(1|y) 
az |= |(21y) (8. 4. 5) 
把 式 (8.4. 4) 代 入 式 (8. 4. 3) ,得 
[I = Dk)|k) = > | 有 (ER |y) (8. 4. 6) 
k k 
在 上 式 中 ,可 以 把 |&)《| 看 成 一 个 投影 算 符 
P, = |k)(k| (8. 4.7) 


它 对 任何 矢量 运算 后 ,就 把 该 矢量 变 成 它 在 基 矢 |&》 方 向 上 的 分 矢量 . 或 者 说 P， 
的 作用 是 把 任何 矢量 沿 1&) 方 向 的 分 矢量 挑选 出 来 . 例如 ， 
Pily) = |k) Ck|y) = |k)as = as |k) 
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它 就 是 矢量 |y) 在 18) 方向 的 分 量 . 在 式 (8. 4. 6) 中 的 | 少 是 任意 的 ,因此 
过 |) 二 I (单位 算 符 ) (8. 4. 8) 
此 式 对 任何 一 组 完备 的 基 矢 {|&》 } 都 是 成 立 的 . 这 关系 式 对 于 表象 变换 极为 方便 


在 连续 谱 情 况 , 求 和 换 为 积分 ,例如 
Jax iz (zx | 二 I 


|ap'lp pl=1 (8. 4. 9) 


在 具体 表象 中 ,两 个 态 矢 的 标 积 可 计算 如 下 . 例如 ,在 下 表象 中 , 1y) 与 19) 分 
别 表示 成 


| 内 一 > | 一 Darlk) 
| op) = SR Spa lk) 
所 以 标 积 表示 成 
(ply)= 207 (jlk)as 一 Db? dnas 
" | (8. 4. 10) 


= Doras = Cb? ,bee) . 
记 : 


4. 算 符 在 具体 表象 中 的 表示 


算 符 代表 对 量子 态 的 一 种 运算 , 它 把 一 个 态 矢 变 成 另 一 个 态 矢 . 例如 , 态 矢 
| 办 经 过 算 符 人 运算 后 , 变 成 
[=L1y) (8.4.11) 
在 这 里 还 是 抽象 的 运算 ,未 涉及 具体 表象. 在 采取 具体 的 表象 (例如 ,下 表象 ) 之 后 ， 
L 可 表示 如 下 . 用 下 表象 基 矢 (| 左 乘 ( 取 标 积 ) 式 (8. 4. 11) ,得 
(glg) = (klL1p = DL 7 Gly) 
利用 式 (8. 4. 8) | 
即 
Ee (8. 4. 12) 
其 中 | 
Ly = (k|L1|)) (8. 4. 13) 
bx 及 ai 分 别 代 表态 和 撩 1$) 及 | 办 在 下 表象 中 的 表示 ,而 Ls 则 是 算 符 人 在 下 表象 
中 的 矩阵 表示 . 
1) 本 征 方程 
算 符 工 的 本 征 方程 
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人 | 内 =L’|y) 
左 乘 (&| ， 


左边 = (| 人 | 从 一 BIL G1 = DLya, 


右边 = Lk|y) = La, 
所 以 
SD (Ly 一 工 3 )ai 一 0 


此 即 工 的 本 征 方程 在 下 表象 中 的 表示 . 
2)Schrodinger 方程 
丢 呈 1%) = 有 ly 


上 式 左 乘 (| ,得 


法 全 (gly) = (kB Ip = DIB I Gy) 
了 


即 
法 a 一 D)Hwa, 
此 即 Schr6dinger 方程 在 下 表象 中 的 表示 . | 
3) 力 学 量 平均 值 公式 
在 |y) 态 下 ,力学 量 上 的 平均 值 公式 为 


L= ylL p= Doyle IL |j) jly) = 
3 


5. 表象 变换 


(8. 4. 14) 


(8. 4. 15) 


(8. 4. 16) 


(8. 4. 17) 


(8. 4. 18) 


设 下 表象 的 基 矢 为 |k) ,下 表象 的 基 矢 为 |a). 态 矢 |y) 在 下 表象 中 用 (1y)= 


Ug 描述 ,在 下 表象 中 用 (aly)==as 描述 ,而 
(aly) = 2) (alk) (gly) 

或 表示 为 

aa 站 > 
其 中 

Sh > (alk)» 
是 从 下 表象 到 下 表象 的 变换 . 不 难 证 明 

St S = SS+== 了 了 (单位 算 符 ) 

即 S 为 乏 正 算 符 . 例如 ,在 下 表象 中 


(BTSs SS 


(8. 4. 19) 


(8. 4. 20) 


(8. 4. 21) 


(8. 4. 22) 
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= Dalk)* lalj) 一 > (la)(al7) 一 (一 3 
即 S” SS 一 工 而 单位 算 符 在 任何 表象 中 都 是 单位 算 符 ,公式 (8. 4. 22) 得 证 . 
算 符 工 在 下 表象 中 的 矩阵 元 工 为 
在 下 表象 中 的 矩阵 元 L 和 为 
L's = (alL|B) 
两 者 关系 如 下 : 
Ls= (alf|8 = Dalj) GIL 1k) kB) 

= 2 (alj)La (Blk)" = 2)SoLnSg 

一 2)SsLanSh = (SLS+ ), (8. 4. 23) 
这 里 我 们 把 算 符 人 在 下 表象 中 的 矩阵 记 为 工 二 (Ex ) ,如 把 工 在 已 表象 中 矩阵 记 
为 L' 夺 (LL 和), 则 式 (8. 4. 23) 可 表示 成 


也 一 SLS+ 一 SLS (8. 4. 24) 
而 态 在 扩 表 和 象 中 的 表示 与 在 下 表象 中 表示 的 关系 式 (8. 4. 20) ,也 可 类 似 简 记 为 
a’ = Sa 
即 
ai1 Su 9 "| [a 
as |= |Ss Sy» - 四 (8. 4. 25) 


6. 坐标 表象 与 动量 表象 


以 上 讨论 了 离散 谱 表象 ,其 基 矢 是 正 交 归 一 化 的 . 实际 问题 中 , 还 常用 到 连续 
谱 表象 ,特别 是 坐标 表象 和 动量 表象 . 为 简单 起 见 , 只 讨论 一 维 粒子 ,推广 到 多 维 粒 
子 是 直截了当 的 . 
首先 讨论 坐标 xz, 其 本 征 方程 为 
zz )=zx |z) (一 2 过 zx ( 实 ) < 十 co) (8. 4. 26) 
本 征 态 的 正 交 “ 归 一 ”关系 为 


(x’ |x’) 一 SCz — Xx) (8. 4. 27) 
任 一 量子 态 |y) 在 x 表象 中 表示 为 (x1y) ,通常 记 为 
wz) = (x1y) (8. 4. 28) 
例如 在 z 表象 中 , 坐标 本 征 态 (本 征 值 x ) 表 示 为 
pi (zx) 一 (zlz 一 SCz 一 并 ) (8. 4. 29) 


而 动量 本 征 态 (本 征 值 娟 ) 表 示 为 
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(并 | 力 二 (8. 4. 30) 
nT 


与 此 类 似 ,动量 p 的 本 征 方程 和 本 征 态 的 正 交 “ 归 一 ”关系 为 
Pp1p) =p |p) (00 二 p'( 实 ) < 十 co) (8. 4. 31) 
(p'|p’) = dp 一 矿 ) (8. 4. 32) 
任 一 量子 态 |y 在 动量 表象 中 表示 为 (p1y). 为 了 跟 |y) 在 坐标 表象 中 的 函数 表示 
Vz) 二 (zy) 相 区 别 ,通常 把 (p|y) 记 为 pg(p) ,这 是 通常 用 函数 来 表示 量子 态 的 蚀 
点 . 在 Dirac 符 号 中 ,这 种 混淆 不 再 出 现 ， 
在 p 表象 中 ,动量 本 征 态 (本 征 值 p ) 表 示 为 
(plp’) = 8(p—p") (8. 4. 33) 
而 坐标 本 征 态 ( 本 征 值 x) 表示 为 


pz (p) 一 (pz ) = 


1] i (8. 4. 34) 
2 不 


运用 Dirac 符号 来 进行 表象 变换 是 极为 方便 的 . 例如 坐标 表象 与 动量 表象 的 
变换 ,利用 完备 性 关系 式 (8. 4. 9) ,可 得 、 


yz)= (x1y) = [ap'(zlp yp' Iy) 
/ 1 i / 
E d ip x/ ( ) = 
| 0 人 | 


pp)= (ply) = |dz'(plz ry) 


pe p) (8. 4. 35) 
Tn 


= [dz go = |dz > (8. 4. 36) 
nT nT 


在 坐标 表象 中 ,力学 量 的 “矩阵 ”表示 如 下 ,例如 ,坐标 “和 矩阵 ?表示 为 
(x | |x) = x6 —2) (8. 4. 37) 
类 似 ， 
(xz |V(z)|x) = V(r or — Zz) (8. 4. 38) 
而 动量 如 的 “矩阵 ?表示 为 
(zp Iz)= | ap'ap’ cz’ Ip) pA Ip |r’) 
ip'z’/# ei YA 
= 下 aaaer os —p) er 
a /p/pip (x—A)/ - 一 i 9 / ip (x)/F 
一 zk| dp'p 全 | 四 雹 )jae > 
< Fx’ = (8. 4. 39) 


与 此 类 似 ,可 以 计算 出 ,在 动量 表象 中 动量 如 的 “和 矩阵 ?表示 为 
(pIP IP = p80p — yp) (8. 4. 40) 
。 277 。 


而 坐标 xz 的 “矩阵 ”表示 为 


(如 | 去 | 太一 入 Fp 一 矿 ) (8. 4. 41) 
类 似 ， 
(p IV | = V( 渤 jy 3 (8. 4. 42) 


在 量子 态 |y) 下 ( 设 (y1y)= 二 1, 已 归 一 化 )， es 例如 
势能 V(x) 和 动量 T==p?/2m, 在 zz 表象 中 ， 


v= ‘ylViy) =||ardr ylz) (zlVIz’) zy) 


一 aeazy (Z)YGCz)SGCZz 一 x yx) 


于 | dzry* (z)VCz)WCZ) (8. 4. 43) 
2 (sy) pl ey | zz’ | 
= || ardry' ca( 一 下 斌 7)3(z— zz’) 
= [dwy' (D) (- 2 i (8. 4. 44) 
而 在 p 表象 中 ， 


v= ‘ylVig) =||apdp' ‘ylpy plVIp’ yp'1y) 


=|apdp'p* CoDvV( 这 区 BF)3p—p 9p") 


= [dpp* (PV(ih 也)pC) (8.4.45) 
-Fasaot 必 
=(v| 和 |) =||apap ‘ylp) (p' ly) 
要 元 |aedazwy- (pp:Sp—p pp) 
I 
= | dpp' (p)p'p(p) (8. 4. 46) 
设 粒子 在 势 场 V(z) 中 运动 , 旦 =p?/2m 十 V(x), 则 含 时 Schrodinger 方程 
法 全 yD) == Hly(2)) (8. 4. 47) 


在 xz 表象 中 的 表示 ,可 如 下 求 之 . 用 (xz| 左 乘 式 (8. 4. 47)( 取 标 积 ) ,得 
法 又 (zly(D) = (zx|HIyCD) = [dz'(zIHlz zly00)) 


即 
.278 。 


2 2 
远 Fy z= jax 入 去 - dz— x) +VCD8(z—z) g's) 


下 2 92 
一 37 7 Tt) Vr) Wz,t) (8. 4. 48) 


在 p 表象 中 ,用 (p| 左 乘 式 (8.4.47), 得 
法 pp)= [dp(plHp') (py) 


=- [ae'[ 亏 一 (一 Pp 十 V (法 部 )3Cp 一 po” ,£) 


一 六 ii -9 
一 pp 十 V( 记 也 ) 人 的 (8. 4. 49) 


练习 1 利用 表象 变换 ,从 zw 二 (zx |z|z 二 x 6(z 一 ZZ) 计 算 zyy. 
=(p |z|p) =)arat (plz) lz |e) |p 
a pl dx ee wr /sr SCz/ ek pp) Ep /ih 
= 2 | dz’ ee 


—i(p—p Oz /Rn 
一 读 5 7 zi |dz e 


一 运 a9 — p) 
类 似 可 以 证 明 
psz 二 (x |p|x') 二 一 法 Fz 0 


2 
练习 2 设 粒子 的 Hamilton 量 于 一 全 十 VCz) ,V(z) 可 以 对 工 做 Taylor 展开 ,证 明 


2 
ss sh 9? 


2 半天 dr 一 允 ) 十 VCz dr CO— 7) (8. 4. 50) 


Hyy -和 Cp’ p+V( 7)dp —#) (8.4.51) 


答 :A 一 ， C= 


9 


(b) 在 A 表象 中 , 求 出 B.C 的 矩阵 ( 设 无 简 并 ). 
0 5c 
c 1 0 
参数 gc 满足 研一 c2 一 ipc. 


习 题 
8.1 设 和 矩阵 A、.B.C 满 足 A==B: 一 C= 二 1, BC 一 CB 二 iA. (a) 求 证 AB 十 BA 一 AC 十 CA=0. 

1 0 _10 5 

0 一 1 pb! 0 
8.2 和 矩阵 A 和 B 满足 A?==0,AAt 十 A+A=1,B==A+A.(1) 证 明 BF?==B. (2) 在 B 表 象 中 
求 出 A 的 矩阵 表示 式 . 
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答 :B= 


0 0 0 ez 
| ， A= : (a 实 ) 
8.3 厄 米 算 符 A 与 B, 满 足 A: 二 B= 二 1,AB 二 BA 二 0. 求 :(1) 在 A 表象 中 A 与 B 的 矩阵 表 
示 式 ,并 求 如 的 本 征 函 数 表 示 式 . (2) 在 B 表象 中 A 与 B 的 矩阵 表示 式 ,并 求人 的 本 征 函 数 表 示 
式 . (3)A 表象 到 B 表象 的 么 正 变换 矩阵 S. 
8.4 设 K 二 LM,LM 一 ML 王 1,9 为 K 的 本 征 矢 , 即 Kp==Xg,4 为 本 征 值 . 证 明 w= 二 Ly 与 
v 三 Mp 也 是 的 本 征 函数 ,相应 的 本 征 值 分 别 为 4 一 1 与 4 十 1. 
8. 5 ” 设 任 何 一 个 厄 米 矩阵 能 用 一 个 么 正 变换 对 角 化 . 由 此 证 明 ,两 个 厄 米 矩阵 能 用 同一 个 
么 正 变换 对 角 化 的 充 要 条 件 是 它们 彼此 对 易 . 
8.6 证 明 〈1) 若 一 个 六 阶 和 矩阵 与 所 有 六 阶 对 角 和 矩阵 对 易 , 则 必 为 对 角 和 矩阵 . (2) 若 它 与 
所 有 NN 阶 矩 阵 对 易 , 则 必 为 常数 和 矩阵， 
8.7 证 明 , 对 于 和 矩阵 A、B、C、…， 
det(AB) = detA 。detB 
det(S-14S) = detA 
trC(AB) = tr(BA) 
tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) 
tr(S- AS) = trA 
由 此 说 明和 矩阵 的 det 及 tr 不 因 表象 而 异 , 即 和 矩阵 的 本 征 值 之 积 不 因 表象 而 异 以 及 和 矩阵 的 本 征 值 
之 和 不 因 表象 而 异 . 
8.8 设 A 为 厄 米 或 么 正和 矩阵 (因而 均 可 以 对 角 化 ) ,证 明 ; 在 任何 表象 中 
det exp(A) = exp(trA) 
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第 9 章 自 旋 


9.1 电子 自 旋 
9.1.1 提出 电子 自 旋 的 实验 根据 与 自 旋 的 特点 


Bohr 的 量子 论 (1913) 提 出 后 ,使 人 们 对 于 光谱 规律 的 认识 深入 了 一 大 步 . 理 
论 反 过 来 促进 了 光谱 实验 工作 的 发 展 ,特别 是 在 光谱 精细 结构 及 反常 Zeeman 效 
应 方面 . 为 了 解释 光谱 分 析 中 进一步 碰 到 的 了 矛盾, Uhlenbeck 与 Goudsmit?(1925) 
提出 了 电子 自 旋 的 假设 @. 他 们 主要 根据 的 两 个 实验 事实 是 

(1) 碱 金属 光谱 的 双 线 结构 . 

例如 钠 原 子 光谱 中 的 一 条 很 亮 的 黄 线 (X5893A) ,如 用 分 辨 本 领 较 高 的 光谱 
仪 进行 观测 ， 就 会 发 现 它 是 由 很 靠近 的 两 条 谱 线 组 成 ; Di, X= 5896A; DD,， 
A 二 5890A. 

(2) 反 常 Zeeman 效应 . 

1912 年 Paschen 和 Back 发 现 反 常 Zeeman 效应 一 一 在 弱 磁 场 中 原子 光谱 线 
的 复杂 分 裂 (分 裂 成 偶数 条 ) 的 现象 例如 , 钠 光谱 线 D -=4 条 ,Ds 一 6 条 

Uhlenbeck 与 Goudsmit 最 初 提 出 的 电子 自 旋 概 念 具有 机 械 的 性 质 . 他 们 认 
为 ,与 地 球 绕 太 阳 的 运动 相似 ,电子 一 方面 绕 原 子 核 运转 (相应 有 轨道 角 动量 ) ,一 
方面 又 有 自转 ,相应 的 自转 角 动 量 为 ;= 大/2. 而 自转 角 动 量 在 空间 任何 一 个 方向 
的 投影 (例如 ,z 轴 方 向 的 投影 ;.) ,可 能 而 且 只 能 取 两 个 值 : 士 #/2. 与 自转 相 联 系 
的 磁 矩 为 /二 ei/2mc(Bohr 磁 子 ). 

把 电子 自 旋 看 成 机 械 的 自转 是 错误 的 .有 人 指出 ,设想 电子 为 均匀 分 布 的 电 


@ G.E.Ubhlenbeck,S. Goudsmit, Naturwissenschaften,13(1925),953; Nature,117(1926) ,264, 

@ 实际 上 ,是 Ralph de Lear Kronig( 在 访问 N. Bohr 研究 所 时 ) 首 先 提 出 电子 旋转 的 思想 ,但 由 于 Pauli 
的 反对 而 没有 勇气 发 表 . 这 次 Pauli 的 反对 又 恰好 是 他 反对 错 了 的 很 少 几 次 中 的 一 次 . 在 物理 学 家 中 ,Pauli 
在 判断 和 发 现任 何 理论 中 的 弱点 上 ,差不多 具有 传奇 式 的 能 力 , 因 此 ,除非 能 得 到 Pauli 的 赞同 ,很 少 人 对 他 
们 自己 的 工作 感到 完全 有 把 握 . Pauli 的 批评 惯用 该 谐 或 讽刺 的 方式 , 而且 表达 得 既 尖 锐 又 直率 ,很 少 顾及 被 
批评 者 的 声誉 ,这 一 高 度 发 展 的 批评 能 力 使 Pauli 获得 了 “物理 学 家 的 良心 ”这 一 称号 . 但 不 幸 的 是 这 一 次 反 
对 错 了 . 详 见 P. Robertson 著 , 杨 福 家 、 卓 益 忠 、 曾 谨 言 译 ,《 玻 尔 研 究 所 的 早年 岁月 X1921~1930) (科学 出 版 
社 ,1985). 

@” 当 Uhlenbeck 和 Goudsmit 的 论文 已 送出 ,但 尚未 发 表 时 ,H. A. Lorentz 就 指出 了 这 点 . 利用 不 确定 
度 关系 ,很 容易 估计 出 问题 的 严重 性 . 因为 pAp~#/rc 二 fmc?/e? 二 mc/a,a 二 e?/icAz1/137. 所 以 速度 ws 
137c, 远 超过 光速 . Pauli 当时 也 对 电子 自 旋 假设 持 反 对 态度 . 但 在 Thomas 利用 自 旋 轨道 耦合 ( 见 9. 3 节 ) 正 
确 地 计算 出 碱 金属 原子 光谱 的 双 分 裂 大 小 时 , 他 就 改变 了 态度 . 参阅 W. Pauli, Nobel Lecture，, Dec. 13 
(1945). L. H. Thomas, Nature, 117(1926) ,514; Phil. Mag. ,3(1927),1. 
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荷 小 球 , 半 径 一 = 一 e/ac2 一 2.8X10-83cm( 电 子 经 典 半径 ) , 若 要 它 的 磁 和 矩 达到 一 个 
Bohr 磁 子 , 则 其 表面 旋转 速度 将 超过 光速 ,这 当然 是 不 正确 的 . 事实 上 ,电子 自 旋 
及 相应 的 磁 矩 是 电子 本 身 的 内 豪 属 性 ,所 以 也 称 为 内 豪 角 动量 与 内 豪 磁 矩 . 它们 的 
存在 ,标志 电子 还 有 一 个 新 的 自 由 度 . 
电子 的 自 旋 及 内 豪 磁 矩 ,在 Stern-Gerlach 实验 中 得 到 了 直接 证 实 ， 
在 Stern-Gerlach 实验 中 ( 见 示意 图 9. 1) ,用 两 块 磁铁 制备 沿 z 轴 方 向 的 非 均 
匀 磁 场 . 假设 有 一 东 银 原子 (处 于 基态 ,轨道 角 动 量 /==0) 沿 > 方向 射 人 磁场 中 . 实 
验 观 测 表 明 , 和 人 射 原子 束 将 分 裂 成 两 束 ,最 后 在 观测 屏 上 出 现 两 条 亮 线 . 从 经 典 物 
理学 来 看 ,如 果 人 射 粒子 具有 磁 矩 (常数 值 , 与 粒子 坐标 ”无关 ), 则 在 非 均匀 磁 
场 B 中 将 沿 z 方向 受 力 
=—V (vB) 一 一 [GE VY)B+(B. Vn+t+nX(vVXB+(BXYXW] 
一 一 (Lv VY)B =, 2 
按照 经 典 物理 ,y 连续 变化 ,因此 在 屏 上 将 观测 到 原子 沿 z 方向 的 连续 分 布 (图 
9.1, 右 侧 所 示 ). 实验 观测 到 原子 束 分 裂 为 二 ,表明 电子 的 磁 矩 沿 z 方向 分 量 是 量 
子 化 的 ,因而 它 的 角 动 量 的 = 分 量 也 是 量子 化 的 ,只 能 取 两 个 值 . (注意 ;原子 核 的 
磁 矩 远 小 于 电子 ,对 Stern-Gerlach 实验 的 观测 无 可 观 的 影响 . ) 这 个 角 动 量 与 电子 
的 轨道 角 动量 无 关 , 它 标志 电子 有 一 个 新 的 内 襄 自 由 度 , 称 为 自 旋 (spin) , 它 并 无 
经 典 对 应 . 与 自 旋 相应 的 磁 矩 , 称 为 内 襄 磁 和 矩 (intrinsic magnetic moment). 


ez 


9. 1 Stern-Gerlach 实验 示意 图 


电子 自 旋 与 轨道 角 动量 不 同 点 如 下 : 
(1) 电子 自 旋 值 是 无 /2( 而 不 是 天 整数 倍 ). 
(2) | 内 豪 磁 矩 / 自 旋 | 王 e/nc ,而 | 轨道 磁 矩 /轨道 角 动 量 | ==e/2mc, 两 者 差 一 
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倍 . 或 者 说 ,对 于 自 旋 ,g 因子 (回转 磁 比 值 ) | g,| 一 2, 而 对 于 轨道 运动 , | g, | =1. 
无 数 实验 表明 , 除 静 质量 .电荷 之 外 , 自 旋 和 内 豪 磁 矩 也 是 标志 各 种 粒子 ( 电 
子 , 质 子 , 中 子 等 ) 的 很 重要 的 物理 量 . 特别 是 自 旋 是 半 奇 数 或 整数 (包括 零 ) 就 决定 
了 粒子 遵守 Fermi 统计 或 Bose 统计 . 
碱 金属 光谱 的 双 线 结构 及 反常 Zeeman 效应 , 正 是 由 于 电子 自 旋 这 两 个 特点 
造成 的 . 


9.1.2 自 旋 态 的 描述 


实验 表明 ,电子 不 是 一 个 简单 的 只 具有 三 个 自由 度 的 粒子 , 它 还 具有 自 旋 自由 
度 . 要 对 它 的 状态 作出 完全 的 描述 ,还 必须 考虑 其 自 旋 状态 . 确切 地 说 ,要 考虑 它 的 
自 旋 在 某 给 定 方向 (例如 ,z 轴 方 向 ) 的 两 个 可 能 取 值 投 影 ) 的 波幅 , 即 波 函 数 中 还 


与 连续 变量 r 不同,s 只 能 取 土 /2 两 个 分 立 值 , 因 此 ,使 用 二 分 量 波 函数 是 
方便 的 , 即 


| (9. 1.1) 


pr, ss) 一 | 
Cr， 大 /2) 

称 为 旋 量 波 函 数 (spinor wave function). 其 物理 意义 如 下 : 

| ylr,#/2) |? 是 自 旋 向 上 个 (5s,==#/2) ,位 置 在 r 处 的 概率 密度 ， 

iylr, 一 /2)|? 是 自 旋 向 下 y Cs 二 一 /2) ,位 置 在 r 处 的 概率 密度 . 
而 

| az1yr,/2) |? 表示 电子 自 旋 向 上 (s. = #/2) 的 概率 ， 

| ziykr, 一 和 /2) |? 表示 电子 自 旋 向 下 Cs 二 一 和 /2) 的 概率 
所 以 归 一 化 条 件 为 


=|az[ [rs#/2)|? + | gr, —#/2)|:]=1 (9.1.2) 


如 果 Hamilton 量 不 含 自 旋 变 量 , 或 可 以 表示 成 自 旋 变 量 部 分 与 空间 部 分 之 
和 , 则 互 的 本 征 波 函 数 可 以 分 离 变 量 , 即 


Pr, sz) 一 $CrOXCs,) (9. 1. 3) 
式 中 x(s,) 是 描述 自 旋 态 的 波 函 数 ,其 一 般 形式 为 
xX(s,) = | (9. 1.. 4) 


其 中 
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|a:|= |x(#/2)|* 表示 s = 无 /2 的 概率 
15|? 一 |x( 一 /2)|* 表示 *。 = 一 /2 的 概率 
所 以 归 一 化 条 件 为 


3 |xG)|=x X= (a ,6°)| 
s, =+#/2 6 


= |al: 十 |8l2=1 (9.1.5) 
特例 Sz 的 本 征 态 记 为 Xm, (5S-) ;77 不 表示 3z 的 本 征 值 . 
m, 二 1/2 自 旋 态 ( 即 自 旋 在 z 方 向 投影 为 /2 的 状态 ) 


X12 sz) 一 上 (9. 1. 6a) 
7 一 一 1/2 自 旋 态 ( 自 旋 在 z 方 向 投影 为 一 /2 的 状态 ) 
X-y2(5:) 一 9| (9. 1. 6b) 


有 时 把 它们 简 记 为 


四 


ac 和 8 构成 电子 的 自 旋 态 的 一 组 正 交 完备 基 矢 ,任何 一 个 自 旋 态 式 (9. 1. 4), 均 可 
用 它们 来 展开 


X(s:) = ag 二 的 (9. 1.7) 
而 计 及 空间 坐标 的 波 函 数 式 (9. 1. 1) ,可 以 表示 为 
p= Yr,h/2)at plr, —K/2)B (9. 1. 8) 


特例 中 心力 场 中 的 电子 , 若 忽略 自 旋 轨道 斐 合 , 则 可 以 选 (五 , 忆 ,Lz ,5z ) 为 守 
人 恒 量 完全 集 ,其 共同 本 征 态 记 为 wm, . 在 (r,s,) 表 象 中 可 写成 
po C7550) = hm (70, PO Xn, 52) = Ru (YP COs YIXm (5) (9. 1.9) 


9.1.3 自 旋 算 符 与 Pauli 矩阵 


以 下 考虑 自 旋 算 符 的 表示 . 自 旋 这 个 力学 量 虽 然 具有 角 动 量 的 性 质 ,但 与 轨道 
角 动 量 有 所 不 同 , 它 并 无 经 典 对 应 ( 当 >0, 自 旋 效 应 就 消失 了 ). 自 旋 的 系统 理论 
属于 相对 论 量子 力学 的 范围 , 它 是 电子 场 在 空间 转动 下 的 特性 的 反映 . 在 非 相 对 论 
量子 力学 中 ,可 以 唯 象 地 根据 实验 反映 出 来 的 自 旋 的 特点 ,选取 适当 的 数学 工具 来 
描述 它 . 
考虑 到 自 旋 具有 角 动 量 特征 ,假设 自 旋 算 符 s 的 三 个 分 量 满足 与 轨道 角 动 量 
相同 的 对 易 关 系 , 即 
Sz5y — Sysz 一 ls 
SySz 一 SzSy 一 is (9. 1. 10) 
SzSz — Szsz 一 1#isy 
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引进 无 量 纲 算 符 ec( 称 为 Pauli 算 符 )， 


s 一 二 (9.1.11) 
则 式 (9. 1. 10) 化 为 
O00y — O07: 一 2i0, (9. 1. 12a) 
oz 一 0 一 2io。 (9. 1. 12b) 
az — 0x0z 一 2i0， (9. 1. 12c) 
或 概括 表示 成 
[0;,0; | 一 2ieahas (9. 1. 12”) 
也 可 表示 成 
ITIXG 一 2ir (9. 1.12) 


由 于 沿 任何 指定 方向 的 投影 (本 征 值 ) 只 能 取 士 有 /2 值 ,所 以 o 沿 任 何 指定 
方向 的 投影 只 能 取 士 1, 因 而 避 、oz 及 oi 的 取 值 只 能 为 1, 即 
| = 二 = 二 二 1 (单位 算 符 ) (9. 1. 13) 
oy， 式 (9.1.12b) ,并 利用 上 式 ,可 得 
“0 一 0 ay = 2ig, os 
式 (9. 1. 12b)。o, ,类似 求 得 
O010y 一 az 一 2iozay 
以 上 两 式 相 加 ,得 ce, 十 oz 三 0. 联 同类 似 的 两 个 关系 式 , 可 概括 为 
ozoay 十 ovoz 一 0 
oy0z 十 Gz0y 二 0 (9. 1. 14) 
oz0z oos=0 


即 6 的 三 个 分 量 彼此 反对 易 . 把 式 (9. 1. 12) , (9. 1. 14) 综 合 起 来 ,得 


az Oy 一 一 0y oz 一 lg. 
Oy Oz Te Oz Oy 二 10z 
Oz Or eh Or Ox To loy (9., 1. 15) 


式 (9. 1.13)、(9. 1.15) 及 Pauli 算 符 的 厄 米 性 要 求 ,完全 刻画 了 Pauli 算 符 的 代数 
性 质 . 


练习 1 证 明 | 
Oz0y0z 一 1 (9. 1. 16) 
练习 2 证 明 
(CC。4)(c .有 ) 一 4 人 ,了 二 ir。(4X 了 ) (9. 1. 17) 
其 中 和 A 和 B 是 与 对 易 的 任何 两 个 矢量 算 符 . 
练习 3 证 明 


(ga。p)? = 二 户 ， 为 动量 算 符 
(go .DD? 二 了 一 g。1， 1 为 轨道 角 动 量 算 符 
并 由 此 证 明 G。 1 的 本 征 值 的 7 和 一 (十 1) ,1 二 0,1,2,…. 
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练习 4 设 算 符 A 与 a 对 易 , 证 明 


ol(go. A)—A=A—(g.A)o~=~iAxXs6 (9. 1. 18) 
练习 5 令 呈 = 去 (0 下定 池 
证 明 
A=0 
[e+ ,0-1] = o. (9. 1. 19) 
Lo ,or == 土 or 即 cvx 一 ct (os 土 1) 
练习 6 证 明 
ex4 一 cosA 十 这 。 人 sinA (9.1. 20) 
其 中 A= 14| ,A 二 4/A 表示 A 方 向 的 单位 矢量 ,A 是 与 a 对 易 的 任何 矢量 . 特别 是 
exp(ig.0) = cos0 十 josinb (9. 1. 21) 


提示 :利用 二 0 二 二 1 


以 上 是 Pauli 算 符 满足 的 抽象 代数 式 . 下 面 我 们 选 一 个 具体 表象 把 它们 表示 
成 矩阵 形式 . 习惯 上 选 o. 表象 , 即 ex 对 角 化 的 表象 . 由 于 o 只 能 取 士 1, 所 以 cc 算 


阵 可 表示 为 
a 
O02 一 (9. 1. 22) 
0 一 1 
令 vo, 矩阵 表示 为 
a c 
or 一 | | (9. 1. 23) 
bd 


a.bwc 与 d( 复 数 ) 待 定 . 考虑 到 wo* 一 一 co。, 得 


所 以 


于 是 cz 简化 为 


oO 


再 根据 厄 米 性 要 求 c+ 一 ,可 得 < 一 六 ,所 以 
| 
Ozr 一 
0” 0 
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| i 图 人 (单位 矩阵 ) 


b* 0jlb* 0 0 |ol? 
所 以 
|6|l?=1 
因而 可 以 令 
b= 二 ee (wa 实数 ) 
于 是 


利用 式 (9. 1. 15) 的 最 后 一 式 , 可 得 


0y 一 一 1020v 


1 0 0 er 0 
一 一 i | 一 一 i 
0 一 JUle 0 一 ea 


(9. 1. 24) 


e' 
| (9. 1. 25) 
0 


我 们 知道 ,量子 力学 中 力学 量 在 任何 表象 中 的 矩阵 表示 ,都 有 一 个 相位 不 定性 . 习 


惯 上 , 取 a 二 0(Pauli)2, 得 


| (fo -i 人 
Ol .Ol | 


这 就 是 著名 的 Pauli 矩阵 ,其 应 用 极为 广泛 ,读者 应 牢记 . 


Or 一 


练习 7 令 
4 二 去 (os 土 io,) 
在 Pauli 表象 中 
0 1 0 0 
一 
证 明 : 
oza 一 az8 = a 
oya = 1p, op 一 一 jw 
a+a 一 0， orB=a 
o-a= Bp, o- B=0 
练习 8 令 


@® W.Pauli,Zeit. Physik,43(1927),601. 


. (9. 1. 26) 
a a 


(9. 1.27) 


(9. 1. 28) 


(9. 1. 29) 
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(1) 证 明 :P+ 十 P_=1， 有 一 P， 严 =P_ ，PP =P_P =0 
(2) 在 c 表象 中 , 写 出 Pi 的 矩阵 表示 式 ， 


(3) 证 明 ， 
一 4 ， P: 


| 和 ' 分 别 是 “ 自 旋 向 上 ”(s. 二 1/2) 和 “ 自 旋 向 下 ”(s, 二 一 1/2) 的 态 ,所 以 Ps 分 别 为 自 旋 投 


a 


P+ | 


1 


0 
影 算 符 . 
练习 9 设 A.BC 是 与 6 对 易 的 算 符 ,证 明 . 
TrGCa。A4) 一 0 
Tri(e.A)(g.B)]=24.B 《9. 1. 30) 


TrLCc .4)(cv.B)(C vcC] 一 2i(4XB) 。C 一 24。(BXOC) 
设 A 和 B 为 常 和 拓 , 则 
Tree4 一 2cosA,， A= |A| 


A.B 
AB 


练习 10 ”证明 找 不 到 一 个 表象 ,在 其 中 : (a) 三 个 Pauli 矩阵 均 为 实 矩 阵 ,或 (b) 二 个 是 纯 虚 
矩阵 ,而 另 一 个 为 实 矩 阵 . 

”练习 11 证 明 w .osoc 及 TI(2X2 单 位 矩阵 ) 构 成 2X2 矩阵 的 完全 集 , 即 任何 2X2 矩阵 均 

可 用 它们 的 线性 组 合 来 表达 . 任何 2X2 矩阵 M 可 表示 成 


M= 六 [CTrMDI 二 TrGMa) 0] 


提示 :利用 TrI=2,Tre=0. 
练习 12 设 Ag= 二 oA, 则 A 为 0 或 常数 和 矩阵. 
练习 13 设 Ag= 一 eA, 则 A=0 


“9.1.4 电子 的 内 豪 磁 和 矩 


电子 自 旋 和 内 店 磁 矩 的 系统 理论 将 在 Dirac 的 相对 论 性 量子 理论 中 讨论 ( 见 ( 卷 卫 》)). 下面 
给 出 一 个 简单 的 非 相 对 论 性 理论 的 说 明 中 . 
一 个 非 相 对 论 性 的 自由 粒子 的 Hamilton 量 , 通 常 表示 为 
一 严 
2p 
如 果 粒 子 带电 ,例如 电子 荷 电 一 e, 处 于 外 磁场 B 一 Y XA 和 中, 按 7.1 节 的 讨论 ,其 Hamilton 量 可 
表示 成 


Tr(Ces'4eca) 一 2cosAcosB— 2 


sinAsinB (9. 1. 31) 


(9. 1. 32) 


2 
(P+ £4) 


He 


(9. 1. 33) 
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其 中 己 为 正则 动量 ,在 坐标 表象 中 ,P 一 一 壕 V . 式 (9.1. 33) 可 化 为 
eA? 


H= 务 +2 二 (9.1. 34) 
若 采 用 Coulomb 规范 (VV .A==0)， EE 
2 和 eA (9. 1. 35) 


2uc? 
上 式 右 侧 最 后 一 项 是 反 磁 项 ,通常 情况 下 比较 小 ,可 以 略 去 . 对 于 均匀 磁场 , 取 A 一方 BXr, 则 上 
式 右边 第 二 项 化 为 
一 二 .有 一 -1 .有 8 一 一 忆 。 
0 。 卫 一 Boe B py B mm.*B (9. 1. 36) 
其 中 
pw =— ol (9. 1. 37) 


表示 电子 的 轨道 角 动量 带 来 的 磁 矩 , 称 为 轨道 磁 矩 . 但 如 果 考 虑 到 电子 有 自 旋 ,假设 自由 电子 
的 Hamilton 量 表示 为 


H= oe (9. 1. 38) 
在 没有 外 磁场 的 情况 (g。p)’ = 二 pF, 上述 Hamilton 量 得 不 出 什么 新 的 东西 . 但 在 外 磁场 B= 二 V X 
和 中 ,五 化 为 
EE 。 (P+ £4) | 
H A 
2p 
利用 式 (9. 1.17), 互 可 化 为 
(P+-<4) 
I [ (P+ £4)x (P+ 4) | (9. 1. 39) 
a 1. 33)， 它 包 含 电子 轨道 碰 逢 与 外 磁场 的 相互 作用 . 第 二 项 可 化 为 
ze ， (PXA+AXP)= pp (一 过 YX 4) = pi B=—h,.B (9.1.40) 
其 中 
bs =— pd 一 一 (s 一 去 0) (9. 1. 41) 


ji 可 以 理解 为 与 自 旋 s 相应 的 磁 矩 ( 称 为 内 豪 磁 矩 ). 式 (9. 1. 40) 表 示 电 子 内 豪 磁 矩 与 外 磁场 了 
的 相互 作用 能 ,内 豪 磁 矩 的 值 即 Bohr 磁 子 遍 比较 式 (9. 1. 41) 与 (9. 1. 37) ,可 知 内 裹 磁 矩 
的 g 因子 比 轨道 磁 矩 的 g 因子 要 大 一 倍 . 


9.2 总 角 动 量 


电子 自 旋 是 一 种 相对 论 效 应 . 可 以 证 明 , 在 中 心力 场 V(r) 中 运动 的 电子 的 相 
-对 论 波动 方程 (Dirac 方程 , 见 本 书卷 卫 ) ,在 过 渡 到 非 相 对 论 极限 时 , Hamilton 量 
中 将 出 现 一 项 自 旋 -轨道 耦合 项 ( 称 为 Thomas 项 ) 
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élr)s。l 


wb ld a 
其 中 $7) 一 5 (9. 2. 1) 


上 为 电子 质量 ,c 为 光速 . 在 处 理 正常 Zeeman 效应 时 , 因 外 加 磁场 很 强 , 自 旋 轨道 
耦合 项 相对 说 来 是 很 小 的 ,可 以 忽略 . 但 当 所 加 磁场 很 弱 ,或 没有 外 场 的 情况 ,这 项 
作用 对 能 级 与 光谱 的 影响 (精细 结构 ) 就 不 应 忽略 上 碱 金属 元 素 光 谱 线 的 双 分 裂 
及 反常 Zeeman 效应 都 与 此 有 关 . 在 原子 核 的 壳 结 构 中 ,核子 之 间 的 强 自 旋 轨道 耦 
合 起 了 极为 重要 的 作用 ( 见 9. 6 节 ). 

当 计 及 自 旋 轨 道 耦合 作用 之 后 ,轨道 与 自 旋 角 动 量 分 别 都 不 再 是 守恒 量 , 因 为 


[1l,s .1| 关 0， [s,s e130 (9. 2. 2) 


定义 总 角 动 量 算 符 
j =i 十 s (9. 2. 3) 
则 可 以 证 明 , 在 中 心力 场 中 电子 的 总 角 动 量 j 为 守恒 量 . 考虑 到 1 与 分 别 属于 不 
同 自由 度 ,彼此 对 易 ， 
[lssg]=0 (a,B= zx,y,z) (9. 2. 4) 
可 以 证 明 , 与 1 和 s 一 样 ,j 的 三 个 分 量 满足 下 列 对 易 式 
Lj, | es 1 大 大 
[jy ,jz 二 1h (9. 2. 5) 
E37 = 1#7, 
令 
a Rr en 
也 可 以 证 明 产 与 7 的 三 个 分 量 都 对 易 ， 


[j*,j.]=0 (a 一 了 yz) (9. 2. 6) 
利用 式 (9. 2. 3) 和 式 (9. 2. 4) ,容易 证 明 
[7,s .中 一 0 (9. 2.7) 


所 以 在 计 及 自 旋 轨 道 耦合 的 情况 下 ,尽管 1 和 8 都 不 是 守恒 量 ,j 为 守恒 量 . 还 可 以 
证 明 , 虽 然 1 不 再 是 守恒 量 ,但 仍然 是 ,因为 

[fF,s.1]=0 (9. 2. 8) 

因此 ,在 中 心力 场 中 电子 的 能 量 本 征 态 可 以 选 为 守恒 量 完全 集 ( 互 ,已 , 产 ,7-) 


的 共同 本 征 态 . 它 的 空间 角度 和 自 旋 部 分 波 函 数 则 可 取 为 (已 , 产 ,7-) 的 共同 本 征 


@ 对 于 类 氧 离子 ， 
一 222 二 4 
VO 
作为 数量 级 估计 ， 
&( en _ ee :LN 一 3 一 了 21/ 2 和 
Ds lv fn- (3 ~27eV. (137) 一 14X103eV (一 起 /te2,Bohr 半 径 ) 
属于 精细 结构 的 能 量变 化 范围 . 
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态 . 此 共同 本 征 态 在 (bg,p,s.) 表 象 中 可 表示 为 
| 


$0,9, 一 大 /2) $2 (0, 9) 
首先 要 求 上 是 三 本 征 态 , 即 
R$ 二 Cp (C 为 常数 ) 


(9. 2. 9) 


亦 即 
[gi = C$i 
Fy, 一 Cg， 
所 以 ,#1 与 $o 都 应 是 EF 的 本 征 态 , 并 且 对 应 相同 的 本 征 值 . 
其 次 ,要 求 $ 为 天 的 本 征 态 
网- 全 
p2 加 
即 
$1 Il 0|lg /|B1 
ole 
因此 


L$1 = (2 


Lz 一 (天 十 间 ) 


所 以 ,$i 与 8 都 应 是 /. 的 本 征 态 ,但 对 应 的 本 征 值 相差 大 因此 式 (9.2.9) 可 以 


取 为 
aYr 
(9. 2. 10) 


DY7 


$ 0,9,5:) = | 


这 样 就 已 保证 它 是 与 j, 的 共同 本 征 态 ,本 征 值 分 别 为 LCL 十 1) 起 和 Gm 十 1/2) 天 . 
此 外 ,我 们 还 要 求 $ 为 j7? 的 本 征 态 . 利用 
六 二 (十 s)? 一 有 十 %2 十 2s 。1 


r 十 于 本 Ts 


r 十 二 家 十 大 。 Re | 
= i (9. 2.11) 
K+ 1 十 了 > 
其 中 
生涯 流 半 能 
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把 式 (9. 2.11) 代 入 产 的 本 征 方程 


了 Le 一 对 pa (无 量 纲 ,待定 ) (9. 2. 12) 
利用 
LY? 一 起 VCG 干 mo)C 主 关 十 1 Yr 
可 得 出 


[x+D 十 半 tmhYr+ VO 


pg rp [e+ 1) + 说 = D | 一 bYrt 
上 两 式 分 别 乘 YY 、Y?*+1 ,对 (0,o) 积 分 后 ,得 
[+ 十 二 十 mm 一 人 7 ey EY 


Ve [x+D 十 羡 一 (mm 十 了 一 外 一 0(9.2.13) 
这 是 确定 a 和 2 的 线性 齐 次 方程 ,有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 是 
a, 十 了 ee 


一 0 (9.2.14) 
Vy 1 十 D) 十 二 一 四 一 1 一 
解 出 4 的 两 个 根 ,得 
A = +1/2) C+3/2) 
ha = (一 172)C 十 1/2) (9. 2. 15) 
或 表示 成 
二 (9. 2. 16) 
把 7 一/ 十 1/2 这 个 根 代 入 式 (9. 2. 13) 中 任何 一 式 , 得 
a/b= VC 十 和 十 1)7C 一 7 ) (9. 2. 17) 
同样 ,把 ?一 :一 1/2 这 个 根 代 入 式 (9. 2. 13) ,得 
力克 岂 7 (9. 2. 18) 


把 式 (9. 2. 17) 与 (9. 2. 18) 代 入 式 (9. 2. 10) ,利用 归 一 化 条 件 , 并 取 适 当 的 相位 ,可 
得 出 (F,j?,j.) 的 共同 本 征 态 如 下 : : 
对 于 j 二 1 十 1/2 情况 ， 
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gy 1 cE 十 1 加 
”0 yz /一 一 一 一 一 
V2L 十 1 LVi—mYrt 


/十 加 十 1 mw [—m jm 
对 于 j 二 /一 1/2(4 关 0) 情 况 ， 


$(0,9»5.) = — | | 
;0,5z) 二 
/DTT 


人 /和 Yr i l gyrt (9. 2. 19b) 
式 (9. 2. 19a) 和 (9. 2. 19b) 是 (FE ,7?,j,) 的 共同 本 
征 态 , 相 应 的 本 征 值 分 别 为 (十 1) 起 ,jG 十 1) 
大 和 m# 二 《Cm 十 1/2) 大, 式 中 ,j=l 十 1/2， 
/一 1/2( 了 0 情况 ). [但 注意 , 式 (9. 2. 19) ,并 不 
是 4 与 5 的 本 征 态 ] 
式 (9. 2.19a) 中 ,j= 二 1 十 1/2. 从 Y7 来 考 . 
虑 ,omx 一 /. 从 Y :来 考虑 ,moon 一 一 (1 十 1)， 
所 以 m 可 能 取 值 为 
77 一 1 0, 一 (十 1) 
而 mj 三 m 十 1/2 相应 的 可 能 取 值 为 
i 二 1/2,7—1/2,…,1/2,…, 一 (1 十 1/2) 
即 一 7 一 1 1/2 一 六 共 (217 十 1) 
个 可 能 取 值 (图 9. 2). 
式 (9. 2. 19b) 中 ,7 一/ 一 1/2(1 尖 0). 从 Yz 来 考虑 ,mm 一 一 上 ( 当 m 一 一 /一 1 时 ， 
g% 一 0). 从 Y7 :来 考虑 ,msx 一 /一 1( 当 mm 一 时,% 一 0). 所 以 mm 的 可 能 取 值 为 
/一 1 一 2 一 /十 1, 一 / 
而 mj 二 m 十 1/2 相应 的 可 能 取 值 为 
1 一 1/2,1 一 3/2,…, 一 1 十 3/2, 一 1 十 1/2 
即 mj 二 jj 一 1,… 一] 十 1, 一 j, 共 (2; 十 1) 个 可 能 取 值 . 
概括 起 来 ,(P ,i,j,) 的 共同 本 征 态 可 记 为 plim; ， 
7 三 lL 十 1/2 情况 , (mj 二 m 十 1/2) 
二 可 /二 罗干 1Y7 
VAUTT Vay | VY Vm Yr 


1 十 加 十 1、， 7 二 
27 十 1 YYXwz 十 py (9. 2. 20a) 


j 二 /一 1/2(L 关 0) 情 况 , mj 二 m 十 1/2) 


图 9.2 自 旋 与 轨道 角 动 量 的 耦合 


1 | vV7J 十 zz Yr 


gm 了 
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1 | — Vi—mY? 
2/ 十 1 VFmiiYr| V27 十 2 pe 


[CO—m rm m | 
NT Yn te Yr (9. 2. 20b) 
注意 :在 ! 一 0 情况 ,不 存在 自 旋 轨 道 耦合 ,总 角 动 量 即 自 旋 ,j 一 * 一 二 ,mi 一 m 
一 土 1/2. 波 函 数 可 以 表示 成 非 耦合 形式 


l - re 


i -去 | (9. 2. 21) 


态 ( 表 9. 1): 


表 9.1 


1/2 3/2 3/2 5/2 5/2 7/2 
Py2 P32 ds/2 ds/2 fs/s fr/2 


o°* 1 一 ac 十 oa Lo (9. 2. 22) 


7/2 9/2 
B87/2 89/2 
练习 1 证 明 
其 中 
丰 一 志士 亡 ， 中 一 到 (地 士 加 ) 
例 1 证 明 gim 是 s， [一 专 o* 1 的 本 征 态 .利用 


=P+e+2s.1=F+ 地 大 十 i "1 


得 
he "1= (一 P 一 社 夫 ) (9. 2. 23) 
不 难 求 出 
oe Wom = [jG+FD—LUTD— 2 |igom, 
Le 了 一 /十 1/2 
十 rT (9. 2. 24) 
所 以 ,在 $m 态 下 
态 ， 三 [十 1/2 
Wy 人 pe et Te 
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“为 证 :利用 9.1 节 , 式 (9.1.17), 可 得 
(orDle:D=P tig. (XD -Pim.1 
= Di—ho .1 
作为 (ga， DD 的 二 次 方程 ,不 难 求 出 它 的 两 个 解 为 ,一 (十 1 天 
对 于 c。! 一 访 ， 
==[ G+D 二 入 二 7 本 ?二 (01/2)C+3/2) 相 一 jG 十 DD 本 , 即 j=1 十 1/2. 


对 于 @* 1 一 一 (十 1 丰产 一 (一 1/2)( 十 1/2) 不 , 即 j==! 一 1/2(1 关 0). 


例 2 证 明 

人 了 一 7 十 1/2 
—m/G++1), 了 一 /一 1/20 天 0) 
利用 式 (9. 2. 20) 及 ca 一 aa ES 


/7 一 IT mi 十 二 
0:$im, 一 二 Ty 


再 利用 a 和 BB a ee 
j++m 7 一 7 
27 27 


Cjmj | oo | jm;) = 


(jm | o: |jm;) = = mj/j 


类 似 可 证 明 , 对 于 7 一 :一 1/2(! 尖 0) 
7 一 号 十 1 7 十 号 十 1 _ 


2j 十 2 2 二 2 0 


Cjm; |o: |jm; ) = 


对 于 zm 二 j, 则 有 
1， j= 十 1/2 
ee 7 一 /一 1/2( 和 0) 
“ 另 证 :利用 [参阅 9. 1 节 , 式 (9.1.18)] 
olo°* Dile* Do=2I 
对 im, 态 求 平均 ,由 于 sm 也 是 。 1 的 本 征 态 ,所 以 
(@)((@* D) = (DD 


(i161j7) = 


由 此 得 
和) 一 们 十 去 (@) = (lo 十 二)(@) 
在 $im 态 下 
Gj) =)=0, (0) =mi 
因此 
《0z) 二 (oy) 二 0 
而 
(0) 一 mw#/((o*DD 十 二 )= 4 . oe 
—m/G+D), j=/l—1/2(@#0) 
即 式 (9. 2. 27). | 


(9. 2. 26) 


(9. 2. 27) 


(9. 2. 28) 


(9. 2. 29) 
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“ 例 3 粒子 的 磁 甜 . 
质量 为 m 的 粒子 的 磁 矩 算 符 为 
k= 8 十 g8 (9.2. 30) 
对 于 电子 ， 


8 —=— e/2mc ,pg =— e/mc 
(一 e) 为 电子 电荷 ,c 为 光速 . 若 磁 和 矩 用 Bohr 磁 子 2 二 -为 单位 , 则 1 与 s 都 无 量 纲 . 对 于 电子 ,g 因 


子 为 
g 一 一 1， g; 一 一 2 (单位 :Bohr 磁 子 ) 
对 于 质子 ( 带 正 电 e, 自 旋 /2, 内 店 磁 矩 的 实验 测量 值 为 ,一 2. 793 核磁 子 ) (核磁 子 二 ek/2myc， 
mz 为 质子 质量 ) , 即 
gi 二 1]， 太一 5.586 (单位 :核磁 子 ) 
对 于 中 子 ( 不 带电 , 自 旋 2, 内 豪 磁 和 矩 的 实验 测量 值 为 y, 二 一 1. 913 核磁 子 ), 即 
8 一 0， g; 一 一 3.826 (单位 :核磁 子 ) 
实验 上 测量 的 磁 矩 是 这 样 定 义 的 ; 
4 = Cjim; | pe | jos》 |m=; = Cj | p177) (9. 2. 31) 
根据 式 (9. 2. 30)， 
pz 一 Bo 十 gs 一 gijz (gs — 1) se 
利用 式 (9. 2. 27) ,容易 得 出 | 


(g; — 1)/2, 7 三 7 十 1/2 
X= gy 十 7 (9. 2. 32) 


一 一 (& 一 8)/2， j=l—1/2,(L*0 
jis g1)/ J /2,(( 天 0) 


这 就 是 原子 核 理论 中 常用 的 单 粒 子 磁 和 矩 公 式 ( 称 为 Schmidt 公式 ). 
对 于 电子 , 磁 矩 为 (Bohr 磁 子 ) 


一 7 一 17/2， 了 一 7 十 1/2 
ss . 9. 2. 33 
人 了 一 /一 1/2,( 天 0) 4 
对 于 质子 和 , 磁 矩 为 (核磁 子 ) 
. [j 十 2. 293， 了 一 7 十 1/2 
= 9. 2. 34 
人 人 ji 一 7 一 1/2,( 天 0) ， 
对 于 中 子 , 磁 矩 为 (核磁 子 ) 
一 1.913， 一 7 十 172 
p= | ES eh (9. 2. 35) 
1.913j/G+1), 了 一 /一 1/2, (天 0) 
“ 例 4 四 极 矩 . 
一 个 粒子 的 四 极 矩 算 符 定义 为 
Q: 一 3zz — 7 6 (9. 2. 36) 


其 中 (zi ,zz ,x3) 二 (zx,y,z), 即 
Qu 一 3zy = 3r sin: Ocospsing 
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Q» = 3 = 3r sin’: bcosbsinp 
Qs = 3zzr = 372 sin? Ocosbcosg 
Qz= 一 2 达 一 光一 好 一 72(3sin?bcoszp 一 1) 
Qo 一 2yY 一 对 一 好 一 7 (3sin? sin? 9 — 1) 
Q- 王 2 对 一 巡 一 多 一 72(3cos20 一 1 
Q@Qx 乘 以 粒子 的 电荷 , 则 为 粒子 的 电 四 极 矩 . 显然 
>)JQi = Qs +TQn 二 Q- =0 (9. 2. 37) 


Qs 中 只 有 5 个 独立 . 为 便于 讨论 它们 在 转动 下 的 性 质 ,可 以 把 它们 线性 秋 加 ,以 成 2 阶 球 张 量 ， 


= /3 
Q- = i162” (9. 2. 38) 


对 于 无 自 旋 粒 子 , 实 验 上 给 出 的 四 极 矩 定义 为 
Q= (ym | Qe | Ylm) | = (YU | Q, | YU) (9. 2. 39) 
其 中 7Y 是 为 完全 标记 粒子 态 所 需 的 其 他 量子 数 . 对 于 中 心力 场 中 的 粒子 ,7 可 取 为 径 向 量子 数 
mr 此 时 ,粒子 波 函 数 为 


Wi (7,0,9) = Rs (PD YP (0,9) 一 二 Ke(rDYF 0,9) 


可 以 证 明 中 
_ 210+1)— 6m 
(nlm | Qs | n,m) = CI") (9. 2. 40) 
其 中 
(12 ) 一 72 | Xn 7) | 2 dr 
所 以 
Q=— (7) (9. 2. 41) 
2l 十 3 2 
对 于 自 旋 为 1/2 的 粒子 , 设 所 处 状态 为 yhim, 二 Rw (7) X pim;《9,9,5:) ,类 似 可 求 出 
a oo = 
Q= (nljm; | Qe [nljim;) a pr (9. 2. 42) 


其 中 
: 2) = RCD ?dr 

公式 (9. 2. 42) 是 核 物理 中 常用 到 的 . 值得 注意 ,对 于 j=1/2 态 ,Q 值 恒 为 0, 即 观测 不 到 电 四 
极 矩 . 


@ 利用 
(Um | (3cos26 一 1) | lm)=3(lm | cos20| lm)—1 
以 及 公式 [ 见 附录 四 , 式 (A4. 37)] 


7 一 一 5 
COSOYT =atm Yit1i,mTarim YR1, am 一 人 / Bes 


(mleos?lim)= | | cosgYy | 2d0=a8, Taf1,m 
用 am 值 代入 , 即 得 式 (9. 2. 40)， 


得 
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练习 2 证明 


Dnmla. lim) = 0 (9. 2. 43) 


m=—{ 


提示 ， Dm 党 寺 1 十 D21 寺 DD 
9. 3 碱 金属 原子 光谱 的 双 线 结构 与 反常 Zeeman 效应 
9.3.1 碱 金属 原子 光谱 的 双 线 结构 
碱 金属 原子 有 一 个 价 电 子 ( 见 9.5 节 ), 原 子 核 及 内 层 满 过 电子 (“原子 实 ”) 对 
它 的 作用 ,可 近似 用 一 个 屏蔽 Coulomb 场 V(r) 描 述 . 碱 金属 原子 的 低 激 发 能 级 是 


由 价 电子 激发 而 来 . 价 电 子 的 Hamilton 量 可 表示 成 [ 见 9.2 节 , 式 (9. 2. 1)] 
: H= Ce 二 él(r)s。l 


1 dV (9. 3. 1) 
3 
在 此 情况 下 ,守恒 量 完全 集 可 选 为 ( 互 ,已 , 产 ,7.) ,它们 的 共同 本 征 态 可 以 表示 为 
YCrs0,9»5:) = Rr) $im, (gpysz) (9. 3. 2) 


其 中 角度 部 分 及 自 旋 部 分 波 函 数 可 选 为 (F ,j? ,j,) 的 共同 本 征 态 $ym 《90,9,s:). 式 
《9. 3. 2) 代 入 Schr6dinger 方程 
2/19 .30 _ EE 
[= 2 入 ”天 2 3)+tV + és 。 ly = Ey (9. 3. 3) 
利用 9. 2 节 , 式 (9. 2. 23) 


2 
5 一 [DG 十 D) 一 上 4 十 D) 一 3/ 和 gm 
天 2 
区 多 om ， 5 一 /十 17/2 (9. 3. 4) 


-Ut Dg j=l—1/2(>D) 


式 (9. 3.3) 可 以 化 为 


二 1d:d LD | a 
ed 人 #7 [RD = ER(D,j = 1+1/2 


(9. 3. 5) 


1dsd (二 SO 
人 
民 ; WFd 由 


当 0 a ne 
量 本 征 值 , 它 与 量子 数 (n,7,j) 都 有 关 , 记 为 Ew ,能 级 是 (2; 十 1) 重 简 并 . 在 原子 中 ， 
V(7) 过 0( 吸 引力 ),V (7) 之 0, 所 以 E77) 之 0. 因此 

Ej=ir1/2 > Ej=11/2 ; (9. 3. 6) 


CD |RCD = ER(D,; = 7 一 1/2 
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即 7 一 十 1/2 能 级 略 高 于 7 一 /一 1/2 能 级 ,但 由 于 自 旋 轨 道 耦合 项 较 小 ,所 以 ,两 条 
能 级 很 靠近 , 这 就 是 碱 金属 双 线 结构 的 由 来 . 
计算 表明 , 自 旋 轨 道 耦合 造成 的 分 裂 
AE = Ej=t — Ewj=11/2 (9. 3.7) 
随 原子 序数 2 增 大 而 增 大 ?了 . 对 于 碱 金 属 原子 , 锂 的 双 线 分 裂 就 很 小 ,不 易 测 出 . 


从 钠 开 始 就 比较 显著 ,如 图 9. 3 所 示 . 钠 原 子 基 态 电子 组 态 (电子 在 各 单 粒 子 能 级 


SA 
5 
5d 5/2,3/2 
让 4f712,512 
4 上 5s1/2 4d 5/2.3/2 
3d 5/2.3/2 
4s1/2— 
3 
2 3p1/2 
1 
0 3s1/2 
(eV) 


图 9.3 钠 原 子 能 级 图 及 光谱 的 双 线 结构 ,图 中 只 标 出 了 可 见 光 部 分 的 双 线 
取 自 E. H. Wichman, Berkeley Physics Course, Vol. 4,Quantum Physics ,chap. 3,p. 116 ,图 32A. 


(对 于 类 和 拨 原 了 ,V07) 一 一 人 ,8Ds* [一 索 后 广 :* 上 作为 一 级 微 扩 论 估计 , 双 线 分 裂 大 小 为 


利用 
eallr?|aD=( 声 ) 1 
Ze /ZY 1 
可 得 A 2 z( 充 LTD 


AE 随 Z 增 大 而 迅速 增 大 ,但 随 4 增 大 而 减 小 . 


站 和 全 
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上 的 填 布 , 见 9.5 节 ) 是 (1s)?(2s)?(2p)s C3s)!, 即 价 电子 处 于 3sws 能 级 . 对 于 s 能 
级 (一 0), 没 有 自 旋 轨道 耦合 分 裂 . 钠 原子 的 第 一 激发 态 是 价 电子 激发 到 3p 能 级 . 
由 于 自 旋 轨 道 耦合 ,3p 能 级 分 裂 为 两 条 ,3p;j: 能 级 略 高 于 3py 能 级 . 这 两 条 靠近 的 
能 级 上 的 电子 往 基 态 跃 迁 ,就 产生 钠 黄 线 , 即 

3pa 一 3S1/? D; 波长 二 5890A 

3pz 一 3sys ”DD 波长 之 5896A 


d,f,… 等 能 级 的 分 裂 都 非常 小 ,一 般 实验 中 观测 不 出 来 ,这 是 由 于 在 这 些 能 级 上 的 
电子 离开 原子 核 的 平均 距离 较 大 , 自 旋 轨道 耦合 作用 很 小 的 缘故 . 


9.3.2 反常 Zeeman 效应 


在 强 磁场 中 ,原子 光谱 线 发 生 分 裂 ( 一 般 为 3 条 ) 的 现象 , 称 为 正常 Zeeman 效 
应 ,这 在 7. 3 节 中 已 讨论 过 . 设 外 加 磁场 方向 取 为 z 轴 方 向 , 按 7. 3 节 , 碱 金属 原子 
中 价 电子 的 Hamilton 量 为 


H= p:/2u+V() 2 (9. 3. 8) 


B 为 磁场 强度 . 设 HH, 二 =p?/2u 十 V(r) 的 能 量 本 征 值 记 为 Ei ,对 应 的 波 函 数 可 以 取 
为 守恒 量 完全 集 (H, ,EF ,1,) 的 共同 本 征 态 

Ym C7,0,9) = Ry (7)Y? (0,9) (9. 3. 9) 
则 互 本 征 值 忆 为 


更 一 杞 十 下 i 人 (9. 3. 10) 


能 级 简 并 完全 被 解除 ,但 波 函 数 不 变 , 仍 为 (HH, ,PL ,7,) 的 共同 本 征 态 . 
在 式 (9. 3. 8) 中 未 计 及 电子 内 豪 磁 矩 与 外 磁场 的 相互 作用 . 车 计 及 这 项 作用 ， 
则 五 应 取 为 
囊 一 严 /2 十 V(r) 人 于 过 (9. 3. 11) 
它 的 本 征 函 数 的 空间 部 分 仍 为 式 (9. 3. 9) ,而 整个 波 函 数 可 取 为 ( 互 ,[ ,1,,s,) 的 共 
同 本 征 函数 gw (7,0,9;5.) 二 J (7,0,9)x (5.) ,而 能 量 本 征 值 则 为 


Emm = Es 和 (m+2m) (ms 一 士 1/2) 


Ss 十 关 Cd (9. 3. 12) 
pc 


如 图 9. 4 所 示 . 考虑 到 光 辐 射 跃迁 选择 定 则 , Am, 二 0( 见 12.5 节 ), 跃 迁 只 能 
分 别 在 m, 二 十 1/2 和 m, 二 一 1/2 两 组 能 级 内 部 进行 ,因此 尽管 能 级 有 所 改变 [ 比 
较 (9. 3. 12) 式 与 (9. 3. 10) 式 ], 对 谱 线 分 裂 却 没有 影响 . 可 以 看 出 ,能 级 ( 谱 线 ) 分 裂 
的 大 小 与 磁场 强度 B 成 正比 . 
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3p ---- 


m 
ml m,—1/2 
未 加 外 磁场 加 上 强 磁场 8 


图 9.4 钠 黄 线 的 正常 Zeeman 分 裂 (= 基 ) 


当 所 加 外 磁场 很 弱 时 , 自 旋 轨道 耦合 并 不 比 外 磁场 作用 小 , 则 需 一 并 加 以 考 


虑 , 即 Hamilton 量 应 取 为 

H= 严 /20 十 V(r) + 区 人 十 25.) 十 ms .1 
eB 
Zp 
要 严格 处 理 上 式 最 后 一 项 ,是 很 麻烦 的 . 为 此 先 不 考虑 最 后 一 项 , 则 互 本 征 值 问题 


与 处 理 碱 金属 光谱 线 双 分 裂 相同 ,此 时 (E, 产 ,7-) 仍 为 守恒 量 , 五 的 本 征 态 仍然 可 
以 表示 成 


一 严 /20 十 VCr) 十 Er)s 。 I + 外 ,, (9. 3. 13) 


priim; C7»0, 9» 5) = Rj (7) $im, (0, 9, sz) (9. 3. 14) 
相应 的 能 量 本 征 值 为 

Be i i 二 

六 是 方程 (9. 3. 5) 的 能 量 本 征 值 . 当 无 外 磁场 时 (B= 二 0, 因 而 or 一 0) ,能 级 为 (2j 十 

1) 重 简 并 . 而 在 有 磁场 的 情况 下 , 它 分 裂 为 (2; 十 1) 条 能 级 Gm; 二 j,j 一 1,…, 一 7)， 

即 Ew ,能 级 简 并 完全 解除 . 注意 :(27 十 1) 为 偶数 ,这 就 可 以 解释 反常 Zeeman 效 
应 的 特点 (光谱 线 分 裂 为 偶数 条 , 见 图 9. 5). 


(9. 3. 15) 


注 :严格 处 理 (9. 3. 13) 式 最 后 一 项 的 困难 在 于 :尽管 [E ,5 | 二 0， Lj: ,5 二 0, 但 [7? ,5<] 天 0， 

即 产 不 再 是 守恒 量 ,因而 j 不 再 是 好 量子 数 . 但 对 于 弱 磁 场 (B 很 小 ) , 式 (9. 3. 13) 最 后 一 项 ws 

可 以 看 成 微 扰 . 在 简 并 态 微 扰 论 一 级 近似 (参阅 11. 3 节 ) ,可 略 去 不 同 7 态 的 混合 , 即 分 别 局 限 
»。 301 。 


在 Eu G 一 / 士 ]/2) 的 诸 简 并 态 所 张 开 的 (27 十 1) 维 子 空间 中 把 (9. 3. 13) 式 所 示 的 五 对 角 化 . 在 
此 空间 中 ,考虑 到 [7。 ,s | 二 0, 微 扰 CUL Sz 已 经 是 对 角 化 , 即 


(Wms | ose | ljm;) = on dmm; Cjms | se | ljm;) (9. 3. 16) 
按 简 并 态 一 级 微 扰 近似 和 9. 2 节 , 式 (9. 3. 27) , 微 扰 对 能 量 的 贡献 为 
m;/2j, 7 一 7 十 1/2 
wr (Ym; | se | ljm;) 一 on | (9. 3.17) 
一 mji/[(27 十 2)， j 三 1 一 1/2( 关 0) 
因此 ,在 弱 磁 场 中 ,电子 的 能 量 本 征 值 可 以 相当 好 地 近似 表示 为 
(二 下)muior， 5 一 5 十 1/2 
Ewm, = Ew; 十 (9. 3 18) 


(1 a) j= 1—1/2 
其 中 Ew 是 方程 (9. 3. 5) 的 解 . 可 以 看 出 ,能 级 ( 谱 线 ) 分 裂 大 小 与 w.( 即 磁场 强度 B) 成 正比 . 


3py i 
3p | . 
3piz 
5896A 5890A 
$893A D， D， 

3s 3s1n Ec 
m 
计 及 自 旋 轨 道 耦合 加 弱 磁 场 


图 9.5 钠 黄 线 的 反常 Zeeman 分 裂 
电子 在 能 级 之 间 跃 迁 ,遵守 如 下 选择 规则 (selection rule) ,Al 一 士 1， Aj 二 0, 士 |， Amz 一 0, 士 1， 
所 以 2psj2 ,mj 二 3/2->2py2 ym; 二 一 1/2;2p32 ,mj 二 一 3/2>2p1y2 ,mj 二 1/2 
的 跃迁 是 禁 戒 的 . [参阅 12. 5 节 , 式 (12. 5. 17)]. 


9.4 二 电子 体系 的 自 旋 态 
9.4.1 自 旋 单 态 与 三 重 态 


设 两 个 电子 的 自 旋 算 符 分 别 为 9 与 9 , 令 
SS 一 3 十 S， (9., 4. 1) 


表示 两 个 电子 自 旋 算 符 之 和 . 因为 s1、s; 分 别 属于 两 个 电子 ,是 不 同 的 自由 度 ,分 
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别 作 用 在 各 自 的 自 旋 波 函数 上 ,所 以 [si ,sz ]= 二 0. 由 此 不 难 证 明 S 的 三 个 分 量 满足 
角 动 量 算 符 的 普遍 对 易 关 系 , 即 
[S.,S,] = 丢 S,， [S,,S.] = 和 S.， [S.,S。] = S$, (9. 4. 2) 
令 
S=S|+S+S5? (9. 4. 3) 
利用 式 (9. 4. 2) ,不 难 证 明 
[S:,S,]=0, a=Zz,y,z (9. 4. 4) 
两 个 电子 组 成 的 体系 , 自 旋 自由 度 为 2, 既 可 以 选 (s1;, sz) 为 自 旋 力 学 量 的 完 
全 集 , 也 可 以 选 (S?,S,) 为 自 旋 力学 量 的 完全 集 . 设 si 的 本 征 态 分 别 记 为 a (1)、 
BC(1) ,sz 的 本 征 态 分 别 记 为 a(2) 、8C(2) , (51 ,52.) 的 共同 本 征 态 有 4 个 , 即 
a(l)a(2), 6(1)6(2)， ae(1)8(2)， BC)aC?) (9. 4. 5) 
显然 它们 也 是 S, 二 5 十 52: 的 本 征 态 ,本 征 值 Ms 分 别 为 无、 一 天.0、0. 试问 它们 
是 否 S$ 的 本 征 态 ? 考虑 到 c(1)a(2) 和 8(1)68(2) 是 S, 的 不 简 并 的 本 征 态 ,而 且 
LS ,S.] 二 0, 可 以 判断 它们 已 是 $? 的 本 征 态 . 事实 上 ,利用 
SS’ 二 ($1 十 $s2)? 二 sf 十 8 十 281 * $2 
一 忆 关 十 (ggs, 十 ay azy 十 01z 02z) (9. 4. 6) 


并 利用 9. 1 节 , 式 (9.1. 29) 
aa =B, oP=a, oya = iB, os =—ia (9. 4.7) 
注意 ,co 和 分 别 作用 于 第 1 和 第 2 个 电子 的 自 旋 波 函 数 上 ,容易 证 明 
Sa(l)a(2) = 282a(1)a(2) 
S28(1)6(2) = 2#°B(1)BC2) 
所 以 a(1)a(2) 及 B(1)BC2) 是 S$ 本 征 态 , 本 征 值 为 2 大 . 
S? 的 另外 两 个 本 征 态 ,可 以 从 S; 的 两 个 简 并 的 本 征 态 a(1)B8(2) 和 B(1)a(2) 
线性 释 加 来 构成 . 令 


(9. 4. 8) 


X= cia(l)B(2) + cB(1)al2) (9. 4. 9) 
代入 本 征 方程 
S:X=A:X (9. 4. 10) 
4 无 量 纲 ,待定 . 利用 
S? X= 大 (ci 十 cs)a(1)BC2) 十 期 (ci 十 c2)B(1)a(2) 


一 轩 *[cia(1)BC2) 十 csB(1)a(2)] (9. 4. 11) 
可 得 
We 一 0 C9. 4. 12) 
ci 十 (1 一 4)cs 一 0 
此 方程 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 
1 一 站 1 
| a (9. 4. 13) 
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解 出 ,得 4 的 两 个 根 


让 二 02 (9. 4. 14) 

用 4 二 0 代入 式 (9. 4. 12) ,得 
ci/cs 一 一 ] (9. 4. 15) 

用 4==2 代 人 式 (9. 4. 12) ,得 
clycs 一 十 1 (9. 4. 16) 


再 利用 归 一 化 条 件 并 取 适 当 相 角 ,可 求 出 全 的 归 一 化 本 征 态 为 


计 [eGDpC) gD 0, 天 全 前 


让 [eCDBC2) 十 PCl)a(2)]， 4=2 (9.4.17) 
令 $ 本 征 值 表示 为 不 一 SCS 十 1) 直 , 则 一 0、2 分 别 对 应 于 S=0、1. 

把 (5S? ,S.) 的 共同 本 征 函 数 记 为 sw。 , 列 于 表 9. 2 中 . S 二 1CMs 二 0, 土 1) 的 态 
称 为 自 旋 三 重 态 (triplet) ,它们 对 于 两 个 电子 交换 是 对 称 的 . S 一 0CMs 王 0) 的 态 称 
为 自 旋 单 态 (singlet) , 它 对 于 两 电子 交换 是 反对 称 的 . 


表 9.2 
(S2,S.) 共 同 本 征 函 数 Xsv Ss Ms 

a(l)a(2) 1 1 | 

1 | 

—[a(l1)B8(2 

万" )68(2) 十 6(1)a(2)] ee ” a 

B(1)B(2) 1 = 

1 一 

房 [LeGDA2 BC(1)a(2)] 0 0( 单 态 ) 
练习 1 证 明 

(mi。a) = 3—2(0 .0) (9. 4. 18) 
并 利用 此 结果 , 求 (m%“。 oz ) 的 两 个 本 征 值 . 

答 .1, 一 3. 


练习 2 利用 S== 生 (3 二 a .0s), 求 (a,* wm) 本 征 值 ,与 上 题 比较 ,并 证 明 


O01 * 02 Xims 一 Xims 


CO “ G2 Xoo 二 3Xoo (9. 4. 19) 


Pi, = 去 d+ 。02 ) 
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证 明 
Ps Xims = XiMs 
Piz Xo 一 一 Xoo (9.4. 20) 
Pa 有 何 物理 意义 ? 〈 自 旋 交 换算 符 ), 再 证 明 ( 取 # 一 1) 
Pe P=S:—1 (9. 4. 21) 
练习 4 令 
P, = 于 (3+a 0 去 十 Piz) 
P= 二 (mm) = 二 (Ps) (9. 4. 22) 


2 
证 明 
Ps Xm, = Xims » Psxw 一 0 
Pixim, 一 0， Pi yo = Xoo 
还 可 证 明 
Pi=Ps, Pi=P, PP=0 
Ps 与 Pi 分 别 为 三 重 态 和 单 态 的 投影 算 符 . 
练习 5 令 ( 取 =1) 


S12 = mn 0, 00), r=rn—r; 


求证 (1) 
Sa 一 6(S .。 7)’ /7 一 298? (9. 4. 23) 
S 一 6 十 2m .os —2S1 = 48? 一 29Sl (9. 4. 24) 
因此 ,Si 的 任何 次 寡 均 可 表示 为 Si 与 II ”02 的 线性 组 合 . 
(2) [Siz,S]=0, [Ss,J]=0 (9. 4. 25) 
这 里 $ 一 9 十 9 ,J=ITS,l 二 rXp,r=ni 一 ry ,p= pi ps. 
(3) 求 Se 的 本 征 值 


(4) 证 明 对 空间 各 方向 求 平均 后 , Siz 的 平均 值 为 0. 
练习 6 自 旋 为 /2 的 二 粒子 组 成 的 体系 ,处 于 自 旋 单 态 xwo. 设 a 与 5 是 空间 任意 两 个 方 
向 . 粒子 1 的 自 旋 沿 a 方向 的 分 量 o,。 4a 与 粒子 2 的 自 旋 沿 5 方 向 的 分 量 o:， b 有 确切 的 关联 . 
证 明 
(Xoo | 01» a) (gs » b) | Xw) =— (a b) (9. 4. 26) 
提示 :利用 Pisxo, 二 一 Xoo ,可 得 (Xo | (十 62) |Xoo) 二 0. 因此 
(Mo | (om ao b) | Mo 一 一 (| oa 0 b) | Xoo) 


=— (a b)—ilXw|o | Xow) * (axb) =— (a. bh) 


9.4.2 Bell 基 , 纠 缠 态 


从 以 上 讨论 可 以 看 出 , 自 旋 为 /2 的 二 粒子 体系 的 4 个 自 旋 态 ,可 以 是 (51,， 
szz) 的 共同 本 征 态 式 (9. 4. 5). s* 一 士 #/2 的 自 旋 态 可 以 形象 地 记 为 一 | ^),8= 
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| + ). 于 是 式 (9. 4. 5) 可 以 表示 为 

| (9. 4. 27) 
以 它们 为 基 矢 的 表象 , 称 为 角 动 量 非 耦合 表象 . 而 (S: , S,) 的 共同 本 征 态 Xow ( 见 表 
9.2) 可 以 表示 为 


a 六 
Xoo 1 | y 9)1 | 4),] 


x 一 冶 [1 和 14) 二 T4914) i 
和 
Xi = | yy 

en yeas 


乘积 ， 为 可 分 离 态 (acparable 。 state). 2 为 人 和 state). a 
式 (9. 4. 27) 中 诸 态 均 为 可 分 离 态 ,这 是 可 以 理解 的 ， 因为 Cs。 » S22 ) 都 是 单 体 算 符 . 
而 式 (9.4.28) 中 的 Xi 和 Xi-i 为 可 分 离 态 , 但 Xo 和 Xio 则 为 纠缠 态 , 这 是 因为 


2 
$=(s1 二 s,s) =si 十 s2 十 2s1 . s 一 六 十 28 。 5 一 到 (3 十 @ 让 om ) 是 二 体 算 符 , 但 


S: 二 51 十 5 是 单 体 算 符 . 
自 旋 为 /2 的 二 粒子 体系 的 4 个 归 一 化 的 纠缠 态 可 以 如 下 构成 


Ls 汪 攻 痪 


V2 

1 ek 

记 [ $91 ys 二 | y)1| 个 )s]= Xio 

] ] (9. 4. 29) 
报 [| 作证 | ;中字 二 | 二 | 42] 王后 Yu Xn) 

en 

掺 [11 和 Yb):] 计生 


可 以 证 明 ,它们 是 对 易 二 体 算 符 完 全 集 (oucz,ouzoaz) 的 共同 本 征 态 , 称 为 Bell 基 . 
表 9.3 给 出 了 这 4 个 Bell 基 的 习惯 上 的 标记 和 (ocxz，*ouzczz) 的 本 征 值 . 注意 ， 
(auaaz) (G12022) Oly02y ;上述 Bell 基 也 是 GOlyI2y 的 本 征 态 . 

利用 Pauli 算 符 的 基本 对 易 式 [ 见 9.1 节 , 式 (9.1.15)], 可 以 证 明 ， 


[oayovas] 一 0，w 一 op8 = 有 ,或 关 asB 天 有 
[owo2gsy014024 ] 关 0，a 一 ap8 关 B, 或 a asBR = 二 BB (9.4.30) 


a,Bya ,8 一 之 yy 之 
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表 9.3 了 Bell 基 


Bell 基 oa Be 
Pa < a 
jyrys= 店 EE 4 4s+| 9931 个) 可 
1s 一 启 [| 个 ) | 4)2—| 二) | 二 ?了 十 1 | 
[|| i a 


由 此 可 以 证 明 @: 对 于 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 系 , 可 以 找到 下 列 6 组 二 体 自 旋 
算 符 , 每 一 组 中 任何 两 个 二 体 自 旋 算 符 都 构成 一 组 完全 集 . 它们 的 共同 本 征 态 都 
是 纠缠 态 。 在 适当 的 单 粒子 态 表 象 中 ,都 可 以 表示 成 与 式 (9. 4. 29) 相 似 的 形式 [ 式 
(9.4. 29) 是 采用 非 耦合 表象 Cam。*oz*)], 即 两 个 彼此 正 交 的 乘积 态 的 等 权重 的 相干 
玲 加 . 


(alzaaz 901y02y 012022) 9 (G01:022:01y02y0 1202z ) 二 一 1] 
(01202y 9O01y0 2z 012027 ) 9 (01202y01y0220 12:027 ) = 一 1 
(G1702z sOlz O2y 901y G2z) 9 (G170220 1202y0 1y G2z) = 二 


. (9. 4. 31) 
(or O2y 9Oly O2r 9O01z 02z) 9 (al> O20 190 220 120 22 ) 二 1 


(G1y0 2% 9O01z0 2y 01702+)， (01y0220 1202y0 17027 ) 二 1 


(G12027 901z02z 901y O02y) 9 (01202z01z O201y 02y) = 1 


纠缠 态 一 词 是 Schr6dinger(1935 年 ) 的 一 篇 论文 @ 中 给 出 的 . 同年 , Einstein- 
Podolsky-Rosen(EPR) 的 一 篇 论文 8 对 量子 力学 的 正统 诠释 (Copenhagen 诠释 ) 提 
出 批评 ,就 涉及 纠缠 态 . 在 20 世纪 50 年 代 , Bohm 为 把 问题 简化 ,研究 了 自 旋 为 
/2 的 二 粒子 体系 的 自 旋 纠缠 态 所 展示 的 非 定 域 性 (non-locality) ,提出 了 隐 变 量 
(hidden variable) 概念 . 后 来 Bell 基于 定 域 实在 论 (local realism) 的 假定 ,研究 了 自 


M. Q. Ruan and J. Y. Zeng, Phys. Rev. A,70(2004) ,053411. 

E. Schrodinger, Naturwissenscha ften,23,(1935) ,807 ,823 ,844. 
A. Einstein,B. Podolsky, & N. Rosen, Phys. Rev. ,47(1935) ,777. 
D. Bohm, Quantum Theory ,Constable, London(1951). 


OO 
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旋 为 #/2 的 二 粒子 体系 的 两 个 粒子 的 自 旋 沿 空间 任意 两 个 方向 a 和 4 的 投影 的 关 
联 ,得 出 了 著名 的 Bell 不 等 式 0. 到 20 世纪 80 年 代 , Aspect 等 人 的 实验 结果 @, 与 
Bell 不 等 式 相 矛 盾 ,证 明 量 子 力学 理论 预期 的 结果 是 正确 的 (参见 本 书卷 卫 ,1.3 
节 ). 


9.5 ”原子 中 的 电子 过 结构 与 元 素 周 期 律 ? 


氢 原 子 的 Schrodinger 方程 能 够 严格 求解 ,计算 结果 对 和 氨 原 子 能 级 及 光谱 的 
规律 性 给 予 了 相当 满意 的 说 明 . 这 是 Schrodinger 波动 力学 的 重大 成 就 之 一 . 对 于 
多 电子 原子 的 Schr6dinger 方程 ,在 数学 上 求解 相当 困难 . 但 我 们 下 面 将 看 到 , 利 
用 氢 原 子 的 量子 力学 理论 结果 以 及 某 些 近 似 考虑 ,再 计 及 电子 自 旋 和 Pauli 原理 ， 
就 可 以 定性 上 相当 满意 地 阐明 化 学 元 素 的 周期 律 . 这 也 是 量子 力学 所 取得 的 最 重 
大 的 成 就 之 一 . 在 量子 力学 建立 之 前 ,化 学 和 物理 学 是 截然 分 开 的 两 门 学 科 , 而 量 
子 力 学 建立 之 后 ,两 者 的 密切 关系 就 十 分 明显 了 . 

大 量 实验 事实 表明 ,元素 的 化 学 和 物理 性 质 呈 现 周期 变化 的 规律 . 例如 原子 的 
电离 能 ( 即 把 一 个 电子 从 原子 中 电离 出 来 所 需 能 量 ) 就 呈现 出 很 明显 的 周期 起 伏 现 
象 (图 9. 6). 特别 是 周期 表 中 的 原子 序数 为 


Z=2,10,18,36,54,86, 


即 惰性 气体 元 素 
He,Ne,Ar,Kr,Xe,Rn， 
它们 的 电离 能 都 特别 大 (在 图 9. 6 中 ,处 于 曲线 的 顶峰 ) ,因而 这 些 元 素 的 原子 都 特 


@ J.Bell,Physics, 1(1964),195. 

©® A.Aspect,P.Grangier and G, Roger, Phys. Rev. Lett. ,47(1981) ,460. 

@ 化 学 元 素 周 期 律 的 发 现 ,是 化 学 发 展 史 中 一 个 重要 的 里 程 碑 . 化 学 元 素 的 表面 上 看 来 杂乱 无 章 的 各 
种 化 学 性 质 和 物理 性 质 ,如 果 按照 元 素 的 原子 量 (atomic weight) 排 列 起 来 ,就 会 出 现 极 和 谐 的 周期 性 ,元 素 
周期 律 的 揭示 使 化 学 变 成 了 一 门 系统 的 科学 . 元 素 周 期 律 的 发 现 ,有 几 位 化 学 家 都 有 过 贡献 ,但 以 D Men- 
deleev 贡献 最 大 . 1869 年 ,他 发 现 当时 已 知 的 63 种 元 素 , 如 按照 原子 量 的 大 小 排列 起 来 ,它们 的 性 质 就 出 现 
周期 性 . 他 还 认为 ,他 在 表 中 列 出 的 元 素 是 不 完全 的 , 即 在 表 中 留 下 一 些 空白 . 后 来 的 实验 陆续 证 实 了 他 的 
预言 ,填补 了 表 中 的 空白 . 在 他 有 生 之 年 ,就 有 3 种 元 素 , 即 Ga、Sc 和 Ge 被 发 现 . 毫 无 疑问 ,作为 一 个 经 验 
规律 的 元 素 周 期 律 ,必然 可 以 从 原子 结构 中 找到 它 的 本 质 . 在 20 世纪 初 ,在 同位 素 和 原子 序数 (atomic num- 
ber,Mosley,1913) 发 现 后 ,人 们 认识 到 表征 元 素 特性 的 不 是 其 平均 原子 量 ,而 是 原子 序数 Z. 从 原子 的 电子 
壳 结 构 来 说 明 元 素 周期 律 的 本 质 的 进程 中 ,N. Bohr 与 W. Pauli 都 作 过 重大 的 贡献 . 在 这 里 ,原子 中 电子 能 级 
的 壳 结构 的 大 致 图 象 的 了 解 ,电子 自 旋 的 发 现 , 每 一 个 电子 态 需要 用 4 个 量子 数 (nlmm,) 来 描述 ,Pauli 不 相 
容 原理 的 提出 ,起 了 关键 的 作用 . 有 关 历 史 情 况 可 阅 F. Hund, The History of Quantum Theory,George G. 
Harrap & Co. ,1974; E. U. Condon ®& H. Odabasi, Atomic Structure, Cambridge University Press, chap. 1， 
1980; H. Kragh, The Theory of the Periodic System ,in Niels Bohr, A Centenary Vol. , Ed. by A. P. French 
and J. P. Kennedy, Harvard University Press, 1985; T. Hey and P. Walters, The New Quantum Universe 
(Cambridge University Press, 2003) ,chap. 6. 
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别 稳定 ,表现 为 它们 很 不 容易 与 另外 的 原子 结合 而 形成 分 子 , 在 自然 界 中 以 单 原 子 
分 子 的 形式 存在 . 与 之 相反 ,与 它们 相 邻 的 元 素 


Z=3,1]1,19,37,55,87,.. 
即 碱 金属 元 素 
Li, Na, K,Rb,Cs,Fr,.. 


原子 的 电离 能 就 特别 小 (在 图 9.6 中 处 于 曲线 的 低谷 ). 它们 都 是 极 活泼 的 元 素 , 容 
易 与 男 外 原子 结合 而 形成 分 子 . 


图 9.6 原子 的 电离 能 的 周期 性 
取 自 A. Bohr. B. Mottelson, Nuclear Structure, Vol. 1,p. 191,1969. 


试问 :元 素 的 化 学 和 物理 性 质 的 周期 变化 规律 的 本 质 是 什么 ? 在 量子 力学 提 
出 以 前 ,人 们 只 把 元 素 周 期 律 看 成 化 学 的 一 个 基本 的 经 验 规律 ,对 其 本 质 则 并 不 了 
解 . ee 人 们 才 搞 清 它 的 本 质 ， nt ee 


0 场 的 对 称 性 及 屏蔽 效应 ) 所 决定 的 
按照 量子 力学 理论 ,粒子 的 束缚 态 能 量 是 离散 的 ,各 能 级 构成 一 定 的 能 谱 , 能 
谱 型 由 束缚 势 阱 的 特性 所 决定 . 对 于 氧 原子 的 束缚 态 ,能 级 由 著名 的 Bohr 公式 给 
出 ( 取 上 自然 单位 ) 
E, =— 1/2n: 2 一 1,2,3，… (9. 5. 1) 
但 能 级 有 ! 简 并 (是 纯 Coulomb 引力 势 的 动力 学 对 称 性 O4 的 反映 ), 即 /二 0， 
1,…,n 一 1 的 能 态 是 简 并 的 . 在 计 及 电子 的 自 旋 自由 度 之 后 ,能 级 E, 的 简 并 度 为 


二 5 24D =2m. 按 (9. 5. 1) 式 ,不 同 的 能 级 E, (特别 是 较 低 的 几 条 能 级 ) 彼 
此 离开 较 远 ( 见 第 6 章 ， 图 6.6) ,形成 壳 层 结构 (shell structure) , 相 邻 能 壳 之 间 有 
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较 大 的 能 阶 . 按照 Pauli 原理 ,E, 能 级 能 容纳 的 电子 数 即 2mz ,而 累加 至 E, 能 级 所 
能 容纳 的 电子 数 则 为 >，/; ,不 妨 称 之 为 < 幻 数 ”(magic number) ,这 是 人 们 还 不 了 
解 这 些 数 的 本 质 时 的 一 种 叫 法 . 氢 原 子 ( 即 纯 Coulomb 势 ) 的 沉 结 构 和 “ 幻 数 ”如 表 
9. 4 所 示 . 


表 9.4 纯 Coulomb 势 的 能 壳 和 "“ 幻 数 ” 


n nl fn 纯 Coulomb 势 的 “ 幻 数 ” 元 素 周 期 律 所 示 “ 幻 数 ” 
1 ls 2 2 2 
2 2s,2p 8 10 10 
3 3s,3p,3d 18 28 18 
4 4s, 4p,4d, 4f 32 60 36 
5 5s,5p,5d,5f,5g 50 110 54 


可 以 看 出 ,Coulomb 引力 势 的 最 低 的 两 个 能 过 Cn 二 1,2) 所 相应 的 “ 幻 数 ”, 与 
周期 律 一 致 . 而 从 "一 3 壳 开 始 ,周期 律 所 示 “ 幻 数 ”就 与 纯 Coulomb 引力 势 的 幻 数 
不 一 致 .这 反映 多 电子 原子 中 电子 所 受 引力 势 与 纯 Coulomb 引力 势 [VCr)oc1/7] 
有 所 不 同 . 

在 通常 情况 下 ,原子 都 处 于 最 低能 级 . 一 个 元 素 的 化 学 和 物理 性 质 , 主 要 反映 
原子 的 最 低能 态 ( 基 态 ) 和 较 低 激发 态 的 性 质 , 而 后 者 主要 由 最 外 壳 层 的 电子 ( 价 电 


op 6p 
6s A $6 
4 14 32 86 Rn 
5 6s 2 
5s E 4d sp 6 
4d -一 -一 一 一 10 18 54 Xe 
5s 2 
4s 3d 39 $0 18 36 Kr 
4s 2 
3p 
3s 3p 6 
PE 人 2 8 18 Ar 
2p 
2s 2p 6 
3 2 8 10 Na 
Ed 1s 2 2 2 He 
nl 2(21+1) 


图 9.7 原子 中 电子 能 级 的 过 结构 示意 图 
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子 ) 的 性 质 决定 . 特别 是 电离 能 的 大 小 ,主要 由 Fermi 面 附近 的 能 级 分 布 决定 . 要 了 
解 元 素 的 周期 律 ,人 们 必须 了 解 原 子 的 外 层 电子 的 壳 结 构 . 但 对 于 一 个 多 电子 原 
子 , 要 严格 求解 Schrodinger 方程 来 求 出 其 能 级 分 布 是 不 可 能 的 . 所 以 人 们 往往 采 

用 一 种 近似 模型 , 即 独立 粒子 模型 ( 亦 称 这 模型 ), 来 了 解 原子 的 基态 和 低 激发 态 的 
性 质 . 在 此 模型 中 , 一 个 电子 所 受到 的 原子 核 的 Coulomb 引力 势 和 其 他 电子 的 
Coulomb 斥 力 近似 用 某 种 单 体 的 平均 势 场 来 代替 . 特别 是 价 电子 往往 用 某 种 屏蔽 
(screened) Coulomb 势 来 描述 . 这 反映 处 于 最 外 层 的 价 电 子 所 受到 的 原子 核 的 
Coulomb 引力 势 被 处 于 内 层 的 电子 的 斥 力 不 同 程度 地 削弱 了 (〈 即 屏蔽 效应 ). 屏蔽 
效应 与 价 电子 的 轨道 角 动 量 有 密切 关系 . 对 于 7 较 大 的 电子 , 它 离开 原子 核 的 平 
均 距 离 较 大 , 内 层 电子 的 屏蔽 效应 就 较 大 . 因此 ,相对 于 纯 Coulomb 势 的 能 级 分 布 
来 讲 , 屏 项 Coulomb 势 中 7 较 大 的 能 级 往 上 移动 就 大 得 多 . 与 此 相反 ,一 0 的 轨道 
上 的 电子 靠近 原子 核 的 概率 较 大 ,受到 的 屏蔽 效应 较 小 . 此 外 , 纯 Coulomb 势 的 能 
级 分 布 有 如 下 特点 : 随 增 大 , 相 邻 能 级 的 间距 愈 来 愈 小 ,能 壳 界 线 就 不 很 明显 (第 
6 章 , 图 6. 6). 因此 , 当 "之 3 后 ,电子 的 壳 层 结构 就 会 因 屏 项 效应 而 改变 (图 9. 7). 
例如 ,3d 能 级 将 上 升 ,与 4s、4p 能 级 靠近 而 形成 第 4 壳 ;4d 能 级 将 上 升 ,与 5s、5p 
能 级 靠近 而 形成 第 5 壳 ;4{ 能 级 上 升 更 厉害 ,与 6s、6p 能 级 靠近 ,并 与 上 升 后 的 5d 
能 级 共同 形成 第 6 壳 等 . 这 种 定性 考虑 所 得 出 的 屏蔽 Coulomb 场 中 的 壳 层 结构 ， 
可 以 较 好 地 说 明 元 素 周期 律 所 显现 出 的 “ 幻 数 ”( 见 表 9. 5). 


表 9.5 屏蔽 Coulomb 势 的 能 克 和 “ 幻 数 ” 


能 态 可 容纳 电子 数 ”屏蔽 Coulomb 势 的 “ 幻 数 ” 周期 律 所 示 “ 幻 数 ” 
ls 2 2 2 


Gb 
| 


2s,2p 8 10 10 
3s,3p 8 18 18 
4s,4p,3d 18 36 36 
5s,5p,4d 18 54 54 
6s,6p,5d, 4f 32 86 86 
7s,7p,6d, 5f 32 118 (放射 性 核 素 ) 


A a 2 DD ~ 


以 下 分 别 讨论 元 素 周 期 表 中 各 周期 的 元 素 的 分 布 以 及 与 之 相应 的 电子 壳 层 结 
构 和 能 级 分 布 . 
首先 讨论 第 一 周期 (Z= 二 1,2). 这 个 周期 共有 两 个 元 素 , 即 H 与 He. 它们 分 别 
有 一 个 和 两 个 电子 填充 第 一 个 电子 壳 层 (只 有 一 条 能 级 :1s). 
第 二 周期 (3 委 2Z 委 10) 共 有 8 个 元 素 , 即 Li, Be, B,C,N,O,F 及 Ne. 分别 有 
1 一 8 个 电子 处 于 第 二 电子 壳 层 (有 两 条 能 级 :2s,2p). 第 三 周期 (11 委 2Z 和 18) 与 第 
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二 周期 相似 ,也 有 8 个 元 素 , 即 Na, Mg,Al,Si,P,S,Cl 及 Ar. 第 三 个 电子 壳 层 也 有 
两 条 能 级 ;3s, 3p. 

第 四 周期 (19 委 Z 和 36) 及 第 五 周期 (37 生 2Z 和 54) ,各 有 18 个 元 素 . 这 两 个 电子 
壳 层 各 有 三 条 能 级 (4s,3d,4p 及 5s,4d,5p) ,其 中 s 能 级 与 d 能 级 很 靠近 ,几乎 简 
并 . 这 就 构成 了 周期 表 中 有 A 族 与 B 族 之 分 (前 三 个 周期 都 没有 B 族 ,因为 前 三 个 
电子 壳 层 都 没有 d 能 级 ). A 族 相 当 于 d 轨道 是 完全 空 着 或 完全 被 填 满 的 情况 ,而 
B 族 就 是 不 断 填 充 d 轨道 的 那 10 个 过 渡 元 素 . 

第 六 周期 (55 委 Z 和 86) 有 32 个 元 素 . 这 一 个 电子 壳 层 有 4 条 能 级 ;6s,4f,5d， 
6p. 第 七 周期 的 电子 壳 层 结构 与 第 六 周期 相似 . 在 这 两 个 周期 中 ,除了 有 A 族 与 B 
族 之 外 ,还 有 不 断 填充 轨道 的 14 个 元 素 , 即 铀 系 元 素 (Z 一 57 一 71) 及 铜 系 元 素 
〈Z=89 一 103). 第 七 周期 的 元 素 的 原子 核 都 是 不 稳定 的 (a 或 B 衰变 ) , 即 放射 性 元 
素 , 自然 界 中 存在 的 元 素 到 铀 (2 一 92) 为 止 . 比 铀 更 重 的 元 素 是 人 工 制造 出 来 的 放 
射 性 元 素 ,寿命 都 很 短 . 

熟悉 元 素 周期 表 的 读者 都 知道 ,周期 表 中 有 A、B 两 族 ,其 中 B 族 元 素 包 含 Z 
二 21 一 30, 和 2 一 39 一 48, 各 含 10 个 元 素 ( 见 表 9. 6) ,分 别 相 当 于 价 电 子 处 于 3d 和 
4d 壳 (每 个 d 壳 可 容纳 10 个 电子 !). 更 重 的 元 素 ,在 周期 表 中 就 不 大 好 排列 ,只 好 
把 2 一 58 一 71 的 14 个 元 素 放 在 2 一 57(La 铀 ) 的 位 置 , 统 称 为 铀 系 元 素 , 亦 称 为 稀 
土 元 素 . 把 2 一 90 一 103 的 14 个 元 素 放 在 Z==89(Ac, 钢 ) 的 位 置 , 称 为 钢 系 元 素 . 
它们 都 涉及 价 电 子 在 f 壳 (可 容纳 14 个 电子 !) 中 的 填 布 . 

表 9.6 0 


IT( 电 
Z 元 素 i 


13. 595 
24. 580 


Li 5. 390 


周期 


| 


» 312。 


kN 产 避 产 旋 靖 二 呈 il 一 
OO 和 NON -~ 


以 上 是 按 周期 (period) 来 讨论 . 以 下 按 族 (group) 来 讨论 . 同一 族 的 元 素 的 性 
质 很 相似 ， 反映 它们 的 原子 的 最 外 层 能 壳 ( 价 电子 亮 ) 中 电子 组 态 (configuration) 
很 相似 . 所 谓 组 态 ,是 指 电子 在 各 能 态 上 分 布 的 数目 ( 见 表 9. 6). 
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零 族 元 素 , 即 惰性 气体 元 素 , 它 们 具有 满 壳 结构 . 它们 的 组 态 分 别 为 

He,(1s) ;Ne,(1s)2(2s)2(2p)53 Ar, (1s)? (2s)? (2p)° (3s)? (3p)° 

Kr, (1s)’ (2s)? (2p)° (3s)? (3p)° (4s)? (3d)™ (4p)° 

Xe, (1s) (2s)’? (2p)° (3s)? (3p)° (4s)? (3d)™ (4p) (5s)? (4d)™ (5p) 

工 A 族 元 素 , 即 碱 金属 元 素 ,包含 Li.Na、K、Rb、Cs.、Fr 等 . 它们 都 是 在 满 壳 之 
外 有 一 个 价 电子 ,处 于 s 态 . 它们 的 化 学 性 质 极 活泼 ,金属 性 很 强 , 易 于 失去 此 价 电 
子 而 与 非 金属 元 素 化 合 ,原子 价 为 1, 电 离 能 都 很 小 . 又 例如 WIA 族 , 即 卤 族 元 素 ， 
包括 ECLBrI 等 ,它们 的 壳 结 构 都 是 比 满 壳 结构 少 一 个 电子 ,或 者 说 在 价 壳 中 有 
一 个 空 穴 ”(hole) ,所 以 易于 获得 一 个 电子 而 形成 稳定 的 满 壳 结构 . 卤 族 元 素 的 非 
金属 性 很 强 , 原子 价 也 都 是 1. 

关于 用 电子 过 结构 来 说 明 元 素性 质 的 周期 变化 的 更 详细 的 讨论 ,可 以 在 化 学 
和 量子 化 学 的 书 中 找到 . 


2 次 2 


x Xx x 


图 9.8 Pp 轨道 (p,、py、p:) 的 角度 部 分 波 函 数 的 绝对 值 的 球 坐 标 图 形 


最 后 对 元 素 电 离 能 的 一 个 反常 变化 进行 讨论 , 即 第 二 ,三 周期 中 ,电子 的 电离 
能 的 变化 趋势 中 ,有 一 个 奇异 现象 , 即 p 能 级 上 有 4 个 电子 时 ,电离 能 反而 比 有 3 
个 电子 的 情况 还 小 些 ( 见 表 9. 6 , 比较 ;N 与 :0,1sP 与 16S 的 电离 能 !) ,这 与 一 般 趋 
势 不 一 样 . 这 可 以 从 p 轨道 上 的 三 个 态 (wm 一 0, 士 1) 或 者 与 它们 相应 的 p; ,p,,p; 三 
个 态 的 空间 位 形 来 说 明 , 它们 的 角度 部 分 波 函 数 


1 /3 
太 —(Y! 1) 一 一 
pz 态 -8 (Yi 十 Yi!) iA/ 了 sinbcosg 


1 a 9 
py 态 a 一 Yi!) 一 一 ， / 去 sinbsing 


pz 态 cc YY cc cosb 


@ 在 不 计 及 电子 自 旋 的 情况 下 ,一 1 的 态 为 3 重 简 并 ,分 别 为 轴 ,Yi,YTl, 但 由 于 Y+l 为 复 函 数 ,不 
便于 画图 . 在 量子 化 学 书 中 ,习惯 用 pz ,py ,pz3 个 “轨道 ”Corbital) 来 标记 3 个 简 并 态 ,它们 分 别 是 对 易 力 学 量 
完全 集 ( ,及 ,P,) 的 共同 本 征 态 ,分 别 标记 为 

pz py pz 
Cs)m| ,Po) C1,1,1) (1,1,—1) (1,0,1) 
其 中 Po 是 zy 平面 中 对 x 轴 的 反射 ,把 z>z,y> 一 y, 即 在 平面 极 坐 标 中 ,p> 一 p( 见 图 9. 8). 
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当 p 轨道 上 有 三 个 电子 时 ,它们 可 以 分 别 填充 到 p。 .py .p。 三 个 态 上 去 . 此 时 ,三 个 

电子 互相 距离 很 远 ,排斥 能 小 ,因而 结合 能 较 大 . 当 第 4 个 电子 加 入 时 ,必然 进入 这 

三 个 态 中 之 一 ,但 自 旋 取 向 相反 ，, 它 将 与 已 填充 在 这 三 个 态 上 的 电子 强烈 相 斥 , 因 
结合 能 反而 减 小 了 ,类 似 的 现象 也 出 现在 第 四 、 五 周期 中 . 


“二 维 原子 的 电子 壳 结 构 
按 6. 6.4 节 的 计算 ,二 维 Coulomb 吸引 势 的 能 级 (原子 单位 ) 为 


1 
Bo 一动 ， 贡 二 加 十 [ml 十 1/2 一 1/2,3/2,5/2，…… 


nop, | m | = 0,1,2,.. 


能 级 简 并 度 ( 计 及 自 旋 态 ) 为 户 ==4nz 一 2,6,10,…. 仿照 三 维 中 心力 场 中 ,1 二 0,1,2,… 的 态 分 
别 记 为 s,p,d,…, 二 维 中 心力 场 中 |m| =0,1,2,… 态 也 分 别 记 为 s,p,d,…. 这 样 可 以 得 出 二 维 
Coulomb 引力 势 的 能 级 壳 结构 和 “ 幻 数 ”如 下 [ 见 图 9. 9(a) ,并 参见 表 9. 4] 

能 壳 (n, |m|) 0s; 1s,0p; 2s,1p,0d; 3s,2p,1d,0f; 

简 并 度 2 6 10 14 

幻 数 2 8 18 32 

在 多 电子 原子 中 ,应 计 及 屏蔽 效应 ( 随 |m | 增 大 而 增 大 ). 与 三 维 Coulomb 势 相似 ,可 以 合 
理 地 设想 屏蔽 二 维 Coulomb 势 的 能 过 结构 如 下 [ 见 图 9. 9(b) ,并 参见 表 9. 5 与 图 9. 7] 

能 壳 (n, | m|) 0s; 1s,0p; 2s,1p; 0d,3s,2p; 1d,4s,3p; 

简 并 度 2 6 6 10 10 

幻 数 2 8 14 24 34 

按照 此 设想 的 二 维 屏 项 Coulomb 势 的 能 过 结构 , 则 二 维 原子 的 周期 表 可 以 排列 如 表 9.7 
(这 有 待 实验 检验 ). 


表 9.7 二 维 原子 的 周期 表 ( 设 想 ) 
第 了 9 V 周期 中 部 的 4 个 过 渡 元 素 (Cl, Ar,K,Ca) 和 (Co, Ni,Cu,Zn) 的 价 电子 分 别处 于 (0d， 3s) 和 (1d， 4s) 能 
级 (参见 表 9, 6). 
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图 9.9 二 维 屏蔽 Coulomb 势 的 较 低 能 壳 结构 示意 图 
(参阅 图 9.7 与 表 9. 5) 


9.6 原子 核 的 学 结构 


上 节 中 已 指出 ,原子 的 电子 壳 结 构 , 是 元 素 的 化 学 和 物理 性 质 周期 性 变化 的 原 
因 . 惰性 气体 原子 的 电子 组 态 是 一 个 满 这 ,最 后 一 个 电子 的 电离 能 特别 大 ( 见 图 
9. 6) ,元 素 的 化 学 性 质 极 不 活泼 ,这 些 原 子 的 原子 序数 分 别 为 

Z=2, 10, 18, 36, 54, 86 
He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn 
相应 的 电子 组 态 为 满 壳 ( 见 表 9. 5). 

20 世纪 40 年 代 , 原子核 的 实验 资料 分 析 表 明 :原子 核 的 许多 性 质 也 有 类 似 的 
周期 性 变化 , 即 原 子 核 的 质子 数 2 ,或 中 子 数 N 取 下 列 数值 时 ,原子 核 特别 稳定 . 
这 些 数 是 

Z =2,8,20,28,50,82 

N=2,8,20,28,50,82,126 
当时 人 们 还 不 能 解释 这 些 数 ,所 以 称 之 为 “ 幻 数 ”magic number). 中 子 数 或 质子 数 
为 这 些 数 的 核 称 为 “ 幻 核 >(magic nucleus) ,而 中 子 数 和 质子 数 都 是 幻 数 的 原子 核 
则 称 为 双 幻 核 (double magic nucleus). 典型 的 双 幻 核 有 六 Os 、 络 Cazo 多 Cazs、 
0 Snso 、 妮 Pb 等 . 直到 1949 年 , M. G. Mayer 与 J. H. D. Jensen 等 "提出 强 自 旋 轨 


GD M.G.Mayer, Phys. Rev. ,75(1949),1969;78(1950),16.O. Haxel,J. H. D. Jensen and H. E. Suess， 
Z. Physik,128(1950) ,295. 总 结 性 资料 可 参阅 M. G. Mayer and J. H. D. Jensen, Elementary Theory of Nu- 
clear Shell Structure (Wiley, New York,1955). 由 于 他 们 的 重要 贡献 ,Mayer 与 Jensen 获 1963 年 Nobel 物理 
学 奖 . 
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满 沉 核 的 几 个 显著 特征 是 ; 

(1) 结 合 能 特别 大 ,因此 特别 稳定 . 

(2) 第 一 激发 态 能 量 比 附近 原子 核 的 第 一 激发 能 级 要 高 得 多 ,对 于 双 幻 核 尤其 
明显 . 这 是 由 于 核子 的 激发 要 跨 过 一 个 大 壳 ,需要 付出 很 大 能 量 . 

(3) 电 荷 分 布 呈 球形 , 电 四 极 矩 为 0. 

(4) 在 自然 界 中 ,Z= 幻 数 的 元 素 的 稳定 同位 素 (isotope) 特 别 多 . 同样 , N 一 幻 
数 的 稳定 的 同 中 子 异 荷 素 (isotone) 也 特别 多 . 

但 原子 核 中 的 壳 结构 比 原子 中 的 电子 壳 结构 要 复杂 一 些 ,因为 原子 核 中 有 两 
类 全 同 粒子 (质子 与 中 子 ) ,它们 有 各 自 的 党 结构 ,但 由 于 质子 与 中 子 之 间 的 相互 作 
用 ,两 种 壳 结 构 又 互 有 影响 . 此 外 , 由 于 质子 之 间 有 Coulomb 作用 ,对 于 重 核 (Cou- 
lomb 作用 的 相对 重要 性 变 大 ) ,质子 壳 结构 与 中 子 壳 还 会 有 所 不 同 . 

原子 核 的 幻 数 与 原子 中 的 满 壳 层 的 电子 数 不 相同 ,反映 出 核子 相互 作用 与 电 
子 感受 到 的 电磁 作用 有 很 大 差异 . 虽然 人 们 对 于 核子 间 的 强 相互 作用 已 有 相当 的 
了 解 ,但 应 该 说 还 是 比较 肤浅 的 . 此 外 ,数学 上 处 理 多 体 问题 的 复杂 性 ,使 得 人 们 很 
难 从 多 粒子 系 的 Schr6dinger 方程 出 发 ,严格 得 出 原子 核 中 单 粒 子 能 级 的 壳 结构 . 
Mayer && Jensen ,以 及 后 来 的 S. G. Nilsson 等 2, 则 从 唯 象 的 角度 来 处 理 此 问题 . 
他 们 认为 ,核子 在 核 内 的 运动 ,作为 初步 的 近似 ,可 以 认为 是 在 一 个 平均 自治 场 中 
运动 . 这 个 平均 场 的 形式 与 原子 中 的 平均 自治 场 当然 有 较 大 差异 ,因而 相应 的 过 结 
构 和 幻 数 就 有 所 不 同 . 通过 原子 核反应 截面 的 实验 观测 及 理论 分 析 , 有 可 靠 的 直接 
证 据 表明 核子 在 原子 核 内 运动 的 平均 自由 程 至 少 与 原子 核 大 小 可 相 比 拟 @, 因此 ， 
原子 核 的 独立 粒子 模型 或 过 模型 是 处 理 原 子 核 多 体系 的 一 个 良好 的 出 发 点 . 原子 
核 这 样 一 个 由 许多 强 相 互 作用 的 粒子 组 成 的 体系 ,居然 呈现 单 粒子 运动 的 特征 ,这 
是 一 个 理论 上 极 有 兴趣 的 问题 ,尚未 很 好 解决 . 这 现象 与 Pauli 原理 和 Heisenberg 
不 确定 度 关系 有 密切 的 关系 @. 

由 于 核子 之 间 的 作用 力 程 很 短 ,粒子 在 核 内 感受 到 的 平均 场 的 形状 应 接近 于 
粒子 的 密度 分 布 形状 . 从 20 世纪 50 年 代 开始 ,通过 高 能 电子 散射 8 及 原子 久 射 
线 谱 的 观测 ®@, 对 原子 核 内 的 电荷 分 布 已 了 解 得 相当 仔细 ?2, 它们 可 以 较 好 地 用 
Fermi 二 参数 分 布 来 描述 , 即 


中 M.G.Mayer andJ. H. D, Jensen, Elementary Theory of Nuclear Shell Structure (Wiley, 1955) ( 球 
形 原子 核 ). 

© SG.Nilsson,Mat Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk,29(1955),No. 16( 轴 对 称 变形 原子 核 ). 

® A Bohr and B.R.Mottelson, Nuclear Structure, Vol. 1,Single-particle motion ,Pp. 139(W. A. Benja- 
min, 1969). 

@ 例如 ,参阅 了 Ring and P. Schuck, The Nuclear Many-Boby Problem (Spring-Verlag, 1980). 

© R.Hotfstadter,Ann, Rev. Nuclear Sci. ,7(1957) ,231. 

@ 例如 ,参阅 C. S Wu( 吴 健雄 )and J. Wiletz, Ann. Rev, Nuclear Sci. ,19(1969) ,527. 

@ ”近期 实验 资料 总 结 ,参见 I Angeli, Atomic Data and Nuclear Data Tables ,87(2004) ,185. 
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Ee 
pl7) 1 于 exp[ (r+ — R)/a] (9., 6， 1) 


其 中 尺 是 刻画 分 布 半径 的 参数 ,a 表征 表层 厚度 ,a/R<1,p 作 核 中 心 密度 之 0. 17 
核子 。fm-: , 见 图 9. 10(a). 对 于 核子 感受 的 平均 场 ,人 们 常 采 用 Woods-Saxon 
势 , 即 


SS Vo 
VCr) = | (Vo > 0) (9. 6. 2) 
见 图 9. 10(b). 
Vr) R 
0 
一 帮 
(b) 
图 9. 10 
, WA/ 
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Oh If 2p /06-7 | IF Ti06 5.42 


~og [58] |ig [86] ~ 


SR 3 ~~~ lp [40] 273 


(a) (b) 
图 9.11 
图 (a) 是 各 向 同性 谐振 子 能 级 . 图 (c) 是 无 限 深 球 方 势 阱 的 能 级 ,并 让 其 1d 能 级 与 图 (a)1d 能 级 
位 置 相 同 . 图 (b) 则 是 图 (a) 和 (ce) 的 任意 内 插 . 
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但 Woods-Saxon 势 的 径 向 方程 只 能 采用 数字 计算 求解 ,所 以 人 们 常 采用 另外 
两 种 更 简单 的 中 心 势 ,它们 有 解析 解 . 这 两 种 中 心 势 即 在 第 6 章 中 讲 过 的 三 维 各 向 
同性 谐振 子 势 和 无 限 深 球 方 势 阱 . Woods-Saxon 势 的 分 布 及 能 级 分 布 则 介 于 两 者 
之 间 . 它们 的 能 级 分 布 如 图 9. 11 所 示 . 从 图 9. 11 可 看 出 ;谐振 子 给 出 的 满 壳 所 对 
应 的 核子 数 (已 计 及 自 旋 自 由 度 ) , 即 “ 幻 数 ”, 为 
2,8,20,40,70,112 ,… 
可 以 看 出 , 较 低 的 三 个 幻 数 与 观测 一 致 ,但 更 大 的 幻 数 则 完全 不 正确 . 这 个 困难 曾 
经 在 一 段 时 间 内 使 人 困惑 不 解 . 
这 个 谜 是 Mayer 和 Jensen 在 1949 年 提出 的 强 自 旋 - 轨 道 耦合 壳 模 型 中 被 解 
开 . Mayer 与 Jensen 提出 ,在 核 内 平均 场 中 运动 的 核子 ,还 感受 到 的 一 项 自 旋 - 轨 
道 耦合 作用 ， 
es I (9. 6. 3) 
但 它 比 原子 中 电子 感受 到 的 自 旋 - 轨 道 耦合 (Thomas 项 ) 要 强 得 多 ， 而 且 正 负 号 
相反 . 
由 于 强 自 旋 -轨道 耦合 ,中 心力 场 中 的 单 粒子 能 级 E, ,将 分 裂 为 两 条 (1 关 0 情 
况 ,7 一 / 士 1/2;7 一 0 情况 ,不 分 裂 ). 作为 估算 (一 级 微 扰 论 ) ,能 级 分 裂 为 
AE= FE;=11 — FE; 1/2 
二 《ECr)>{(8 . DD ;=e — 《Ss。 DD) ,12} (9. 6. 4) 


其 中 
(s+D= 坟 (J Ps) 
= 委 [jG+D -14D 一 3] 
< 5 一 7 十 1/2 
= 0 
所 以 


二 《€(7) (27 十 1):/2 (天 0) (9. 6. 5) 
实验 资料 表明 ,已 -ity 二 Ej-1-w 与 原子 中 电子 能 级 的 分 裂 正好 相反 ,因此 要 求 
《6 <0. 由 式 (9. 6. 5) 还 可 看 出 ,! 能 级 分 裂 的 大 小 AEcc(27 十 1)， 即 7 愈 大 的 能 
级 , 自 旅 -轨道 入 合 分裂 全 大 
图 9. 12 中 ， ,左边 是 介 于 谐振 子 势 阱 与 无 限 深 球 方 势 阱 之 间 的 单 粒子 能 级 , 右 
边 是 计 及 自 旋 -轨道 耦合 之 后 的 单 粒子 能 级 . 令 人 惊奇 的 是 ,考虑 强 自 旋 -轨道 耦 
合 之 后 ,给 出 的 “ 幻 数 ” 与 实验 完全 一 致 . 所 以 Mayer & Jensen 的 壳 模 型 立即 引起 
人 们 普遍 的 重视 . 它 对 于 核能 谱 以 及 有 关 实 验资 料 的 整理 提供 了 比较 可 靠 的 依据 . 
因此 ,在 20 世纪 50 年 代 后 的 核能 谱系 统 学 有 了 很 大 的 发 展 . 
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1f ___ 3/0) 
一 1f 7/2(8) 
Oh 9/2(10) 
Qh ee. 
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图 9.12 具有 强 自 旋 -轨道 看 合 的 原子 核 壳 模型 能 级 系 
取 自前 引 Mayer & Jensen 一 书 ,p. 581. 


强 自 旋 -轨道 耦合 壳 模 型 除了 能 正确 地 解释 “ 幻 数 ”之 外 ,还 可 以 相当 满意 地 
给 出 原子 核 的 基态 自 旋 与 宇 称 . 在 此 基础 之 上 , 计 及 核子 间 的 剩余 相互 作用 ,还 可 
以 对 基态 的 其 他 一 些 性 质 ( 例 如 , 磁 矩 ) , 较 低 激发 谱 以 及 各 种 跃迁 概率 与 选择 定 
则 ,给 予 一 定 程度 的 说 明 . 表 9. 8 中 ,以 “ 幻 数 ”8 附近 的 奇 A 核 的 磁 矩 为 例 , 比较 壳 
模型 值 与 实验 观测 值 . 表 9. 8 中 第 二 列 是 基态 自 旋 与 宇 称 的 观测 值 ,第 三 列 是 最 后 
一 个 奇 核子 所 处 的 单 核子 态 , 是 根据 图 9. 12 确定 的 . pu 是 按 壳 模 型 计算 出 的 磁 
和 矩 , 也 就 是 按照 Schmidt 公式 [ 见 9. 2 节 , 式 (9. 2. 34),(9. 2. 35)] 计 算出 来 的 . 最 后 


一 列 是 磁 矩 的 实验 观测 值 . 
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表 9.8 原子 核磁 矩 ( 单 位 :核磁 子 ) 


-一 -一 一 ~ ~ vv 


核 基态 自 旋 与 宇 称 单 粒子 态 Lsch J 观测 
$07 1/2- pl/2 0. 6378 0. 7189 
BNg /27 py2 一 0. 2642 一 0. 2831 
87Og 5/2+ ds/2 一 1.9128 一 1.8934 
4" Fs 5/2+ ds/2 4. 7926 4. 7224 

习 题 


9.1 在 o. 表象 中 , 求 的 本 征 态 . 
1|1 ye eo 二 
s 洁 | oz 本 征 值 1 是 [ oz 本 征 值 一 一 1. 


9.2 在 cu 表象 中 , 求 c .nm 的 本 征 态 ,m(sinbgcosp,singsinp,cosb) 是 (6， 9) 方 向 的 单位 矢量 . 


2 > 
ig/ | ee + sing/2exp( 一 ip/2) 


。 n=—1 
sinb/2exp(ip/2) cosg/ 2exp(ip/2) | SE 


9.3 在 自 旋 态 Xis(s;)== 上 下 , 求 A 与 A5. 

答 : A 二 A5S 一 大 /4 

9.4 具有 两 个 电子 的 原子 处 于 自 旋 单 态 (S==0). 证 明 自 旋 - 轨 道 耦合 作用 6(>)s 。! 对 能 量 
无 贡献 . 

9.5 设 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 相互 作用 为 

VO7) = V(t Vr Ss 

第 一 项 为 中 心力 ,第 二 项 为 张 量 力 . 证 明 (a) 字 称 x, 总 自 旋 5 ,总 角 动 量 卫 及 J 均匀 守恒 量 ,但 
歼 与 S 不 是 守恒 量 . (b) 在 自 旋 单 态 下 , 张 量力 为 零 . 

9.6 自 旋 为 * 的 两 个 粒子 ,对 称 的 与 反对 称 的 自 旋 波 函数 各 有 几 个 ? *=1/2 与 :一 3/2 情 
况 下 ,对称 与 反对 称 自 旋 态 各 有 几 个 ? 

答 , 自 旋 为 * 情况 , 对 称 的 自 旋 波 函数 有 (s 十 1) (2s 十 1) 个 ,反对 称 的 自 旋 波 函数 有 
s(2s 十 1) 个 . 

9.7 《1) 设 电子 处 于 自 旋 态 Xiys (0 二 1), 求 0, 二 og，n 的 可 能 测 值 及 相应 的 概率 ,n= 二 (n,， 
mo yc) 是 单位 矢量 . (2) 对 于 6 二 十 1 的 自 旋 态 , 求 g 各 分 量 的 可 能 测 值 及 相应 的 概率 ,以 及 e 的 
平均 值 . 


答 :(1) 6 一 土 的 概率 分 别 为 去 (1 土 n.) 


(2) 0 一 土 1 的 概率 为 。 方 (1 土 n) 
ow 一 士 1 去 (1 土 ) 
0,= 土 1 去 (lm) 
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(go)=n 
9.8 满足 U+U=UU+ ==1,detU==1 的 维和 矩 阵 称 为 SU, 矩阵 . 求 SU; 的 一 般 形式 . 


Coscwe'” Sinwei8 
| 9 xD、w 为 三 个 实 参量 


一 Sinwe i coswe i 


9.9 讨论 下 列 算 符 是 否 存在 . 如 存在 ,将 它 表示 成 cc .ov 、o: 和 1 的 线性 秋 加 ， 
(DC 十 cz) (2)(1tosdioy) (3)(C1 十 cz) 一 


答 :U== 


答 :(1) Qto)w= 地 (+e) 


(2) (tortio,) Y=1+ 雪 (GTio,) 


(3) (1 十 oz ) 1! 不 存在 . 
9. 10 化 简 exp(iAo. )o,exp( 一 oz) ,a 二 zx,y,4 为 常数 . 
答 ;exp(iAos)orexp( 一 iMo)=0zcos2A—o, sin2X 
exp(iAgz )o, exp( ~—iAg: ) =oz sin24 二 og, cos2X 
9.11 设 flo.) 是 可 以 展开 成 o 宪 级 数 的 任意 函数 , 证 明 
floi)o+= or flo: 士 2) 
特例 
exp(&0:)or 二 or exp(S0:)exp( 十 2 〈& 为 常数 ) 
提示 :oo+ 二 ot (os 十 2) [ 见 9.1 节 , 式 (9.1.19)] 
` 9.12 设 4 为 常数 ,n 为 任意 方向 的 单位 矢量 ,证 明 
exp(ign)gexp(— Mon) = on (n Xo) Xncos2 Cn xX o)sin2A 
式 中 6 二 @ en. 
9.13 自 旋 为 姑 2, 内 豪 磁 矩 为 m 的 粒子 ,在 空间 分 布 均匀 但 随时 间 改 变 的 磁场 B(z) 中 运 
动 ,证 明 粒 子 的 波 函 数 可 以 表示 成 空间 函数 与 自 旋 函数 之 积 , 写 出 它们 满足 的 波动 方程 . 
提示 : H= Ho—po*B 
2 
H, = (eA) + 
末 与 自 旋 无 关 , 一 joo*B 与 空间 坐标 无 关 . 所 以 可 以 令 
Ty ys2 st) 一 p(T, YZ) (Cs ) 
远 3 一 Ho 


ala| - 8 
| 


9. 14 同上 题 , 设 B 沿 z 轴 方 向 ,在 坛 0 时 , 自 旋 波 函数 为 


a(0) 要 ecos8 
5b(0) ea sind 
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a(t) 


b(t) 


, 它 是 自 旋 沿 什么 方向 分 量 的 本 征 态 ? 在 这 个 态 下 求 自 旋 的 三 个 分 量 的 平均 值 ;.、 


Se 


nl 


a cosiexp (1 Se | Badia) 
: -| 


sindexp ( 一 皮 Batie 
是 自 旋 沿 (0,q) 方 向 分 量 的 本 征 态 ， 


0= 23,9 一 2(a 一 鱼 | BCDd) 
yz 一 包 sin28cos (2 | BCD dr— 24) 


Sa 名 sinz23sin (2 | BO dt— 24) 


5 二 得 cos28 


9. 15 与 上 两 题 类 似 , 设 磁场 大 小 不 变 ,但 磁场 在 zy 平面 中 以 下 列 规律 变化 : 
B, = Becoswt, B, = Bsinwt, B. = 0. 
求 粒子 的 自 旋 波 函数 . 
a(lt) 
b(t) 


a(t)= Laexp(i(¥/2) + csexp(— i{¥/2) Jexp(— iwt/2) 


答 : 自 旋 波 函数 为 | | . 设 粒 子 内 豪 磁 矩 为 jw , 令 #0 三 V 姑 oy 十 416BB. 则 


b(2) = ZB (0 — w)exp(i{¥/2) — cz (0 ++ w)exp(— i(¥/2) JexpCt iwt/2) 


C1 与 C2 由 初 条 件 确定 . 
9.16 设 自 旋 为 1/2 的 粒子 在 磁场 B(b 中 运动 ,求证 在 Heisenberg 表象 中 自 旋 随时 间 的 
变化 为 
Es 一 Ss xB 


式 中 mm 为 粒子 质量 ,e 为 电荷 ,g, 为 自 旋 g 因子 (对 于 电子 g 二 一 2). 设 B=Bok 是 沿 z 轴 方 向 
的 常 磁场 ,求解 s(. 
管 : 
Sz (t) = sz (0)cos(gswt) + s, (0)sin(gswt) ,w = eBo /2uc (e > 0) 
sy (t) =— s. (0)sin(gswi) + s, (0) cos(gswt) 
sz (t) = s,.(0) 
9.17 有 一 个 定 域 电子 (作为 近似 模型 ,不 考虑 轨道 运动 ) ,受到 沿 z 轴 方 向 的 均匀 磁场 B 
的 作用 ,Hamilton 量 表 示 为 


设 t=0 时 ,电子 自 旋 “ 向 上 ”( 即 s, 二 大 /2), 求 过 0 时 s 的 平均 值 . 
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答 ;,(s > 一 0， (一 一 去 sin2ot， (一 去 cos2ot， De 


9. 18 设 有 一 个 自 旋 为 /2 的 粒子 , 磁 矩 二 jw0, 置 于 均匀 磁场 B 中 ,B 方 向 为 nn,n,， 
mx). 设 :二 0 时 粒子 沿 正 z 轴 方向 极 化 (6. 二 1, 即 (0),-。o 二 e), 求 >0 时 粒子 的 极 化 矢量 (0),. 
管 ; 《04) 二 nzns (1 一 cos2wt) 一 n, sin2wt， ww 二 Jo BB/ 坟 
(0y)=nynz (1— cos2wt) nz sin2wt 
《> 一 形 十 (1 一 好 )cos2owt 
9. 19 自 旋 为 ;和 /2 的 粒子 , 磁 矩 一 Ma, 处 于 沿 z 轴 正 方向 的 均匀 磁场 Bu 中 , 设 :之 0 时 ， 
再 加 上 一 个 旋转 磁场 蕊 (为 ,方向 垂直 于 = 轴 , 了 (为 一 Bi cos2uote。 一 Bisin2wozey (own 一 各 Bo/ 有 
设 初 始 时 (二 0) 体 系 处 于 s. 二 和 /2 的 本 征 态 ;2 , 求 之 0 时 体系 的 自 旋 波 函数 以 及 自 旋 反 向 所 
需 的 时 间 . 


sxo-| 1 =p Bi /天 


coOsw t exp(icwot) 
isincn 上 | 
极 化 矢量 4s) 随 时 间 而 变化 ,变化 周期 T=x#i/pw Bi. 

9. 20 自 旋 为 1/2 的 粒子 , 极 化 矢量 定义 为 P==(@). (1) 设 :一 0 时 , 自 旋 态 为 X(0) 一 
Ba 


. . ;0\a 为 非 负 实数 ,6<x/2,a<x, 求 了 的 空间 方位 角 , (QW ,m). (2) 设 粒子 受到 > 
sindé exp(ia) 


方向 均匀 磁场 B(b 作 用 ,五 = 一 mo-B (CD , 求 卫 随时 间 变 化 的 规律 . 
答 :(1) 了 一 20， 和 一 2c 
(2) 卫 一 (c): 一 (singcosp,sinbsinpy,cosO) 


其 中 6 一 % 一 20,p 一 wm 一 细 | B(z)dr, 即 P 和 z 轴 ( 磁 场 方向 ) 夹 角 (26) 保 持 不 变 , 但 绕 > 轴 旋 


转 ,角速度 =- 哇 - 一 和 BO 


9. 21 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,(P, 闫 ,7-) 的 共同 本 征 函数 记 为 ww .在 ! 取 确定 值 的 态 空间 中 
定义 


证 明 〈1) Ai 十 A 二 1 
(2) (At )?=Ar ,A7)*=Ar7 ,AtA7 =ArAr =0 
(3) A $it lam; = fit2m » AD Bir-yam, 二 0 
As $i-l2m, plam yAs Boity2m; 一 0 
说 明 Az 的 物理 意义 . 
9. 22 给 定 j,m 后 ,(P ,7,j,) 的 共同 本 征 函 数 piim; 有 两 种 ,相应 于 /二 j 士 1/2, 在 (9,9，,s.) 
表象 中 可 表示 成 
聊 -二 人 人 | 上 
” VUtl\ VISmYr 
人 - VT—mY; 
mE TI /Tariy 
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(一 J 十 1/2 #0,m = m+ 1/2) 


分 别 相 应 于 两 种 不 同 字 称 ,定义 o, 二 ag，。r/r, 证 明 取 适当 相 角 后 ， 
Org 加， Te 2 
Op > 2 
提示 :co 为 奇 宇 称 算 符 ( 寿 标量 )， 
[ec,o] = 2i 二 X c， [1,o, = 一 i 二 r X ac， [j,o,|]=0 


9. 23 ” 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,处 于 CE,j? ,j;) 的 共同 本 征 态 下 ,证 明 

PT7G 二 ID 一 上 十 1) 十 3/4 本 

(@) 一 和 | ( 取 坟 = 1) 

提示 ; $m 也 是 a。i 的 本 征 态 ,并 利用 

(og. Datolg.D) 一 21， (og: D++(g:D—PF=0 

9. 24 电子 的 磁 矩 算 符 可 表 为 p= 二 j4 十 js 二 = 2s). 电子 磁 矩 的 实验 观测 值 y 定 
义 为 
p= Cm | pe Njm;) =; = (0 | pe | 077) 

求 色 . 
=141 +D /+ D+3/4 


答 ， 一 一 g&1， 
ee 27(G 十 1) 


(Lande g 因子 ) 


即 
一 人 十 1/2)， 了 一 /十 17/2 
一 1J027 十 1)727 十 22)， 7 了 一/ 一 1/20C 天 0) 

9.25 ”证 明 [Siz,S?] 二 0,[Siz ,J 中 ==0, 其 中 J=5 十 1,1 为 体系 的 轨道 角 动量 ,在 质心 坐标 系 
中 1 二 rXp== 一 条 XY ,r= 二 ni 一 py ,Swz 定 义 见 9. 4. 1 节 练 习 5. 

9. 26 ”由 两 个 非 全 同 粒子 ( 自 旋 都 是 1/2) 组 成 的 体系 ,已 知 粒子 1 处 于 5 二 1/2 的 本 征 态 ， 
粒子 2 处 于 so 二 1/2 的 本 征 态 , 求 体系 总 自 旋 8 的 可 能 测 值 及 相应 的 概率 . 

答 .$ 本 征 值 =0 概率 为 1/4,S? 本 征 值 王 2 概率 为 3/4. 


9. 27 自 施 为 去 的 两 个 定 域 的 非 全 同 粒子 的 相互 作用 能 为 (4 一 1) 万 二 As1 。s% (不 考虑 轨 


道 运动 ). 设 t=0 时 ,粒子 1 自 旋 “向 上 ”Cs 二 1/2) ,粒子 2 自 旋 “ 向 下 ”(s2. 二 一 1/2). 求 任意 时 刻 
>0 时 , (1) 粒 子 1 自 旋 “向 上 ”的 概率 ,(2) 粒 子 1 和 2 自 旋 均 向 上 的 概率 ,(3) 总 自 旋 S=1 和 0 
的 概率 ,(4)s! 和 ss 的 平均 值 . 
答 :(1) cos: (Azt/2). 
(2) 0. 
(3) S=1 和 S=0 的 概率 相同 ,各 为 1/2. 
(4) 《Si 7》 一 (sy 一 (sz 一 (sy 一 0 


-一 


(ic) 二 去 cosAt， (sx 一 一 二 cosAt 


9. 28 ”两 个 自 旋 为 1/2 粒子 组 成 的 体系 , 置 于 均匀 外 磁场 中 , 取 磁 场 方向 为 = 轴 方向 , 则 体 
系 Hamilton 量 可 表示 成 (忽略 轨道 运动 )H==aois 十 bozs 十 cg@!1 *， gz ,a、b、c 为 常数 , 五 中 第 一 、 二 
项 表示 粒子 内 豪 磁 矩 与 外 磁场 的 相互 作用 ,第 三 项 表示 两 个 粒子 之 间 自 旋 - 自 旋 相 互 作 用 . 求 这 
的 本 征 值 . 
。325 。 


答 : 下 =c 士 2c ,一 c 土 2Vc 十 入 ,其 中 心 一 方 (a+b) ,ae 一 于 (一 已 


9. 29 自 旋 为 1/2 的 三 个 非 全 同 粒 子 组 成 的 体系 , Hamilton 量 为 互 一 As 。s 十 BCs 十 
s )。s (4A,B 为 实 常数 ), 试 找 出 体系 的 守恒 量 , 求 能 量 本 征 值 及 能 级 简 并 度 ( 取 # 一 1). 

答 : 令 Sis 二 5 十 ss ,5S 二 5s1 十 sz 十 $3, 则 (Siz)?、S? 、S 均 为 守恒 量 . ($1;)? 本 征 值 为 SCS’ 十 1)， 
S 一 0,1,S? 本 征 值 为 S(S 十 1) ,S= 二 1/2、1/2、3/2. 能 级 可 记 为 Ess. 


简 并 度 =2S 十 1 


9.30 同上 题 ,但 A 二 B, 即 及 =A(s1， $s 十 so，53 十 $s。s$1),CA 为 实 常数 )(1) 求 体系 的 能 
级 和 简 并 度 .(2) 找 一 组 定 恒 量 完全 集 , 求 出 其 共同 本 征 态 . 


答 :(D 到 一 全 (SCS+D 一 二 ) 
En 一 子 A,S 一 3/2,S 一 1, 简 并 度 =4 


已 p 一 一 二 4,S 一 1/2,S' 一 0,1, 简 并 度 一 4 
(2) 守恒 量 完全 集 可 取 为 (S% ,S# ,S-) ,其 共同 本 征 态 记 为 | SSM) , 共 8 个 态 , 即 


3 1 3 工 
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第 10 章 力学 量 本 征 值 的 代数 解法 


在 常见 的 教材 中 ,量子 力学 体系 的 本 征 值 问题 ,特别 是 能 量 本 征 值 问题 ,习惯 
采用 分 析 的 方法 , 即 在 一 定 的 边 条 件 下 求解 Schr6dinger 方程 . 从 历史 上 来 看 , 几 
个 简单 的 量子 体系 的 能 量 本 征 值 问题 ,最 早 是 用 代数 方法 求解 的 . 近年 来 ,在 物理 
学 各 前 沿 领域 中 ,使 用 代数 方法 (包括 群 及 群 表示 论 ) 来 处 理 本 征 值 问题 愈 来 愈 普 
让 ,特别 是 在 近似 求解 中 . 例如 ,在 简 并 态 或 近 简 并 态 的 微 扰 论处 理 中 ,往往 就 是 在 
体系 的 一 个 有 限 的 态 空间 中 把 Hamilton 矩阵 对 角 化 , 即 归结 为 求解 一 个 齐 次 的 
线性 代数 方程 组 . 无 论 用 微分 方程 解法 ,还 是 用 代数 解法 ,在 能 级 有 简 并 的 情况 下 ， 


格外 明显 和 必 不 可 少 . 

本 章 将 对 常见 的 几 个 力学 量 本 征 值 问题 的 代数 解法 作 集 中 的 讨论 . 

10. 1 节 给 出 谐振 子 Hamilton 量 的 因 式 分 解法 (factorization method) , 它 是 
Schrodinger 在 40 年 代 提 出 来 的 0. 在 因 式 分 解法 中 引进 了 升降 算 符 ,把 谐振 子 相 
邻 能 级 的 本 征 态 联系 起 来 . 10. 2 节 讨 论 角 动量 的 一 般 性 质 ,这 理论 是 Dirac 给 出 
的 ,所 得 结论 只 基于 角 动 量 三 个 分 量 的 对 易 式 ,因而 对 于 轨道 角 动 量 , 自 旋 , 以 及 合 
成 角 动 量 都 适用 ,还 可 以 用 来 处 理 类 似 的 同位 旋 , 准 自 旋 等 问题 . 10. 3 节 介 绍 
Schwinger 提出 的 处 理 角 动量 本 征 值 问题 的 一 种 方法 . 它 利 用 二 维 各 向 同性 谐振 
子 的 升降 算 符 来 表达 角 动 量 算 符 , 由 此 可 极 简便 地 得 出 角 动 量 的 各 种 性 质 . 此 理 
论 根据 的 是 SU; 群 与 SO 群 是 局 域 同 构 的 认识 . 10. 4 节 讨 论 两 个 或 多 个 角 动 量 
的 合成 ,引进 了 用 处 很 广泛 的 Clebsch-Gordan 系数 . 


10.1 Schrodinger 因 式 分 解法 


一 维 谐振 子 的 Hamilton 量 为 
再三 op 十 去 mw? x (10.1.1) 
采用 自然 单位 (于 = 二 w= 二 1) , 则 
H= 志 (x +) (10. 1. 2) 


@ E.Schrodinger, Proc. Roy. Irish Acad. , A46(1940),9,A46(1941)183, A47(1942)53;L. Infeld and 
T. E. Hull, Rev. Mod. Phys. ,23(1951)21., 
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a 二 ee 池 Me 
人 2b | (10. 1. 3) 
一 掺 一 记 ) = z 一 蕊 ) 
其 逆 表 示 式 为 
一 计 Cdt 二 a)， = 六 ( 人 ta (10.1.4) 
利用 zx 和 户 的 基本 对 易 式 [x 办] 一 i, 容 易 证 明 
[a,a+ |=1 (10. 1. 5) 
砷 可 以 因 式 分 解 如 下 
H= 当 (~- 芒 +z)( 基 +z)+1|= (etat+ 雪 )= 从 + 二 (0.1.6) 
式 中 
N=ata (10. 1.7) 


为 厄 米 算 符 . 可 以 证 明 从 (因而 栈 ) 为 正定 算 符 ,因为 在 任意 态 y 下 ,对 的 平均 值 为 
非 负 
求 出 六 的 本 征 值 后 ,五 本 征 值 也 就 知道 了 . 下 面 来 求 正定 厄 米 算 符 全 的 本 征 值 . 
设 
NI = (10. 1. 9) 
1) 表示 仿 的 一 个 本 征 态 , 本 征 值 为 正 实数 . 利用 式 (10. 1. 5) 和 (10. 1.7) 可 以 证 
明 下 列 代数 关系 
EN (10. 1. 10) 
因此 
[RN ,a]ln) 一 Nalns ON |n) = Naln) —naln) =— aln) 
即 
Nails = (nO—l)aln (10. 1. 11) 
所 以 al” 也 是 六 的 本 征 态 ,但 相应 的 本 征 值 为 (n 一 1). a 称 为 降 算 符 (lowering 
operator). 因此 ,从 六 的 某 个 本 征 态 |n) 出 发 ,逐次 用 降 算 符 a 运算 ,可 得 出 六 的 
一 系列 本 征 态 
|n) ,aln) ,a |n),.. (10. 1. 12) 
相应 的 N 的 本 征 值 分 别 为 


77 一 1,7 一 2)，… 


考虑 到 六 为 正定 厄 米 算 符 , 它 的 所 有 本 征 值 必须 三 0. 设 对 的 最 小 本 征 值 为 n, 本 
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征 态 记 为 |m >》, 它 必须 满足 


alno) =0 (10. 1. 13) 
否则 | no) 不 能 称 为 最 小 本 征 值 相应 的 本 征 态 . 由 此 可 得 
| ye (10. 1. 14) 


即 |m) 是 六 的 本 征 态 , 对 应 本 征 值 为 二 0, 因 此 |n。) 可 记 为 10). 
类 似 于 式 (10. 1. 10) 和 (10. 1. 11) ,还 可 证 明 


[N,at |] = at (10. 1. 15) 
以 及 
Nat |n) 一 (2 十 1)a+ |n) (10. 1. 16) 
即 at |z 是 六 的 本 征 态 ,但 相应 的 本 征 值 为 (4 十 1)， s 
所 以 a! 称 为 升 算 符 (raising operator). e 


综 上 所 述 ,我 们 从 六 的 最 小 本 征 值 n=0 相应 
的 本 征 态 |0) 出 发 ,逐次 用 升 算 符 o+ 运算 ,就 可 以 得 
出 六 的 全 部 本 征 态 (尚未 归 一 化 ) 和 本 征 值 如 下 ( 见 


OO 一 DD ww om J oo 
Io = 
SS 


图 10. 1): 
10》， ar+ 10)， af |0)， … (10. 1. 17) 
0， 1， 2; 5/2 
利用 归纳 法 ( 留 作 练习 ) ,可 以 证 明 食 的 归 一 化 本 
本 征 态 可 以 表示 成 E/hw 
本 下 as 十 \n == i 
(10. 1. 18) ai 
nn’) = Om 
它们 也 是 互 的 本 征 态 ， 


Hln)=E|n), n= 0,1,2,. 

已 = (n 十 去 ) 《自然 单位 ,和 ) 

即 谐 振子 的 能 量 是 量子 化 的 . 上 述 结果 与 3. 4 节 中 从 求解 Schr6dinger 方程 ,并 利 
用 束缚 态 边 条 件 所 得 出 的 结果 完全 一 致 . 

思考 题 在 3.4 节 中 求解 Schrodinger 方程 时 ,利用 了 束缚 态 波 函数 在 无 穷 远 处 的 值 为 0 


的 边 条 件 , 才 得 出 了 离散 的 能 量 本 征 值 ,E, 二 (x 十 1/2)#iw, 在 上 述 代数 解法 中 ,似乎 未 涉及 量子 
态 的 边 条 件 , 这 应 如 何 理解 ? 


(提示 ;考虑 算 符 p 一 一 读 闻 的 厄 米 性 . ) 
利用 式 (10. 1. 18) ,可 以 证 明 


(10. 1. 19) 
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at |n) = Vntllnt+l1), aln) =Vnl|n—1) (10. 1. 20) 
再 借助 于 式 (10. 1. 4) ,可 求 出 xz 和 zp 在 能 量 表象 中 的 矩阵 元 (添上 坐标 和 动量 的 
自然 单位 ). 


Tmn 一 汪汪 V 7 十 1 Smt 十 VzS ) 人 | 二 


2 (10. 1. 21) 
Pm 一 万 ( Vv nn 十 1 mat 一 VS 1) AM coh 
练习 1 证 明 在 能 量 本 征 态 | n) 下 ， 
均一 万 = 0， 歹 = 浆 = (n+ 二 ) 
(10. 1. 22) 
Ar* Ap 一 (n 十 去) 
对 于 基态 (n= 二 0), Ax。Ap 二 大 /2 
以 下 求 能 量 本 征 态 |n) 在 坐标 表象 中 的 表示 式 . 
首先 考虑 基态 | 0) ,满足 
al0) 一 0 (10. 1. 23) 
利用 式 (10. 1. 4) , 即 
(Zz 十 边 )10 一 0 (10. 1. 24) 
在 工 表 象 中 ,p 表示 成 (取款 =1) 
p = 一 元 (10.1. 25) 
在 坐标 表象 中 , 式 (10. 1. 24) 表 示 成 ?2 
d 
(z 二 车 名 a (10. 1. 26) 


解 出 ,得 g(x)oce* .经 归 一 化 后 ,添上 自然 单位 (长 度 ,a-! = 二 VR 和 /mw ,可 以 求 出 
坐标 表象 中 的 谐振 子 归 一 化 基态 波 函 数 如 下 ) 


1/4 1 _ 22 
(7) = [| exp (一 二 ce he (10. 1. 27) 
激发 态 波 函 数 为 
gz) = (x1n) -站 人 zla"10) 
n. 


式 中 af+ [ 见 式 (10. 1. 3), 添 上 自然 单位 ] 为 


Q@ 式 (10.1. 24) 可 写成 (x | z 十 边 | 0)=0, 插 入 | dx | zx) (zx | =1, 得 | dt (zx | (ztip) | x (| 0)=0. 利 
用 4 4 节 中 工 和 尹 在 坐标 表象 中 的 矩阵 元 公式 ,可 得 | dt (xz8(z 一 区 十 | 一 12p8(z 一 2 | } gp(2) 一 0. 积 
分 后 ,得 (z+ 各 )m (zx )==0, 把 z 换 成 z, 即 式 (10. 1. 26). 
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“人 
所 以 
fh (1) ( 生 ) (ez 一 十 是 ) ese (10. 1. 28) 


练习 2 设 互 = 号 ofa 十 生 (az -atz),[aiatr] 一 1, 求 五 的 本 征 值 ， 
提示 : 作 么 正 变换 ,bt 一 Ma 十 pa (4,4 为 待定 的 实 参数 ) ,要求 [5,5+]==1, 并 使 玉 化 为 
电 二 Kbtb 十 c(K,c 为 待定 常数 ). 
例 1 均匀 外 电场 中 荷 电 谐振 子 的 能 级 
荷 电 g, 质 量 为 m 的 谐振 子 ,在 均匀 外 电场 《作用 下 , Hamilton 量 为 
他 三 元 大 十 寺 mma2zz2 = (10. 1. 29) 
利用 式 (10. 1. 4) ,用 a 和 a1t 表示 出 来 (添上 自然 单位 ) ,得 
H= (at a 二 十) 加 一 g6n [atto) = |at 4 十 去 一 mCat 十 a) | (10. 1. 30) 


式 中 om 为 实 参量 
ao A/ Dk (10. 1. 31) 


1 


令 dfhiw= /2mew 二 2 mw 6, 即 wo 二 g6/mwy, 则 瑞 可 以 表示 成 
H= (tt 5 十 译 ) 和 一 二 mew? (10. 1. 32) 
式 中 右边 最 后 一 项 为 常数 项 ,而 
bt=at—a, b=a—a (10. 1. 33) 
满足 
| [5,6+] = 1 (10. 1. 34) 
因此 五 本 征 值 为 : 
已 = (n 十 吝 ) 各 一 二 mw? 台 ，n 一 0,1,2,*… 0 1305 


例 2 均匀 磁场 中 荷 电 粒子 的 Landau 能 级 
7.1 节 中 已 提 到 ,处 于 磁场 中 的 质量 为 m, 荷 电 g 的 粒子 ,可 定义 其 速度 算 符 


的 全 (10. 1. 36) 
m C 
4 为 矢 势 , 尼 一 一 过 V 为 正则 动量 个 各 分 量 满足 下 列 对 易 式 [ 见 7. 1 节 , 习 题 7. 1] 
[6 » 办 ]== 天 
m 
[分 ?9 分 ]= 一 二 也。 
m 
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人 (10. 1. 37) 
mace 
了 3 一 V XA 为 磁场 强度 . 车 取 B 方 向 为 z 轴 方 向 ,(B, 二 B, 二 0,B. 二 B), 则 上 式 化 为 
[会 ,全 ]= 漠 B (10. 1. 38) 
mace 
粒子 的 Hamilton 量 可 表示 为 ( 因 磁 场 沿 z 轴 方向 ,A 一 0,w. 一 地 P:) 
HH 二 去 m( 代 十 贷 ) 十 却 记 (10. 1. 39) 
m 
为 确切 起 见 , 设 g>>0. 引进 无 量 纲 变量 (如 g<0, 则 PP 和 QQ 定义 互 换 ) 


Qj 名 耻 全 ， P 一 5 公 竹 全 (10. 1. 40) 


则 . 
[Q,Pj]=i (10. 1. 41) 
而 瓦 表示 成 
下 2 1 
H= 了 (YP )hwe t+ Fi Ps (10. 1. 42) 
w= |g|B/mc 一 2 (10. 1. 43) 


a 为 回旋 频率 ,wr 二 | 9|B/2mc 为 Larmor 频率 . 式 (10. 1.42) 即 谐振 子 Hamilton 量 . 利用 前 述 
代数 解法 ,可 求 出 其 能 量 本 征 值 为 


1 1 
E= FE。 = (an 二 三 )ioe 十 去 (10. 1. 44) 


7 一 0,1,2… 一 co 所 加 ( 实 ) < co 

此 即 Landau 能 级 公式 (参阅 7. 2 节 ). 可 以 看 出 , 荷 电 粒子 在 zy 平面 中 为 周期 运动 ,能量 是 量子 
化 的 (在 经 典 力学 中 是 一 个 圆 轨道 运动 ,周期 为 2r/w). 但 在 = 轴 方 向 运动 ,粒子 是 自由 的 ,是 非 
周期 运动 ,能 量 是 连续 变化 的 . 

例 3 互相 垂直 的 均匀 电场 和 磁场 中 的 荷 电 粒 子 

选择 电场 方向 为 z 轴 方向 , 即 6 一 (6,0,0) ,磁场 方向 为 z 轴 方向 , 即 B 二 (0,0,B). 选择 规范 
矢 势 4 一 (0,Bz,0) , (不 难 验证 V XA 二 B). 这 样 ,粒子 的 Hamilton 量 可 以 表示 为 
1 


2m 


入 八 _gB 2 D2 | 
地 bs 人 z | gbz (10. 1. 45) 
不 难 证 明 [6,,H]=0,[A.,H]=0, 但 [,, HH] 去 0. 选择 能 量 本 征 态 为 守恒 量 完全 集 (了 , P.， 
巧 的 共同 本 征 态 , 记 为 | P, ,P.,E) ,在 这 里 P, 和 P. 是 六, 和 户 . 的 本 征 值 ,一 co<P,,P.( 实 ) 
一 pip 1 6 dB ,_ (BP, 

ep | +g6)z | (10. 1. 46) 
上 式 方 括 号 […] 中 的 算 符 ,与 均匀 电场 中 荷 电 粒 子 的 Hamilton 量 形式 相似 (参见 例 1) ,其 本 征 
值 为 (w 王 | gq1B/mec) 

CE n= 0,1,2,°" (10. 1. 47) 
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式 中 


_ me? 9B 
= (n+ SB ) (10. 1. 48) 
所 以 五 的 本 征 值 为 
BB 
Ev,p. 一 或 ( 克 二 PD 二 (n+ 寺 )iw 一 并 -8 
、 , a (10. 1. 49) 
i+p?;?_ CC + CO 
一 也 于 一 站 Ps 十 (十 于 /js 一 下 天 


7 一 0,1,2,"…; 一 co < 过 P,,P.( 实 ) oo 


10.2 角 动 量 的 一 般 性 质 


在 4. 3. 2 节 中 我 们 讨论 了 轨道 角 动量 的 性 质 ,在 第 9 章 中 讨论 了 自 旋 以 及 自 
旋 与 轨道 角 动量 耦合 成 的 总 角 动 量 的 性 质 ,本 节 将 对 角 动 量 的 最 基本 的 一 般 性 质 
作 初 步 的 讨论 . 进一步 的 分 析 见 本 书卷 及 有 关 专 著 人 0. 

算 符 j, \j, 、j: 若 满 足下 列 对 易 关 系 : 

[3 ,jyj 二 1 友 j。 

Dy ,jsj 二 迄 j; (10. 2. 1) 

区 1#), | 
则 以 jz 为 三 个 分 量 的 矢量 算 符 7 , 称 为 角 动量 算 符 . 式 (10. 2. 1) 是 角 动 量 的 
基本 对 易 式 %. 轨道 角 动 量 以 及 自 旋 的 各 分 量 的 对 易 关 系 式 就 具有 这 种 形式 . 下 面 
我 们 将 根据 此 基本 对 易 式 以 及 角 动 量 算 符 的 厄 米 性 来 研究 角 动 量 的 一 般 性 质 . 因 
此 ,下 面 所 得 结论 ,对 于 自 旋 、 轨 道 角 动 量 以 及 任何 角 动 量 都 成 立 . 定义 角 动 量 平方 
算 符 


闫 一 天 十 天 十 天 (10. 2. 2) 
与 轨道 角 动量 及 自 旋 相似 ,根据 式 (1) 和 (2) ,不 难 证 明 ( 留 作 读 者 练习 ) 
[j?,j.]=0, a= Zz,y,z (10. 2. 3) 
定义 角 动 量 升 、 降 算 符 (理由 见 后 ) 
J+= jzTly, j= jz Oo 1y 一 计 (10. 2. 4) 
其 道 表 示 式 为 
庆 二 计 G+ 十 并)， 记 三 直 ( 一 六) (10.2.5) 


四 ME.Rose,Elementary Theory of Angular Momentum ,1957. A. R. Edmonds， Angular Momentum 
in Quantum Mechanics , 2nd ed. ,1960. E. U. Condon,G. H. Shortley, The Theory of Atomic Spectra ,chap. 3， 
1935. E. P. Wigner, Group Theory and its Applications to the Quantum Mechanics o f Atomic Spectra ,1959. 
@ 有 时 把 式 (10. 2. 1) 表 示 成 j Xj 二 i! 厅 ,或 Lj。 ,jp]~—ifiesgyj yo,B,Y =x, yz 或 1,2,3. 
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可 以 证 明 


[六 ] 二 土 寺 4 (10. 2. 6) 
es eh (10. 2.7) 
Jj+ J-—j- Jj+= 2 和 。 (10. 2. 8) 

闭关 十 六 用 20? 一 jz) (10. 2. 9) 


由 于 ?与 j. 对 易 ,我 们 可 以 求 它们 的 共同 本 征 态 , 记 为 |Xm), 即 
六 [Xm) = 二 祯 ?|r)，ji|hm) = 二 mihi|Xm〉  Q,m 无 量 纲 ) (10.2.10) 
这 里 4 丰 与 mt 分别 是 j? 及 j; 的 本 征 值 . 
(1) 利用 式 (10. 2. 3) ,可 知 
Jj+—j+j =0 
上 式 两 边 取 和 矩阵 元 
Am | 7 六 一 让 天 |ja) 一 0 
用 式 (10. 2. 10) 代 入 ,得 
QA —V Am | 六 | Ma 一 0 
当 和 了 A 时 ,Xm 7 14m) 二 0, 即 只 当 =, 矩阵 元 (Xm 17+ 1Xm) 才 可 能 不 为 
零 . 所 以 
Am’ |j4 hm) = bu om | 六 | rm) (10. 2. 11) 
对 于 j-、jz,jy,j: 也 有 类 似 的 公式 , 即 它们 的 矩阵 元 ,对 于 量子 数 4 来 说 ,是 对 角 化 
的 ,这 是 因为 与 j;、j,、j:、j+ 、j- 都 对 易 . 
(2) 根 据 式 (10. 2. 6) 
JsJ+ 一 外 Js 一 士 向 二 
两 边 取 矩阵 元 (注意 它们 对 于 4 是 对 角 化 的 ) 
Cm |j jj jz | hm) 一 士 正 0 |j4 [Nm) 
用 式 (10. 2. 10) 代 入 ,得 
(m —m 干 1) Cm hi Im) =0 
所 以 只 当 m = 二 m 士 1 时 ,和 矩阵 元 (Xm 7 1hm) 才 可 能 不 为 零 . 所 以 
Am |jz Vim) = Or dwn Wm +11 六 | Way》 (10. 2. 12) 
这 说 明 算 符 广 使 磁 量 子 数 闷 增 \ 减 1, 所 以 称 为 升 算 符 和 降 算 符 . 
由 于 ji、jy、j:、j+ 等 的 矩阵 对 于 量子 数 4 是 对 角 化 的 ,以 下 暂时 把 人 略 去 
不 记 . 
(3) 求 诗 的 不 为 0 的 矩阵 元 
对 式 (10. 2. 8) 两 边 取 矩阵 元 
Cm |j4 ji jt |m) = 2mfh? dr 


插入 2 | … 二 1, 对 于 m= 二 mm 情况 ,上 式 化 为 
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Ip 
m 


2 mbjr Tm mj mm) — mlj_ Nm em jr Im)| = 2mf? 


利用 7+ 拢 阵 元 的 选择 规则 [ 见 式 (10. 2. 12)], 上 式 化 简 为 


mlj+ |m— mom1|j |m) omlj_ [m+ mt+1|j |m) = 2mf? 


再 利用 j- 二 证 ,可 知 


m—1|j;- |m) = ml|js4 |mO—1)* 


因此 
[mljr | 和 一 1 一 | 十 1 |m)|? = 2mi? 
令 
名 下 一 《加 十 工作 [Im) = (mlj- |m+1)* (10 
(& 待定 ) , 则 
[8 — 16 | = 2m (10 
这 个 代数 方程 的 解 可 以 表示 为 
| [|? = C—m(m++1) (10 
式 中 C 是 与 mm 无 关 的 实数 . 由 于 |6,|? 宇 0, 所 以 
(十 1) 坟 C (10 


上 式 表明 ,量子 数 m 的 取 值 要 受到 一 定 限制 , 即 mw 有 一 个 上 界 m 与 下 界 m. 


由 式 (10. 2. 12) 与 (10. 2. 13) 可 知名 


后 二 《(m 十 1|j+ | 和 2) 一 0 (10 
因而 
C= mm 1) (10 
类 似 
名 -1 = (m—1|j- |m)* =0 (10 
由 此 得 出 
7( 了 1 十 1) 一 (和 一 1)(m 一 1 十 1) 一 0 
从 而 
m 一 一 71 (10 
由 于 两 个 相 邻 的 m 值 相 差 1, 所 以 m 的 任何 两 个 值 相差 必 为 整数 . 因此 
m 一 m 二 非 负 整数 
即 
m 一 非 负 整 数 /2 (10 


记 m=), 则 7 可 能 取 值 为 非 负 半 整 数 , 即 
， /1/2,3/2,5/2,…( 半 奇数 》 
A ( 零 及 正 整 数 ) 
由 式 (10. 2.15) 及 (10. 2. 18) ,可 求 出 


(10 


. 2. 13) 


.2. 14) 


.2. 15) 


. 2.16) 
这 样 ， 


.2. 17) 


.2. 18) 


.2.19) . 


. 2. 20) 


. 2. 21) 


. 2. 22) 
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| 所 | = 一 7JG 二 TD 一 mm 十 1) = OG—mG+m+t+1) (0.2.23) 
(4) 产 和 j, 的 本 征 值 . 按 式 (10. 2. 9) 有 
闫 一 天 十 却 O+ 六 十 广 庆 ) 
两 边 取 平 均值 
Cm |j? | im) = Gon | 六 Am) 十 去 Gm |j+ 六 十 六 六 | xn)》 
利用 式 (10. 2. 10) 及 (10. 2. 12) ,得 
害 ? 一 友 硼 十 广 { 人 | 有 pe 
+ mlj- [m+1)Cmt+1|j: |m)} 
二 me 地 十 入 {| 和 41: 十 | 和 |?) 
再 用 式 (10. 2. 23) 代 入 ,可 求 出 
A + 六 [G—m 二 DG+m) 和 
二 jC 十 1) (10. 2. 24) 
即 角 动 量 平方 六 的 本 征 值 为 7( 十 1) 起 ,; 取 正 整数 (包括 0) 及 半 奇 数 . 
jz 的 本 征 值 为 mh 
7 一 7 一 1, ,一 j 十 1, 一 j (10. 2. 25) 
(5) 最 后 ,把 角 动 量 本 征 方程 (10. 2. 10) 的 普遍 结果 总 结 如 下 (把 本 征 态 | Am) 
改 记 为 | jm) ): 
f° |jm)= jG + DR | jm) 
jz 1jm)= mi |jm) 
. 0,1,2,.… ( 正 整 数 及 零 ) 
: 1/2,3/2,5/2,…( 半 奇数 ) 
m 一 一 1， 一 7 十 1，……'7 一 7 
这 是 很 重要 的 结论 ,是 根据 角 动 量 的 基本 对 易 式 (10. 2. 1) 得 出 的 . 前 面 讲 过 的 轨道 
角 动 量 及 自 旋 , 是 它 的 特殊 情况 . 
(6) 和 矩阵 元 公式 . 在 (j? ,j,) 表 象 中 ,j? 、j; 是 对 角 和 矩阵 
Cm’ |7? | jm)= jG + 11) 0 Hm 
(jm [js |jm) 一 mf Oj; Srmm 
利用 式 (10. 2. 11) (10. 2. 13) 及 (10. 2. 23) ,7+ 的 矩阵 元 为 
(1 十 1 六 [jm) =e 法 VG 一 mG 二 +m 二 1) (10. 2. 27) 
式 中 6 为 任意 正 实数 ,这 反映 jj (以 及 j- ,j:,j,) 的 矩阵 元 有 一 个 相位 不 定性 , 习 
惯 上 常常 用 Condon 和 Shortley 一 书 的 取 法 (Condon-Shortley convention) , 即 取 6 
二 0( 这 意味 着 | jm 十 1) 态 与 |jm) 态 之 间 的 相 因 子 差 已 取 定 ). 在 这 种 相位 规定 下 ， 
j 二 的 矩阵 元 为 实数 ， 


(10. 2. 26) 


Cm + 11jr lim)= VO 一 mm) 十 m 十 1) 


: (10. 2. 28) 
GmO—1|j- |jm)= VOGFm)O—m+1) 


或 表示 为 
(jm | 六 |jm) = 二 让 VOGTmOG+tmt)ddm (10.2.28) 


jt |jm) = 二 VO 二 mGO 土 m 十 1) | jm 土 1) (10. 2. 28’) 


Cm +1|js lim)= 去/G ep 
Gm—1ljsljm)=— EVOTmI mi) 


法 (10. 2. 29) 
Cm + 1|j,|jm)=— VO —m) OG 十 m 十 1) 
Ca 六 YO 
特例 
(1) j=1/2 
乱 阵 元 (证 w EA 到 je= ra 分 别 如 下 (因子 # 略 去 未 记 ) ， 
1/2 一 1/2 1/2 一 1/2 1/2 一 1/2 


若 令 
gy Tal 一 去 a = X,Yy,Z 
2 Ja 2 2 2 a 2 sa »y，» 
则 
0 1 0 一 1 1 0 
Or » Gy 一 和 Oz 一 
1 0 i 0 0 一] 
这 就 是 Pauli 和 矩阵 . 
(2) 7 一 1 


jz Jy Jz 的 矩阵 元 分 别 如 下 (因子 下 略 去 未 记 ) : 


1 0 一 iWM2 0 
0 iV2 0 . —iN2 
= 0 iN2 0 
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* 10. 3 角 动 量 的 Schwinger 表象 * 


设 有 两 类 谐振 子 , 相 应 的 声 子 产生 与 潭 没 算 符 分 别 用 at .al 和 ai 、as 表示. 
[aisat |] = 86;, [aiya;| = Lat yat |] =0, i,j=1,2 (10. 3. 1) 
定义 正定 厄 米 算 符 


Ni=ata, Ni = aia; (10. 3. 2). 
分 别 表示 两 类 声 子 的 数目 , 按 10. 1 节 的 分 析 , 其 本 征 值 n: 和 nz 分 别 为 
721 .72 一 0,1,2，…， (10. 总。 3) 
具有 ni 个 第 一 类 声 子 和 n; 个 第 二 类 声 子 的 归 一 化 波 函 数 可 以 表示 为 
oe a (10. 3. 4) 
i V 721 1722 | a 
定义 厄 米 算 符 如 下 
训 一 去 (ataz 十 叶 a1) 一 此 
J 一 方 (afaz —aia)= (10. 3. 5) 


J “一 ata — aia;) 一 六 = CN —N;,) 


利用 式 (10. 3. 1) 不 难 证 明 j, \j,、j: 具有 角 动 量 三 个 分 量 的 全 部 代数 性 质 ( 取 外 一 1) 


Dj,»j8 = iesgyjy (10. 3. 6) 
利用 式 (10. 3. 5) 和 (10. 3. 1) ,不 难 证 明 
1 二 六 十 jy 十 jz = 处 ( 守 十 1) (10. 3.7) 
其 中 
N= Ni+N;, = ala taia; (10. 3. 8) 
按 10. 1 节 的 分 析 , 其 本 征 值 


1. 一 7 十 7a 一 0, 1 2 
因此 , 产 的 本 征 值 可 表示 为 j(j 十 1)， 
.0,1,2,." 


= 10. 3.9 
”28/20 . 2 


@ J.Schwinger, On Angular Momentum, AEC Report (NYO-3071),1952.J. Schwinger, Quanium Theo- 
ry of Augular Momentum (Academic Press, N. Y. ,ed. by L. Biedenharn, et al., 1965). 
这 理论 是 基于 SO 群 与 SU; 群 局 域 同 构 . Us 群 的 李 代数 (4 个 成 员 ) 可 以 用 or ai (i,j 三 1,2) 来 表示 . 如 
把 N 一 oa 十 o 才 as 除外 , 剩 下 三 个 独立 的 无 穷 小 算 子 , 即 SUs 的 Lie 代数 . 经 适当 线性 组 合 , 即 构成 式 
(10. 3. 5) 所 示 的 jz= jy ,jz 的 表示 式 , 它 们 就 是 SO 群 的 三 个 无 穷 小 算 子 的 一 种 表达 方式 . 
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事实 上 | m72) 也 是 (J? ,jz) 的 共同 本 征 态 ， 
?|nin;)= > |nin;) 


jw) 一 去 Cm 一 mz) | mn) 
因此 ,不 妨 把 量子 数 (m ,ms) 换 成 Cj,zo) ， 
j 一 襄 ( 轴 十 区 )， 训 三方 (mm 一 1m) 
其 逆 表 示 式 为 
由 二 j 十 机 ， 敬一 j 一 训 
对 于 给 定 j 二 去 Cu 十 mm), 试 问 mm 可 以 取 哪 些 数值 ? 考虑 到 


11 一 0， J 2 "27 
相应 地 ns 二 2j， 27 一 1， 2 一 2 0 
因而 1 一 一 1， = 一 17 十 2， "i 


即 mx 可 以 取 ( 一 j ,一 j 十 1,…, 站 这 (2; 十 1) 个 值 . 这 样 , 式 (4) 可 改 记 为 


a Cai)" (ad)i™ 10) 
而 式 (10. 3. 10) 可 改 记 为 
7 1jm) = jG + 1m) 
jz ljm) = ml|jm) 
定义 


NH 二 jz 十 jy = ataz 
j-= jz—iy= aia = G4) 
不 难 证 明 
tm)= VOT+m+ DO—m) |jm+t1) 


六 lim)= VO—m+ DO+m) |im— 1) 


(10. 3. 10) 


(10. 3. 11) 


(10. 3. 12) 


(10. 3. 13) 


(10. 3. 14) 


(10. 3. 15) 


(10. 3. 16) 


所 以 , 算 符 ai (az ) 使 角 动 量 z 分 量 的 本 征 值 增加 1/2,ai (ai) 则 使 之 减 小 1/2， 
而 /+ 三 ai as 使 m 增 加 1,j- = 二 ai ai 使 m 减 小 1, 但 都 不 改变 j( 或 n) 的 值 ,这 是 由 


ys ,Nj=0 之 故 . 


@ 根据 式 (10. 3.1), 用 归纳 法 容易 证 明 ( 宇 1 整数 ) 
aatt=atka kate-1 

由 此 不 难得 出 
(a Jitmtla, (at )i—m 


i+ |im GF OG—ml ] 


_ 水 jtmt1 (gd 77 一 m 一 1 
二 
1 


= VOGTmTIG—m) | 7 十 1 
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与 入 不 同 ,定义 
Kj=atat, K_=aa; = (K,)! (10. 3. 17) 
它们 含有 两 个 产生 (淹没 ) 算 符 ,因而 [KK+ ,Nj 关 0, 但 LK+ ,Jo 一 0, 所 以 天 + 的 运 
算 将 改变 x( 或 力 的 值 , 但 保持 m 不 变 . 不 难 证 明 
Ki |jm)= VG+m+ DOG—m+tD |j+1,m) 
K- |jim)= VG 十 DCG1 一 M) |i m1,m) 


10.4 两 个 角 动 量 的 耦合 ,CG 系数 


在 第 9 章 中 我 们 讨论 过 两 个 特殊 的 角 动 量 的 耦合 问题 , 即 两 个 电子 的 上 自 旋 的 
耦合 以 及 自 旋 与 轨道 角 动 量 的 耦合 . 下 面 将 普遍 地 讨论 属于 不 同 自 由 度 的 两 个 角 
动量 的 耦合 . 求 出 其 合成 角 动量 的 本 征 值 和 本 征 态 的 表达 式 . 

讨论 第 一 粒子 的 角 动 量 廊 与 第 2 粒子 的 角 动 量 j; 的 耦合 . 由 于 记 i 及 j;: 属于 
不 同 的 自由 度 (对 不 同 粒子 的 态 矢 运算 ), 所 以 访 的 任 一 分 量 与 jz 的 任 一 个 分 量 
是 对 易 的 , 即 


(10. 3. 18) 


Luyyjso] 一 0， Qa 有 一 工 ,y，Z (10. 4. 1) 
设 Q?,ji.) 的 共同 本 征 态 记 为 内 m，* 即 ( 取 坟 一 1, 下 同 ) 
jm = i111) pm (10. 4. 2) 


J1zpim = Mi fijim 

同样 ,假设 (3,j;,) 的 共同 本 征 态 为 y,» , 即 

J3 i,m, = J2 (2 1) yg;,m, 

J2zfjizms 一 M2 fam 
对 于 两 个 粒子 组 成 的 体系 (限于 讨论 角 动量 涉及 的 自由 度 ) , 它 的 任何 一 个 态 , 都 可 
以 用 (1)wi,w, (2) 来 展开 . ym (1)y,w,(2) 是 力学 量 完全 集 (J? ,ji., 形 ,jz.) 的 
共同 本 征 态 , 以 它们 作为 基 矢 的 表象 , 称 为 非 耦合 表象 . 在 给 定 六 与 j 的 情况 
下 , 则 


(10. 4. 3) 


m= ji 人 i 二 1 1 
11 一 一 12， 一 J2 十 1，…, 1 一 1 7 
共有 (C27i 十 1) (2jz 十 1) 个 基 矢 ,所 以 它们 张 开 的 子 空 间 的 维 数 是 C27 十 1) C27s 十 1)， 
现在 来 考虑 两 个 角 动 量 的 耦合 . 定义 
J= 放 十 ji (10. 4. 4) 
考虑 到 方 ,jz 所 满足 的 角 动量 的 基本 对 易 式 及 式 (10.4. 1) ,不 难看 出 了 的 三 个 分 
量 也 满足 角 动 量 的 基本 对 易 关 系 , 即 | 
JXJ=yJ (10. 4. 5) 
JJ 称 为 两 个 角 动 量 访 与 j; 之 和 ,也 具有 角 动 量 算 符 的 一 般 性 质 . 例如 ,了 二 J * J 
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的 本 征 值 为 jG 十 1) ,7 i ra 值 情况 下 ,J 的 任何 一 个 分 
量 ,例如 J 的 可 能 取 值 有 (27 十 1) 个 , 即 j,j 一 1,…, 一 j 十 1, 一 j. 显然 

[FF,j?]=0, [J J 

[J:,j]=0, a= zr,y,z 
因此 (并 ,有 形 , 玉 ,J,) 也 可 以 作为 一 组 力学 量 完全 集 ,其 共同 本 征 态 记 为 Wim; 以 它 
们 作为 基 矢 的 表象 ， 称 为 耦合 表象 . 


JI jsim = Ji 十 1) fyijoim 
7 2 jim = Jj2(jz 十 1) joim 
J fijin = jC 1) gi jm 


J zfiijsin — Tfj js im 
对 于 给 定 的 ji 和 六 , 耦 合 表象 与 非 耦合 表象 之 间 通 过 一 个 (27: 十 1) (2js 十 1) 维 的 
么 正 变换 相 联系 . 0 
在 以 下 的 讨论 中 ， 由 于 六 与 jj; 是 两 个 取 定 的 值 ,为 表述 简便 ， 把 yj,m 略 记 为 
yima《1,2). 它们 用 ym (1)yi,m, (2) 展 开 为 
fin 132) = >) imjams | jm) ym (1) Ym, (2) (10.4.8) 


m1 m2 


展开 系数 《ji1mijzmzs | jm) 称 为 CG (Clebsch-Gordan) 系数 ,或 和 拓 耦 (vector cou- 
pling) 系 数 . 它们 是 (C271 十 1) (2jz 十 1) 维 子 空间 中 的 么 正 变换 的 和 矩阵 元 (参阅 8. 1 
节 ). 下面 讨论 它们 的 基本 性 质 . 

首先 ,用 


(10. 4. 6) 


(10. 4.7) 


J = J1z 十 j2x 
对 式 (10. 4. 8) 两 边 运 算 , 得 
myim (1,2) = > ， Gn + m2) 《7J172172722 | jm ) ym oat 


a 


即 


2 (mm 一 ma — ma) jimijama | jm im Dy,m (2) = 0 (10.4.9) 
A fe 


@ 式 (10.4.8) 可 表示 为 
|jm)= >») (m1im2 | S|jm) [jim) | jamz) 
m1 2 


其 中 么 正 变换 S 和 矩阵 元 记 为 (mirmz | S|jm)== (jimijzmz | jm) , 逆 变 换 为 
| Pa y | jzm2 ) = >) (jm| S-1 | mm;) | jm) 
Im 
当 取 适 当 位 相 , 使 么 正 变换 为 实时 ,S :一 S+ 一 3, 此 时 | 1m) | jarm2) 二 2) (ma | S|jm)》 | jm) ,此 即 式 


(10. 4. 12). 不 难看 出 ,利用 SS = S+ S=1, 在 耦合 表象 中 取 和 矩阵 元 (1m | S+ S | jm)== 6 ,就 给 出 式 
(10. 4. 11). 而 在 非 耦 合 表象 中 取 拖 阵 元 (mix s | SS* | mmz ) 二 Sm sw 就 给 出 式 (10.4. 13). 
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在 (271 十 1)(2j; 十 1) 维 的 子 空间 中 ;im 《1) gm《2) 是 (C271 十 1) (2jz 十 了 ) 个 彼此 独 
立 的 正 交 基 矢 ,因此 式 (10. 4. 9) 中 所 有 系数 必 为 零 , 即 
(7 一 721 —m) jimjml|im)=0 (10. 4. 10) 
所 以 , 当 m 天 mo 十 ma 时 , 《jimijzmz |jm) 必 为 零 . 只 当 m= 二 mi 十 mz 时 , (jimjz 
mz |jm) 才 可 能 不 为 零 . 因此 , 式 (10. 4. 8) 中 的 两 个 求 和 指标 实际 上 并 非 彼此 独立 . 
例如 ,mz 二 mm 一 mi. 所 以 式 (10. 4. 8) 也 可 表示 成 
pin (1,2) = 之 Cimjzam—m [jm gm Dmm (2) (10.4.8") 


一 般 说 来 ， 两 个 表象 之 间 的 么 正 变换 有 个 相位 不 定性 . 通常 取 CG 系数 为 实 
数 ,这 只 要 取 适 当 的 相位 就 可 以 做 到 ( 见 后 ). 在 这 种 情况 下 ， 把 式 (10. 4. 8 代入 正 
交 归 一 性 关系 式 
(fym’ » im ) = Hi nim 
在 m= 二 m 情况 下 给 出 


> Gimijam— mim) jimjam—m |jm) 
mm 


xX 《Wai » iim ) Cism—m’ » fism—m ) O67j 
即 


>， (Jim jm— mi [jm Cjimijam— ma | jy》 = O67 (10. 4. 11) 


Wl 
利用 CG 系数 为 实数 的 性 质 , 式 (10. 4. 8) 之 道 变 换 可 以 表示 为 
bam Dm 2) = DY Jimjam| jm gn ls2) (10.4.12) 
上 式 右边 求 和 中 ,m 关 mi 十 ms 的 项 必 为 0, 不 再 出 现 . 利用 式 (10. 4. 12) 及 波 函 数 
的 正 交 归 一 性 ,得 
(im fiom » Pim Pam ) 2 Om mi Omm, 
二 Gimijzmz | jm) (Ja17j2722 [jm’) X (gm » Ym’) 
所 以 bx 
> (Jimij2smz | jm) jimijsms | jim) = Om my Ormond (10. 4. 13) 
或 
2 imjam— mim) jimijam— mi ljm) = mm (10.4.13") 
式 (10.4. 11) 及 (10.4.13) 是 CG 系数 的 么 正 性 及 实数 性 的 反映 ， 
7 的 取 值 范围 
在 给 定 疡 和 的 情况 下 , (ma ) max 二话 ， 《712 )max 二 jz, 根据 上 面 的 讨论 ,m= 二 mi 
十 m2 ,因此 ,mm 一 广 十 12. 按 和 一 1 一 1 一 1/ 十 1 一 放 可 知 jwox 二 二 十 j2. 试问 3 
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这 个 问题 可 以 从 子 空间 的 维 数 分 析 来 解决 . 考虑 到 m= 二 mi 十 m。 有 下 列 可 能 
合成 方式 : 
人 1 十 j2 
1 十 (js 一 1) » (Ji 一 1 十 7 9 
Ji 十 (一 2) ,71 一 1) 十 (js 一 1),(j1 一 2) 十 j 


一 六 一 Us 一 人, 一 (人 一 1) 一 (一 1) ,一 (六 一 2) 一 7 

(1 Ds (1 1) 

一 7] 一 72 
所 以 7 一 (十 j2) ,Gitj 1), (十 和 一 2) 

即 7 的 取 值 除了 7 ms 一方 十 72 之 外 ,还 可 以 取 Gj1 十 js 一 1) ,依次 递减 1 (每 个 
j 值 只 出 现 一 次 0) ,直到 jwn 宇 0. 但 jw 二 ?我 们 注意 到 ,对 于 给 定 i 和 js 的 态 空 
间 , 维 数 是 (2j1 十 1) (2j; 十 1) ,而 在 作 表象 变换 时 ,空间 维 数 是 不 变 的 . 对 于 每 一 个 
7 值 ,m 有 (C2; 十 1) 个 可 能 取 值 . 从 维 数 不 变 的 要 求 ,可 得 出 
刀 十 )2 


2) (21 十 1) = (27 十 1)(272 十 1) (10. 4. 14) 


7 一 Jmin 


式 (10.4. 14) 左 边 求 和 后 得 
[2h + 2js + D+ Cint DJG + js — jnn 1) 


三 (有 1 十 有 2 十 jrmin 十 1)Gi 十 jo 一 jmin 十 1) 

= (2ji 二 1) (2js + 1) 
如 广 宇 ji; 则 jmn 二 G1 一 j2). 反 之 ,如 方才 jz; 则 jin 二 js 一刻 . 
总 之 ， | 

jnin = | 有 1 —jsz| 
概括 起 来 ,两 个 角 动 量 方 与 j; 之 和 ,J 二 ji 十 js, 在 给 定 才 i 
与 jz 值 的 情况 下 ,7 的 取 值 范围 为 
了 一 广 十 思 ) 记 十 广 一 1 ,| 六 一 户 | (10.4.15) 
这 个 结论 可 以 用 三 角形 法 则 形象 地 表示 出 来 . 三 角形 任 图 10. 2 

何 一 边 不 大 于 另外 两 边 之 和 ,不 小 于 另外 两 边 之 差 ,如 图 10. 2. 式 (10. 4.15) 可 简 


@ 这 是 三 维 空间 转动 群 SO 是 简单 可 约 (simply reducible) 的 反映 , 对 于 这 种 群 , 它 的 两 个 不 可 约 表示 
的 直 积 约 化 时 ,每 一 个 不 可 约 表示 只 出 现 一 次 . 
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单 用 ACQ1j27) 表 示 . 


“计算 CG 系数 的 一 般 原则 


按 前 面 分 析 , 在 给 定 ji 和 js 的 情况 下 ,由 于 mm 一 户 十 7,7 的 极 大 值 为 (ji 十 ji). 相应 的 
波 函 数 $+, +i,《1,2) 只 能 由 y,j, 《1) gy,j,《2) 构 成 . 二 者 可 以 差 模 为 1 的 因子 , 即 
it (1 2) 二 ern (Wo (2) (6 是 任意 实数 ) (10. 4. 16) 
即 
(jijijzjz | 万 十 广 ) 记 十 旋 ) = 
习惯 上 取 6==0, 则 
(njzjz2 | 广 十 j2) 有 1 十 j2) 一 1 (10. 4. 17) 
其 次 ,我 们 来 求 p+, +js-! 态 的 展开 式 . 为 此 ,可 以 利用 磁 量 子 数 的 降 算 子 J- == 放 - 十 jo- 
对 式 (10. 4. 16) (6 二 0) 运 算 , 按 10. 3 节 , 式 (10. 3. 16) ,得 
VEC ja) fotiaitis (32) = VD pi CD ois 2) 十 V272 gy Dis 2) 


即 
| aa fina Dy 2) 十 A/ ns bin Dois-1 C2) (10. 4. 18) 
所 以 


(N11 —1zjz | 十 jay 二 fj 一 1) = VA/Gi+tja) 
(jj1j2j2 一 革 六 十 产 坟 十 产 一 1) = Vj/0O1+j) (10. 4. 180) 
如 此 继续 下 去 ,可 求 出 力 + im)m 王 及 十 jz ;并 十 jz 一 1,…, 一 ( 放 1 十 jz) 的 所 有 波 函 数 及 相应 
的 CG 系数 . 
但 j= 十 jz) 一 1 的 波 函 数 怎样 求 ?我 们 可 以 利用 入 + 一 1+jo 一 1 与 册 1+js1+ip-1 的 正 交 
性 . 不 难 验 证 


152) = 一 Fe bE i Doi 1 (2) (10. 4. 19) 
与 1 tis ii tio—1 [ 见 式 (10.4.18)] 正 交 . 当然 ,只 根据 正 交 性 还 不 足以 把 力 +2-2n+p2-1 的 相 因子 
定 下 来 . 通常 按照 Condon-Shortley 约定 ,保证 

Ci joim | 7。 | Pilisim 7 一 产 1 (10. 4. 20) 

为 非 负 实 数 , 即 规定 好 7 一 j 一 1 态 与 7 态 之 间 的 相位 关系 ,这 样 ,就 可 得 出 式 (10. 4. 19). 
按 上 述 办 法 继续 下 去 ,原则 上 可 以 把 所 有 CG 系数 求 出 . 但 这 种 作法 是 很 繁琐 的 . 在 实际 
上 ,我们 有 更 方便 的 公式 ,例如 Racah 公式 ,来 计算 它们 ,而 平常 使 用 它们 时 ,有 现成 的 表 可 查 . 
为 了 方便 ,ji 或 j; 取 较 小 值 1/2、1、3/2 和 2 的 CG 系数 ,分 别 列 于 表 10. 1(a) 一 (d) 中, 供 查阅 . 


对 于 广 Xjz 二 j, 刻 和 js 取 几 个 较 小 值 情 况 下 的 CG 系数 的 数值 ,可 在 表 10. 2 中 查 出 . 表 中 分 


1 1 3 1 3 1 上 、 
一 一 一 一 一 一 ”一 -一 一 一 一 Te 一 一 让 
2XF’1XF X31 X13 X1,2 X 方 ,2 X1, 共 7 种 情况 . 
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《gE 十 2) (I 十 TQ) Tz 2 (gE 二 2) (T+ 2) LUZ 2 

人 (Frou) (Stetrd) (FE uti)e)- Te 
(gE 十 "2) (2 十 'f2) (I 十 到 2) (E 十 2)(2 十 'f2) (I 二 12) z 

(Fre) (Fr (人 He a (Ete) (Ee (Et) EY 


(ut | rug/e muth) (9) 


{ (T+ /2) fe ) { (T+ ro) i bs 人 让 
zt (十 [CT 十 十 二 0) /tl (Wt IL) (UL 一 1 ot CT 十 到 一 LU 一 呈 ) 
{ (+iD ie ) ar{T+ DD { (ma js if 
CL 让 a \ (CTH I) C+ tt) 
| (Zt 'f2) (T+ rz) ) 人 (C+D (C+) | { (2 十 CGI 十) ) TH 
zat \ (T+ Ih) (Wo— Ih) wt\ (T+ iO) (TW Th) wt\ (T+ iD) (ut ID) L 


(wf | zwuz/T twuif) (e) 


fT "0T 从 
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华 


(Z 十 IC 二 IODCT+LC)LC 
| Ge 十 CT } (ete—')— 


{ (2+ OE+U) THNCT+ 2) ) 
a \ HD TFT (GH GH) 


Cul | Ug wtf) (p) 


(T+ 2) (tT— te) To (T+ 2) (Tt— rt) tz 


ER We 本 
(2 十 LIZ)(CT 十 LU)CT 一 105) (2 十 1Z)CI 十 LZ)(CT 一 1Z) z 2 

ge ( 却 一 一) (各 +w+U) (三 +w+I)8 后 + 全 ( 子 we 一 !) 一 直人 
(ET if2)(T 十 2) Tz (Er'2) (IT 二 Ti/2) Tz z 

EDTEE ITERTC 了 Ee E+ 
(8 十 Lz)(2 十 LZ)(CT 十 10) (8 十 LUz)(z 十 1Z)(CT 十 LI) z 

(Te 05 9 CE 本 


2 zx 
8 
(T+ 2) (Tt— re) Tz (T+ ri/2)(T— tM) iiz 
Cu_ Ui)( wu 0: Er Cj 0 
ye ( 冯 +w 一 中 (Zw) (全 w+)s 可 (和 + 人) (入 Hu 一 (全 -一 
(2 十 Tf2) (十 Tf2) (Tt 一 i2) z (Z 十 2)(T 十 12) (I 一 'f2) 
(Ft) 
Z/ 代 I 
2 _zw 2 Ct 
I 8 


(wf | swu2 /8 ut!) (9) 


游 


"346 。 


{ (T+ THO) TI Mo) (oD ) I 
ol Tot WUTIN TH+HN TD) 


(I 一 %Z 一 I0 一 


{ tte ED) 
z/ (ww 十 《I 十 十 了 


{ (Eg 十 Tf2) (2 ti2) TT— ti2) 
/lL 


CHT Ci } Cr+) 


| (十 蕊 CCZ 十 IC 二 IC)L 


的 


Z/]T 


{ (2 十 10(8 十 10)(CT 十 IC 十 [应 ) } 
z/L 


(Z+ut+ DIO) UH TD uD 
I—=?W 
{ (t+) TT TD) CI) 下 
tl (CT 一 必 十 1)(T 一 到 一 1 uD) I+ ID) 


(十 14Z)(T 十 ID)ICGT 一 5 
人 CNH i } (tut 


z/lL 


{ rf(€+ re) 2+ re) (Tt— /2) 
g/t 


CET } 2—D 


T= ?WW 


举 将 
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| (T+ i/2) (Tr) (2— Iz) 
zA (Tt—Wut I tINCGH—wW Nu iNe 


| }*— 
Zz/T (WU+IiN Gu iNe 


zt( (E+ i) (I+ OU i))} 
《TI 十 TO 1 一 08 


{ CHT OT 
wt\ (++ DCT+H INE 


人 (2 十 T(E 十 TZ) (2 十 TM2) (TI 十 2) ) 


wt\ (I++ i) ++ NOTH N+ DE 


{ (CI 十 Le) Tot— 2) (2— 2) ) 2_ tr 
wt\ Hu TDHE DW ID wu— Hh) : 

人 TGL 十 IC 十 IC 一 3 j= T_rr 
zf HHID THE DWN CTD 
i 


{ (+ "2) (T+ (to ‘2) } 
ot (L+H T+ TD (CU 十 TD)(CT 一 到 十 ID8 


(Wf | tug tu 1!) (Pp) 


‘LT'ddy (086T PIOF 


-XO ‘ssa1d UopUaIe1)) “72POW 11ayS A5917IMN f0K4093YI ‘UOsSMeTT 这 [奖池 类 “9861'8 ‘deq2 5 7471294S 31W01YW fo K403YL aenhIoUS 'H ‘D9 " Uopuo9 1 ' 于 目 彰 


从 将 


人 (T+) oT— te) (2— 2) ) 
ot \ (ut TH+ tN Tt iD) 


{ (2 十 12)(T 十 2) 只 (一 D ) 
zt【\ 《2 十 十 CT 十 业 十 到 GW 十 TD (LT 一 一 1) 


人 (8 十 1 十 LTGT 一 00) ) 
ot \ (+ OU+u+ OID TW Ee 


{ (十 Itz)(CT 十 IC(T 十 LDL ) 
zt (2 十 W 十 II 十 玖 一 IC 一 I0(T 一 到 一 1) 


| 《十 12) (8 十 12) (2 十 到 2) (IT 十 '2) ) 
ot\ (+H OCT+HY TD uw '!) 


Z 一 一 2 


(ur | augrutf) (Pp) 


= 


i 


UL 


t+ 
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“CG 系数 的 Racah 表示 式 
Racah 利用 代数 的 方法 ,推导 出 CG 系数 的 下 列表 示 式 DC 有 限 级 数 形式 ) 


(J1 m1J2 mz | J3ms 》 


二 (六 十 jz 一 J3)1(72 十 有 8 一 1)1(j3 十 放 1 一 72)1 
0 | er re BY 


x I Gtm)!G—m)!] 
i=1,2,3 


XO DG+j mj DG —mO—! 


X (7 十 zz CO—D1sOO—i—m+ ls 二 m+ 1 (10. 4. 21) 
求 和 中 ,整数 y 应 取得 使 所 有 阶乘 因子 中 的 数 是 非 负 整数 . 
这 个 表示 式 可 用 来 讨论 CG 系数 的 对 称 性 . 还 可 以 用 来 进行 CG 系数 的 数值 计算 . 


CG 系数 的 对 称 性 
利用 CG 系数 的 Racah 表示 式 , 可 以 证 明 CG 系数 有 下 列 对 称 性 : 
jim jmz | jams) = (— Dtiaia (i — mijs — mz | js — ma) (10. 4. 22a) 


一 (一 1)N1+ti27i3 (J2 7722 1 m1 | J3m3 》 (10. 4. 22b) 


: /2js 十 1 
一 (一 工 )71 一 2 于 《7177021 73 一 m3 | 7 — m2 》 (10. 4. 22c) 
2 
二 (一 1)i2t"2 | 2 《J3 一 ma]J2m2 | 有 1 一 710 》 (10. 4. 22d) 
1 


2713 十 1 
272 十 1 


/273 十 1 
一 《一 1 )72+m2 入 二 《72 Es 112 73 7723 | J1m1 > (10. 4. 22f) 
J1 


“以 下 简单 证 明 一 下 式 (10.4.22a) 与 (10.4.22c). 式 (10.4.22b) 与 (10.4.22a), 式 
(10. 4. 22d) 与 (10. 4. 22c) 的 证 明 完 全 相似 , 式 (10. 4. 22e) 与 (10. 4. 22f) 则 是 它们 的 推论 . 
首先 , 式 (10.4. 21) 中 的 因子 {…}) ,在 


Ta "7772 Mn, m2 ,Mma 


一 (一 Di -mn (jsmsji — ma | jamz) (10. 4. 22e) 


以 及 


J1m 3 j2 m2 
时 是 不 变 的 ;在 jae>yja ,ms 局 一 mz 时 ,改变 因子 (二 1， 
其 次 ,考虑 因子 3) [.]-!, 当 


11 ，7722 M3 > M2 m3 


© G.Racah,Phys. Rew. ,62 (1942),438. 
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时 ,可 以 令 
但 十 jz 一 ja 一 vy 二 
即 
y 王 让 十 有 2 一 J 一 v 
此 时 
DT Dat DIG + mj 
X (7 一 户 十 Ma 十 7 1Gs 一 太一 7 十 1 
X (一 和 一 7 10 十 ze 一 六 1 
这 里 > … 与 式 (10. 4. 21) 中 的 > ) … 完 全 相同 . 因此 
(1 —mjz —m [js —m) = ~— tis (jimijams | jms) (10. 4. 22a) 
当 jsj2 ,ms 一 mz 时 ， 
2 一 >)[( 一 DN mj DN 一 7 一 帮 19s 一 7 一 切 ! 
X (7 一 放 十 Ma 十 切 1012 一 放 十 7 十 切 ! 
令 
六 一 ma 一 "一 
即 
一 太一 7 一 几 
则 (注意 ma 十 mz 二 m3) 
SET —>(— li™ 2 1 Gom CO 1 Cj 二 nm 二 1 1G 一族 一 me 十 由 )! 
X (jz 一 旋 十 六 一 1G 十 m8 一 小! 
这 里 2)[…]! 与 式 (10.4.21) 中 的 2)[…]! 相同 . 这 样 就 证 明了 
(jm 一 坝 | 训 一 9) 一 一 Dw/ 综 寺 了 (jimjm | jsms》 (10.4. 220) 
J3 
关于 两 个 角 动 量 的 耦合 系数 ,文献 中 曾经 出 现 过 多 种 符号 ,至今 仍然 在 文献 中 
经 常 使 用 的 有 下 列 几 种 : 
Condon 和 Shortley 一 书 的 符号 : (77zzazzaz | jm)， 
Edmonds 一 书 的 符号 : 《Yim1j21m2 | j1j2j1m)， 
Rose 一 书 的 符号 :CC1727 ,mmsz). 
这 些 符号 的 定义 与 我 们 前 面 采用 的 符号 (jim1j2m2 1jm) 的 定义 相同 . 
此 外 ,Wigner 的 3-7 符号 也 常 使 用 . 其 定义 如 下 : 
四 J2 J3 


一 (一 1)7 -7279 (2713 十 1) (jmsmz | 73 一 723 》 
m1 772 m3 
(10. 4. 23) 


利用 式 (10. 4. 22) 各 式 可 以 证 明 3-; 系数 具有 下 列 对 称 性 : 
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ee |- 区 i ;| 
nn m2 ms m2 m1! ms 
三 区 js 2 网 2 7 | (10. 4. 24) 
m m3 72) ms Mm Mi) 
即 两 列 对 换 奇 数 次 ,要 乘 上 一 个 因子 (一 1)iititi. 
区 7J2 人 时 js 8 四 万 re 
m1 7772 7773 m3 m1 7I722 
即 两 列 对 换 偶数 次 ,3-) 符号 不 变 . 
区 J 2 "|= (一 1)i1+ietis | 
m1 m2» ms 
由 上 式 可 以 看 出 ,车 m1 王 m 一 m3 二 0 则 ji 十 js 十 js 必 为 偶数 ,否则 3-7 系数 为 零 . 
3-] 系数 本 身 虽 然 有 很 好 的 对 称 性 (所 以 常常 用 来 列表 ) ,但 用 它们 来 表达 和 角 
动量 耦合 的 波 函 数 , 就 稍 复杂 一 点 , 即 


Ji J2 Js 


一 7 一 7 — ms 


| (10. 4. 26) 


7J1 Ja J 
fijj, = > 人 Dit v 27 十 1 | | fom (10. 4 27) 
722 m 


na M2 一 


而 么 正 性 表示 为 


[ni 
六 人 2 ia| 


J2 J3 [A je js 
Jj2 (m2) mm mM» ms 


/ / / | Om Sm, (10. 4. 28) 
Lm m2 ms 


jn js jl je js 1 
一 ;76 mAGCT1i7273) 
二 2713 十 1 J373 “73 3 1.J2./3 


mi m2 m3 
(10. 4. 29) 
练习 ”利用 式 (10.4. 22c) 及 (jimi00|jsms) 二 61 Smms ,证 明 
(jmj —m|00) = (— Di"*/ V27+1 (10. 4. 30) 


例 1 设 单 粒 子 能 级 的 定 态 波 函 数 是 (j?j.) 的 本 征 态 , 记 为 如 ,能 级 与 mr 无 关 , 为 (2; 十 1) 
重 简 并 . 设 有 两 个 全 同 粒子 处 于 此 能 级 上 . 证 明 : (1) 交 换 对 称 态 和 反对 称 态 的 数目 分 别 为 
(二 1)X(27 十 1) 和 jC2; 十 1). (2) 无 论 粒 子 是 Bose 子 或 Fermi 子 ,体系 的 角 动 量 J 必 为 偶数 . 

对 于 Bose 子 (j= 二 非 负 整数 )， J 一 21,27 一 2，…2,0 

对 于 Fermi 子 (7 一 半 奇 数 )， J=2j—1,2j 一 3,…,2,0 

证 明 

(1) 设 两 个 粒子 分 别处 于 加, 和 8m, 上 GI 取 定 ), 则 归 一 化 的 对 称 波 函数 可 表示 为 
四 天 me 情况 , 共 j(2j 十 了 ) 个 [和 站 
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mi 二 mz 情况 , 共 (21 十 1) 个 ,加 (gm(2) ,所 以 总 数 为 (J 十 1)(27 十 1)， 
归 一 化 的 反对 称 波 函 数 ,m 关 ms (Pauli 原理 )， 


应 [hm 人 


共 j(2; 十 了) 个 . 可 见 , 交 换 对 称 与 反对 称 态 的 总 数 为 (2; 十 1)?. 这 与 不 计 及 交换 对 称 性 的 波 函 数 
Pin! (1) $ims (2) mm2 = 71, jl1,—j 


的 总 数 (2; 十 1)? 相同 . 这 是 因为 ,对 于 两 粒子 体系 , 波 函 数 总 可 以 经 过 线性 至 加 后 ,使 之 变 成 交 
换 对 称 波 函 数 ,或 者 交换 反对 称 波 函 数 ,两 者 必 居 其 一 . 对 于 三 个 或 更 多 粒子 组 成 的 体系 ,此 结 
论 不 成 立 . (为 什么 ?) 
(2) 设 两 个 粒子 角 动 量 耦合 为 1, 波 函数 表示 为 
YF TIM) = > ) Gmijims | IM) $im, (1) $im, (2) 


Tm2 
因此 


Puy(F° IM)= >) CGmijimz | JIM) $im, (2) $m, (1) 
人 
m] mo 
= D) Gmzjim | IM) $imo (2) $m (1) 
bg We 


利用 CG 系数 对 称 性 = (一 DD 全? > ) Cmijms | JM) $m (1 gim, (2) = (— DYIyG?JM) 


对 于 Fermi 子 (j 二 半 奇 数 ),2; 二 奇数 ,但 要 求 Psy 一 一 内 即 ( 一 1)27 = 一 1, 所 以 J= 偶 
数 . Je 一 217 一 1, (Je 一 27 情况 ,只 能 构成 交换 对 称 态 ,为 什么 ?) 因 此 
J = (27—1),(2j—3),.…,2,0 
试验 证 其 总 数 为 j(2j 十 1). : 

对 于 Bose 子 (= 整数 ),27 一 偶 , 但 要 求 Pu 一 涂 即 (一 1)2 一 一 1, 所 以 J 一 偶数 ， 

J = 2j,2j —2,.…,2,0 

从 以 上 计算 可 以 看 出 ,对 于 两 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,所 构成 的 总 角 动 量 ( 央 工 ) 的 共同 本 
征 态 y(7?JIM) ,自动 保证 了 波 函 数 的 交换 对 称 性 . 但 反之 不 一 定 成 立 , 即 满足 交换 对 称 性 的 波 
函数 并 不 一 定 是 (J: J]:) 共 同 本 征 态 . 

例 2 设 原 子 中 有 两 个 价 电子 ,处 于 能 级 E, 上 . 在 LS 耦合 方案 中 ,证 明 工 十 $S 必 为 偶数 . 讨 
论 L、S 及 总 角 动 量 J 的 可 能 取 值 . 


按 工 S 耦合 
Li 二 +L=L, SI 十 S 一 人 ， GS 
自 旋 的 耦合 
1 (对 称 ,三 重 态 ) 
5 一 2 一 1/2，S 一 0 (反对 称 , 单 态 ) 
轨道 角 动 量 的 耦合 


0 一 户 一 1， 工 一 20,21 一 1,…1,0 
其 中 工 == 偶 是 对 称 态 ,L= 奇 是 反对 称 态 . 总 的 波 函 数 (对 于 交换 全 部 坐标 ,包括 自 旋 ) 要 求 反对 
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称 , 所 以 
S=0 时 ， 工 = 21,21 一 2,"…,0 
S 二 1 时 ， 工 = 21 一 1,21 一 3,*…,1 
在 两 种 情况 下 ,LL 十 S 都 为 偶数 .但 
J = 二 LL 十 S,L 十 S 一 1,…,|L 一 S| 
对 于 S=0， J=L= 偶 
S 一 1， J 一 工 十 1, 工 ,| 工 一 1 
7 可 以 为 偶数 ,也 可 以 为 奇数 

讨论 上 述 结论 与 例 1 有 无 矛盾 ? ( 按 jj 耦合 方案 ,似乎 J 必 为 偶数 . ) 

提示 :在 本 题 中 ,如 用 7 耦合 来 分 析 , 即 方 一 五 十 9 ,js 二 ls 十 ss ,一 六 十 疡 一? 是 否 只 有 
一 个 7 值 ? 两 种 耦合 方案 得 出 的 态 数 是 否 相 同 ? 

习 题 

10.1 设 算 符 下 与 角 动量 算 符 J 对 易 ,证 明 : (1) 在 (J ,J,) 共 同 本 征 态 | jm) 下 ,下 平均 值 
与 磁 量 子 数 m 无 关 . (2) 在 给 定 7 的 |jm) 态 所 张 开 的 (2; 十 1) 维 子 空间 中 ,下 可 表示 成 常数 
和 矩阵. 

10.2 在 (J*:J,) 的 共同 本 征 态 | jm) 下 ,证 明 :(1)J。 和 J, 的 任何 奇 寡 次 式 的 平均 值 为 0. 
(2) 在 |jm) 态 下 ,测量 J 或] ,可 能 取 值 为 mw 二 j,j 一 1,…, 一 j 十 1, 一 j ,证明 J 或] 取 土 m 
的 概率 相等 . 

10.3 设 本 为 角 动 量 算 符 ,n 与 J 对 易 , 证 明 [J,J， nj 二 inXJ( 取 率 =1). 

10.4 设 了 为 角 动 量 算 符 ,4 为 矢量 算 符 ,满足 代数 关系 [J ,Ag] 二 jexgyAy( 取 到 二 1). 证 明 

(1) AXJ+JXA=2iA 

(2) [JJ A]=0,[J’,A]=i(4AXJ—JXA) 

(3) JXJXA4=(J .4)J 一 下 4 十 JXA 

(AXDXJ=J4: DD—AT+iAXJ 

(4) [天 , [天 ,4]] 王 2( 天 4 十 AP) 一 4JCJ . A) 

10.5 设 了 为 角 动量 算 符 ,4 为 矢量 算 符 ,满足 [J。,Apj] 一 iepyAy(= 二 1) ,证 明 : (1) 在 (JJ,) 
共同 本 征 态 | jm 下 , (J 。 4) 的 平均 值 与 磁 量 子 数 m 无 关 . (2) 《jm | A |jm) 
=(jm | 了 We 

10.6 证 明 (==1) 

(1) 2J+4=J+r(jt1)’,n=0,1,2,. 

(2) exp(iAJ,.)Jzexp(—iAJ;)=J;cosA— J,sinA 

exp(AJ.)J,exp(—iAJ;)=J,sinAt J ,cosA 
提示 :利用 JJz+ 二 J+ (J; 士 1) ,由 此 证 明 
JJ 一 JJ 士 1)， n=0,1,2,. 
JJ 一 J+ FJ- 士 ]) 
了 (J:) 是 可 以 展开 成 J], 正 寡 级 数 的 任何 函数 . 由 此 可 证 
exp(Mk)J+ exp( 一 这 人 ) 一.Jexp( 干 这 ) 
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10.7 设 n 为 任意 方向 单位 矢量 ,J 一 J， n,4 为 实数 ,证 明 ( 取 天 =1) 
exp(iAL)Jexp(—iAk)=nh + nnXT) XncosAt CnX Tsin 
10. 8 两 个 角 动 量 大 小 相等 ,耦合 成 总 角 动 量 J]==ji 十 js. 设 处 于 (jf7 卫 J) 的 共同 本 征 态 
[77JM 下 ,并 设 J 二 M=0, 求 测 有 和 .的 可 能 测 值 和 相应 的 概率 . 


答 :J1z 一 一 J2z 一 /7 7 一 1 一 的 概率 都 相等 ， pp 


10.9 设 角 动量 放 与 j; 耦合 ,J 一 广 十 疡 ,处 于 ( 瑚 形 严 J。) 的 共同 本 征 态 | ji1j;JM). 试 计算 
万 与 产 的 平均 值 . 
答 :(7z) 一 (jy 一 (jz 一 (1 一 0 


,MD 十 Djs (jst+1) 
0 2 CF 


Ni THD jt Dj 
(jz2z)=M 2 CFIS 一 M 一 (人 7) 


10. 10 同上 题 , 求 (77jzJM | 五 | jijsJMD 关 0 条 件 对 量子 数 JM 的 限制 , 即 AJ] =J 一 了 ， 
AM 一 M 一 M 的 允许 值 . 

答 :AJ 王 了 一 了 =0, 士 1 

AM=M 一 M=0,; 士 1 | 

10. 11 设 体系 处 于 (了 ,J.) 的 共同 本 征 态 | jm=j) 二 | 广 ). 设 z 轴 与 z 轴 夹 角 为 9, 求 在 
| 广 ) 态 下 测 得 Jz 一 7 的 概率 P(0). 先 讨论 ;二 1/2 的 情况 ,然后 讨论 一 般 情 况 . 

答 ;P(0) 二 (cos0/2)5 : 

10. 12 设 粒子 处 于 (PF ,7.) 的 共同 本 征 态 好 , 求 1; 的 可 能 测 值 及 相应 的 概率 . 

答 : 的 可 能 测 值 为 2，1，0， 一 1， 一 2， 


相应 的 概率 为 写 ,，0， 十，0， 二 

10.13 在 (F ,1) 表 象 中 ,!=1 的 子 空间 是 几 维 ? 求 在 此 子 空间 中 的 矩阵 表示 式 . 再 利 
用 和 矩阵 形式 求 出 4 的 本 征 值 及 本 征 态 . 

答 :! 一 1 的 子 空间 为 3 维 . 4, 的 本 征 值 为 ,m= 二 0, 土 1. 对 应 的 本 征 矢 分 别 为 
1 1 
1 0 一 V2 
/a 
1 1 


1 


2 


1 
了 | 3 
1 
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第 11 章 束缚 定 态 微 扰 论 
11.1 一 般 讨 论 


体系 的 能 量 本 征 值 问题 ,除了 少数 简单 体系 (例如 谐振 子 , 氢 原子 等 ) 外 ,往往 
不 能 严格 求解 . 因此 ,在 处 理 各 种 实际 问题 时 ,除了 采用 适当 的 模型 以 简化 问题 外 ， 
往往 还 需要 采用 合适 的 近似 解法 . 例如 微 扰 论 , 变 分 法 ,绝热 近似 , 准 经 典 近 似 等 . 
各 种 近似 方法 都 有 其 优 缺 点 和 适用 范围 ,其 中 应 用 最 广泛 的 近似 方法 就 是 微 扰 论 , 
设 体 系 的 Hamilton 量 为 瓦 (不 显 含 已 ,能 量 本 征 方程 为 


Hl|ly=E|y (11. 1. 1) 
E 为 能 量 本 征 值 . 此 方程 的 求解 ,一 般 都 比较 困难 . 假设 互 可 以 分 为 两 部 分 ， 
五 = 万 ,十 万/ : (11. 1. 2) 


设 Ho 的 本 征 值 和 本 征 函 数 比较 容易 解 出 ,或 已 有 现成 的 解 (不 管 是 用 什么 方法 )， 
从 经 典 物 理 来 理解 ,与 Ho。 相 比 , 五 是 一 个 小 量 , 称 为 微 扰 , (在 量子 力学 中 , 微 扰 
的 确切 含义 , 见 后 面 的 讨论 . ) 因 此 ,可 以 在 H, 的 本 征 解 的 基础 上 ,把 五 的 影响 逐 
级 考虑 进去 ,以 求 出 方程 (11. 1. 1) 的 尽 可 能 精确 的 近似 解 . 微 扰 论 的 具体 形式 多 种 
多 样 ,但 其 基本 精神 都 相同 , 即 按 微 扰 ( 视 为 -一 级 小 量 ) 进 行 逐 级 展开 . 
设 瓦 。 的 本 征 方程 
Holygw)=E® [gr), v=1,2,.%,fn 
(grr | Gop ) = Hm dp 
的 本 征 值 FE” 和 正 交 归 一 本 征 态 |y2 ) 已 解 出 . Ex” 可 能 是 不 简 并 的 (二 1), 也 
可 能 是 简 并 的 (f, 宇 2). 按 微 扰 论 的 逐 级 展开 的 精神 , 令 
| 0) 三 EE | 人 0 > 十 | J 》 十 | gr? 》 十 … 
E= Fo 十 FEOD 十 开 C2) 十 … 
以 下 约定 : 波 函数 的 各 级 高 级 近似 解 与 级 近 信 解 都 正 交 , 妈 
(bo 149) 一 0， 5 一 1,2,3，… (11. 1. 5) 
把 式 (11. 1. 4) 代 入 式 (11. 1. 1) ,比较 等 式 两 边 的 同 量 级 项 ,可 得 出 各 级 近似 下 的 能 
量 本 征 方程 


(11. 1. 3) 


(11. 1. 4) 


(本 一 EEo )1wo > 一 0 (11. 1. 6a) 
(Ho—E)|y =(EV—H)IyY) (11. 1. 6b) 
(Ho=PEoOY (EH EN ~ (11.1.6c) 


(Ho 一 BO)1W2 ) 一 (ED 一 再)192 ) 十 BE2 gH THES Ig (1.1.6d) 


式 (11.1.6b),(11.1.6c),(11. 1. 6d) 两 边 左 乘 (y | ,并 利用 式 (11. 1. 5) ,可 以 得 出 
能 量 的 各 级 修正 


Eo 一 (po | 再 | yo ) (11. 1. 7a) 
E® 一 (wo | 再 | VD》 (11. 1.7b) 
E® = (yo | H’ | 2 》 (11. 1. 7c) 


式 (11. 1. 6c) 两 边 左 乘 (y | ,得 
Bn | (Ho, 一 FE ) | Jy?) ge? | (ED —H’) | VD 》 
式 (11. 1. 6b) 两 边 左 乘 (y'”| ,并 利用 (11. 1. 7c) 式 ,得 
(yf? | (Hm EW)| 4D 》 二 0— (yy? | 五" | Wo 一 一 FG) 
利用 H。 的 厄 米 性 ,以 上 两 式 的 左边 应 相等 , 因而 得 出 
FE 一 Cg | HE | J 》 (11. 1. 7d) 
利用 (11.1. 7d) 式 ,可 以 直接 用 微 扰 一 级 近似 波 函 数 (而 不 需 用 二 级 近似 波 函 数 ) 


11.2 非 简 并 态 微 扰 论 


首先 假设 ,在 不 考虑 微 扰 时 ,体系 处 于 非 简 并 能 级 El? (一 1), 即 
E'™ = ES (11. 2. 1) 
(El 可 以 是 任何 一 个 非 简 并 能 级 ,但 在 计算 前 要 取 定 ) ,因而 相应 的 零 级 能 量 本 征 


函数 是 完全 确定 的 , 即 


| yg) =| yg ) (11. 2. 2) 
以 下 分 别 计算 各 级 微 扰 近 似 . 
1. 一 级 近似 
设 一 级 微 扰 近似 波 函数 表示 为 
1°) = Da® | Wo)》 (11. 2. 3) 


注意 :上 式 求 和 中 ,E? 可 能 是 不 简 并 的 (f==1) ,也 可 能 是 简 并 的 (f, 宇 2). 为 表述 
简洁 ,上 式 中 |yr?) 的 nn 标记 一 组 完备 量子 数 , 简 并 量子 数 未 明显 写 出 . 


将 式 (11. 2. 1) ,(11. 2.2),(11. 2.3) 代 入 11. 1 节 式 (11. 1. 6b) 得 
Ce 


两 边 左 乘 (ym” | ( 求 标 积 ), 利 用 HH。 本 征 态 的 正 交 归 一 性 ,得 
(Em = Da ELH (11. 2. 4) 
式 中 
Ha = (yw |H |yP) 
式 (11.2.4) 中 ,m 二 k 时 ,得 
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E®? = EBP = H%= (yg |H | yy) (11. 2. 5) 


而 mm 关 k 时 ,得 
an’ 一 jr (m 天 人 (11. 2.6) 
因此 , 按 11. 1 节 式 (11. 1.5) 的 约定 ,在 一 级 近似 下 ,能 量 本 征 值 和 本 征 函数 分 别 为 
E: = Ef + Hi (11. 2. 7a) 
1 =1 8) 填 允 Bre | 9) 11.2.7b) 


上 式 中 >) 表示 对 求 和 时 ,n 一 k 项 必须 握 弃 . 


2. 二 级 近似 
把 式 (11. 2. 2),(11. 2.3),(11. 2.6) 代 入 11. 1 节 式 (11. 1.7b), 得 
E? =EP = ?1H I) = >» pr pe ” XM 
此 即 能 量 的 二 级 修正 . 所 以 在 准确 到 二 级 近似 下 ,能 量 的 本 征 值 为 
| 


FE, 三 一 Es 二 Hi + 2 Eo pe 
同 理 ,用 式 (11. 2.3), (11. 2.5),(11. 2.6) 代 入 11.1 节 式 (11.1.7d) ,得 
E3 = Es) =(g [IH —E® | 》 
1 五 人 万 ”本 1 ， HH' 

人 10) 

此 即 能 量 的 三 级 修正 . 类 似 , 可 得 到 能 量 的 各 级 修正 . 

还 可 以 证 明 ， 在 一 级 近似 下 ， 波 函数 可 以 表示 为 
[ga)= 1 ?十 过 


(11. 2.9) 


yy H’,H’ H’H% 0 
二 |) 

讨论 

(GD 由 式 (11. 2. 6) 一 (11. 2. 11) 可 以 看 出 , 非 简 并 态 的 微 扰 论 逐 级 展开 的 收 钱 
性 要 求 


(11. 2. 11) 


Er 1， (所 有 nn 关 &) (11. 2. 12) 


因此 ,在 Ex?” 能 级 邻近 如 存在 另外 的 能 级 人 ?( 即 它们 接近 于 简 并 ), 则 微 扰 论 展开 
的 收敛 性 就 很 差 . 特别 是 有 简 并 的 情况 ,上 述 微 扰 论 公 式 就 完全 不 适用 . 注意 , 式 
(11. 2. 12) 只 是 非 简 并 态 微 扰 论 近似 成 立 的 必要 条 件 . 微 扰 论 逐 级 展开 的 收敛 性 是 
一 个 很 复杂 的 问题 . 
(2) 用 微 扰 论处 理 具体 问题 时 ,要 恰当 地 选取 HH,. 在 有 些 问题 中 , GE 和 瓦 ' 的 
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划分 是 很 明显 的 ,例如 在 Stark 效应 和 Zeeman 效应 中 ,分 别 把 外 电场 和 外 磁场 的 
作用 看 成 微 扰 .但 在 有 些 问 题 中 ,特别 是 在 某 些 模 型 理论 计算 中 ,往往 是 根据 如 何 
使 计算 简化 来 决定 Ho 和 五 "的 划分 ,同时 兼顾 计算 结果 的 精确 度 . 即 一 方面 要 求 
HH。 的 本 征 解 的 计算 比较 容易 ,或 Ho 的 本 征 解 已 知 (不 管 它 是 怎样 求 出 的 ) ,还 要 
求 本 的 矩阵 元 的 计算 也 较 容易 . 另 一 方面 ,又 要 求 五 的 主要 部 分 尽 可 能 包含 在 
H。 中 ,使 五 的 矩阵 元 比较 小 ,以 保证 式 (11. 2. 12) 成 立 , 使 微 扰 论 计算 收敛 较 快 ， 
因为 高 级 微 扰 修正 的 计算 是 很 麻烦 的 

(3) 计 算 中 ,要 充分 利用 五 的 对 称 性 以 及 相应 的 选择 规则 ,以 省 掉 一 些 不 必要 
的 计算 . 


例 1 电介质 的 极 化 率 

考虑 各 向 同性 电介质 在 外 电场 作用 下 的 极 化 现象 . 当 没 有 外 电场 作用 时 ,介质 中 的 离子 在 
其 平衡 位 置 附近 作 小 振动 ,可 视 为 简 谐 运动 . 设 沿 z 方 向 加 上 一 均匀 外 电场 8, 对 于 带电 g 的 高 
子 , Hamilton 量 为 


日 一 一直 下 十 于 mi 一 oz (11. 2. 13) 
因为 外 电场 沿 z 方 向 ,对 y、z 方 向 的 振动 不 发 生 影响 , 故 略 去 不 加 讨论 . 取 
et A 
Hy 2m dz2 十 2 To 
H’ =— géz (11. 2. 14) 
Ho 即 谐振 子 Hamilton 量 ,其 本 征 函 数 为 ( 见 3.4 节 ) 
yp (z) = Noexp(— 训 dz ) Ho lar) (11. 2. 15) 
w= JUo0 /让 
NN 为 归 一 化 常数 . 相应 的 能 量 本 征 值 为 
EY = (za 十 言 )joo， n=0,1,2,° (11. 2. 16) 


以 下 计算 外 加 电场 对 能 级 的 修正 . 利用 矩阵 元 公式 


1 
=+( elon tA/ 8 ) Cll 


E =EP + Hh + 起 Hi = 0) 


可 求 出 


=(h+ 计 )ioo++$ 忆 1 并 与 


(k—n) 
2 
一 (4 十 十) 十 于 多 (| zl 一 | zi | ?) 
一 (4 十 村)joo 一 芝 所 (11. 2. 18) 
27mcwo 


即 所 有 能 级 都 下 移 了 9 86?/2ma% ,这 对 于 能 谱 形状 (均匀 分 布 ) 并 无 影响 . 但 波 函 数 将 发 生 改 变 ， 
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一 级 微 扰 近 似 波 函 数 为 
六 (ZZ) = (Zz) 十 2 ie 5 CZ) 


一 Jo (x a | 人 KZ) 一， [yao | (11. 2. 19) 


即 原来 零 级 波 函 数 4? 中 , 混 进 了 与 它 邻 近 的 两 条 能 级 的 波 函 数 J 如 1. 
在 不 加 外 电场 时 ,在 具有 确定 宇 称 的 J 态 下 ,粒子 位 置 的 平均 值 
T= (f° ,my 所) 一 0 
这 是 很 自然 的 ,因为 本 来 我 们 的 坐标 原点 就 取 在 谐振 子 的 平衡 位 置 . 当 加 上 外 电场 时 ,粒子 平衡 
位 置 将 发 生 偏 离 , 用 式 (11. 2. 19) 及 (11. 2. 17) ,不 难 求 出 


二 (fh ,D1) = 经 二 2 (Va — = 和 ml ) 和 (11. 2. 20) 


即 平衡 位 置 偏离 了 g6/men. 0 | 9| §/mes 人 
动 了 | g| 6/m 吕 .因此 ,由 于 外 电场 而 产生 的 电 偶 极 矩 为 


D=2 al | a| = 296/m (11. 2. 21) 
极 化 率 定义 为 二 D/6, 则 极 化 率 为 


k= 29 /mw (11. 2. 22) 
讨论 
本 题 可 严格 求解 ,并 可 以 与 微 扰 论 计算 结果 比较 . 在 Schr6dinger 方程 
一 志 y+ (mz —gér)y= Ey (11. 2. 23) 
中 , 令 
é£= arsa = Vrmwo/E (11. 2. 24) 
则 
4 (#- 3 一 jy 一 一 下 (11. 2. 25) 
再 令 
=gb/wvmhiw, y= é—&, 4 一 站 十 名 (11. 2. 26) 
则 
dz 
Es FYy+Wy=0 (11. 2. 27) 


上 式 与 谐振 子 的 能 量 本 征 方程 完全 相同 [ 见 3.4 节 式 (3.4.8)j. 只 当 4=2n 十 1(n==0.1,2,*…) 
时 ,才能 得 到 在 全 空间 有 界 的 解 , 即 能 量 可 能 取 值 为 


1 1 1 qe’ 
EF, = (mn 十 读 )j 和 oo 一斑 和 ioo 一 (a (11. 2. 28) 
与 微 扰 论 计算 结果 式 (11. 2. 18) 完 全 相同 . 相应 的 本 征 函 数 为 
=N,exp(— 汐 # )H, 三 Niexp| 一 于 (一 6) | HGe 一 5) 
=N,exp| — 六 Cz—z0)? |Ho Calz— 20)) (11. 2. 29) 
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其 中 
To 一 名 /ua 一 qdE/zrxoz 

是 有 外 电场 8 的 情况 下 ,谐振 子 的 新 的 平衡 点 的 位 置 ,与 式 (11. 2. 20) 的 结果 是 相同 的 . 当然 , 波 
函数 (11. 2. 29) 与 一 级 微 扰 波 函 数 (11. 2. 19) 并 不 完全 相同 . 但 如 式 (11. 2. 29) 对 & 作 Taylor 展 
开 , 准 确 到 微 扰 ( 即 的 一 次 窒 项 ,并 利用 Hermite 多 项 式 的 递 推 关 系 ,可 证 明 与 式 (11. 2. 19) 波 
函数 相同 . | 

值得 注意 , 当 无 外 电场 时 ,zo 二 0, 式 (11. 2. 29) 即 谐振 子 的 基态 波 函 数 go (xz). 而 均匀 外 电场 
《的 影响 ,相当 于 把 波 函 数 go (x) , 变 成 g(x 一 zo) ,zo 二 gq6/ms. 但 对 原来 的 谐振 子 的 Hamilton 
量 H。 来 讲 ,g(x 一 zo) 不 再 是 它 的 基态 ,也 不 是 它 的 本 征 态 ,而 是 Ho 的 无 穷 多 个 本 征 态 的 于 
加 ,这 就 是 应 用 极为 广泛 的 谐振 子 相干 态 ,是 Sehrodinger 在 1926 年 发 现 的 . 它 具 有 很 多 重要 的 
特性 ,例如 具有 最 小 的 不 确定 度 AzAp= 二 /2, 波 包 不 扩散 , 波 包 中 心 的 运动 与 经 典 谐振 子 完全 
相同 . 

例 2 基态 所 原子 的 极 化 率 (Stark 效应 ) 

设 氢 原子 处 于 基态 , 沿 = 方向 加 上 均匀 电场 6, 电 场 可 视 为 微 扰 , 试 求 基态 波 函数 的 一 级 修 
正和 能 量 的 二 级 修正 , 电 偶 极 矩 和 极 化 率 . 

在 无 外 加 电场 时 , 氢 原 子 基 态 波 函 数 为 
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JS et r/4)， 4 二 志 /ye* (Bohr 半径) (11. 2. 30) 
( 零 级) 能 量 为 
Eo 一 一 所 (11.2.31) 
而 
Hoy? = > vi )y° = Ev Cl1.2.3 鸭 
视 外 加 电场 为 微 扰 ， 
H’ = ebz = ercosb (11. 2. 33) 
由 于 YW” 具有 确定 宇 称 ( 偶 ), HH 又 为 奇 宇 称 算 符 ,所 以 能 量 一 级 修正 必 为 0, 即 
EY = (yo ,ebwy™) 一 0 (11. 2. 34) 


如 直接 利用 公式 (11. 2. 8) 去 计算 二 级 能 量 修正 ,将 碰 到 一 个 无 穷 级 数 求 和 , 比较 麻烦 ,所 以 下 面 
换 一 个 途径 来 计算 . 
按 11.1 节 式 (11. 1. 6b) ,一 级 修正 波 函 数 满足 


(Ho 一 Eo)yD = (ED 一 HY® =— ebrcosQy®™ (11. 2. 35) 
考虑 到 J 和 玖 。 均 为 球 对 称 ,可 知 y+? 只 能 写成 下 列 形式 
Jf? = YY Fr)cosbg， limf(7) 一 0 (11. 2. 36) 


了 (7) 待 求 .将 上 式 代入 式 (11. 2. 35) ,利用 
J 2 Up = f(r)cosbv zyo 十 几 o0 V2[ Fr)cosg 由 十 2[VcosoF( 门 ] 。 vy 
JY? 二 1 RR PE 


7 ar 72 天 
cosg cc YI 


Ee ee 
v2[f(7r)cos0] = coxg| 六 本 (rf) | 
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[Yeosbf(D]，vyo = cos0 YW =— 0 dfyo 


dr 
可 求 出 f(x) 满 足下 列 方程 . 
水 各 (一 十 有 -= (11. 2. 37) 
用 级 数 解法 不 难 求 出 [利用 边 条 件 limf(7) 二 0] 
Fn 一 经 [ 王 + 二 (于) | (11. 2. 38) 
因此 
gf» 一 经 | 工 + 寺 ( 于 ) ]y*eos (11. 2. 39) 


按 微 扰 论 修 正 公 式 [ 见 11. 1 节 式 (11. 1. 7b)] 
E‘? = (WA ,Hy ) 
用 式 (11. 2. 33) 与 (11. 2. 39) 代 入 ,得 


FE? =el(y® ; rcos? Of (7) Wd je 言 eECyo rf (7) J™ ) 


一 一 言 6*@ (人 


一 一 于 6 (3 十 症 )= 一 全 lzan (11. 2. 40) 
此 即 氨 原子 基态 能 级 的 二 级 修正 (0c6?). 
电 偶 极 矩 算 符 为 
Sy (11. 2. 41) 
平均 值 
(D) =— el(y,y) =— ef” + YY rg? + )) (11. 2. 42) 


利用 y” 及 y? 的 对 称 性 , 易 知 (D,) 二 (D,) 二 0, 而 


(D.) = 一 2e(yo ,om) 一 一 号 BE = Da: (11. 2. 43) 
所 以 电极 化 率 
3 9 
«—— iE? = (D.)/6= 90 (11. 2. 44) 


例 3 外 电场 中 的 平面 转子 
设 转子 的 转动 惯量 为 7, 并 具有 电 偶 极 矩 了 (图 11. 1). 沿 z 方 向 加 上 均匀 电场 8, 则 转子 与 


电场 的 作用 能 为 
H’ =—D. §=— Décosp (11. 2. 45) 
9 无 外 场 作用 时 ,转子 Hamilton 量 为 
x L2 fi qd 
h 一 亲 一 条 部 (11. 2. 46) 
其 本 征 方程 为 | 
图 11.1 -条 名 = 乌 (11. 2. 47) 


本 征 函 数 可 取 为 
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0 Se (11. 2. 48) 


A 


m= 三 0, 土 ]， 士 2,… 
相应 的 能 量 本 征 值 为 
FEo = Ee (11. 2. 49) 


能 级 是 二 重 简 并 的 (m 二 0 能 级 除外 ). 先 讨 论 外 电场 86 较 弱 的 情况 ,此 时 开 可 视 为 微 扰 . 微 扰 的 
影响 一 般 要 用 简 并 态 微 扰 论 来 处 理 . 但 考虑 到 微 扰 的 下 列 选 择 定 则 


‘m | 再 |m) 一 一 a dpexpLiCm— m’) $jcosg 


a 学 ey (11. 2. 50) 


显然 , 微 扰 对 所 有 能 级 的 一 级 修正 均 为 0, H’, = 二 0. 如 果 我 们 局 限于 只 考虑 能 量 的 二 级 修正 , 则 
除 |m| 二 1 能 级 之 外 ,仍然 可 以 用 非 简 并 态 微 扰 论 来 处 理 . (|m| =1 能 级 的 两 个 简 并 态 m= 
十 1 与 m= 一 1 可 以 通过 中 间 态 m= 二 0 在 二 级 微 扰 作用 下 耦合 起 来 , 需 用 简 并 态 微 扰 论 来 处 理 . ) 
所 以 , 除 |m| =1 能 级 外 ,能 量 的 二 级 微 扰 修正 为 
XE? 二 2 Ee 
= 2 
iD6. 江 | 
Ee 1 
下 4o2 一 1 
对 于 基态 (mm 一 0) ,能 级 二 级 修正 <0, 对 于 激发 态 (wi>>1) ,能 量 修正 之 0， 
波 函 数 的 一 级 修正 为 


1 1 
— (mC— 1)? 学 一 es 


(11. 2. 51) 


mw [DOI/_ er 
es (11. 2. 52) 
[D1 = 去 |1+ 台 (二 守 p=20% )| (11. 2. 53) 
这 表明 转子 在 空间 取向 的 概率 分 布 不 再 是 各 向 同性 ,而 依赖 于 它 与 外 电场 方向 的 夹 角 . 对 于 基 


态 (m 一 0) ?9 


区 
ID = (1+ De0sp) fa (11. 2. 54) 


所 以 转子 顺 电 场 方向 的 概率 较 大 ,而 反 电场 方向 的 概率 较 小 . 

与 上 相反 ,车 所 加 外 电场 极 强 (电场 很 “ 强 ” 是 指 六 1, 即 6> 基 /ID) ,显然 不 能 看 成 微 扰 . 从 
物理 上 来 看 , 偶 极 子 将 尽量 与 外 电场 8 的 取向 一 致 ,使 能 量 最 低 , 即 转子 电 偶 极 矩 DD 的 指向 主要 
处 于 g&1 的 小 角度 范围 内 . 此 时 


本 = 一 和 下 一 Dieospw 基业 一 De(1 一 于 9) 


27 dg 27 dg 
-二 DE 
-+ -De (11. 2. 55) 
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除了 一 个 常数 项 一 PE 之 外 ,五 就 是 一 个 简 谐 振子 . 自然 振动 角 频 率 为 二/ 学 . 特征 角度 变化 


1Dé 


范围 是 wo 一 /而 大 一 ( 芭 2) .此 时 基态 波 函 数 为 


(9) = exp(- 志 ¥) (11. 2. 56) 
相应 能 量 为 
1 _ne- ll: /Dé 
b =F Dé = ph T Deé (11. 2. 57) 


转子 变 成 一 个 振子 ,其 电 偶 极 矩 刀 的 指向 在 外 电场 8 方向 左右 摆动 ,角度 幅度 cco oc(1DE) 4. 
例 4 和 氢 原 子 基 态 能 量 
氨 原 子 及 类 氨 离 子 (Li+ ,Be ,B+ ,C+ 等 ) 是 最 简单 的 多 电子 原子 ,原子 核 带电 十 Ze, 核 外 有 
两 个 电子 . 车 采 用 原子 单位 ( 即 取 # 一 和 三 e 一 1) ,原子 的 Hamilton 量 可 表示 为 (忽略 原子 核 运 动 ) 


一 二 (Vi 和 ) 一 之 一 和 + 二 (11. 2. 58) 


见 图 11. 2,n 与 分 别 代表 两 个 电子 与 原子 核 的 距离 ,rs 是 两 个 电子 之 间 的 距离 , 上 式 右边 最 
后 一 项 代表 两 个 电子 的 Coulomb 排斥 力 , 中 间 两 项 代表 原子 核对 电子 的 Coulomb 引力 能 . 

氨 原 子 是 一 个 三 体 问题 ,迄今 还 不 能 严格 求解 . 下 面 用 
。-。” 微 扰 论 来 近似 求解 它 的 基态 能 量 . 
H=H+H, 下 = 元 
因为 豆 不 含 自 旋 变 量 , 自 旋 波 函数 与 空间 坐标 波 函 数 可 以 
分 离 . 对 于 氨 原 子 基态 ,两 个 电子 都 处 于 能 量 最 低 的 状态 
(1s) 态 , 氨 原 子 的 基态 波 函 数 可 近似 为 


内 bon ,72 ) Xo (si y S22 ) (11. 2 60) 


(11. 2. 59) 


图 11.2 和 氨 原 子 
其 中 空间 部 分 波 函数 


ori»72) = fhoo Cr1) hoo (72) (11. 2. 61) 


对 两 个 电子 交换 空间 坐标 是 对 称 的 ,而 Xo 《51 ,szc) 是 两 个 电子 的 自 旋 单 态 已 归 一 化 ( 见 9.4 节 )， 
对 两 电子 自 旋 坐 标 交换 是 反对 称 的 . 在 不 计 及 电子 之 间 Coulomb 斥 力 时 , 波 函 数 (11. 2. 60) 相 应 


的 能 量 为 3( 一 素 。 二 ) = 一 (原子 单位 )( 注 意 :类 氢 原 子 能 级 已 一 一 于 拖 , 对 于 1s 态 ， 


n 二 1. ) 能 量 的 微 扰 论 一 级 近似 为 


全 全 声 po) =|| mdz | poo Cn) ?| ghoo lr) |* /ne (11.2.62) 
式 中 
Pe ee (11. 2. 63) 
利用 积分 公式 ( 见 [ 注 ]) 
ler A = 5 (11. 2. 64) 
可 求 出 
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HF=Ir = 22 


8 
因此 ,在 微 扰 论 一 级 近似 下 , 氨 原 子 (或 类 氨 离 子 ) 的 基态 能 量 为 
六 三 三: 头 + 二 2 (原子 单位 ) (11. 2. 65) 
[ 注 ] 利 用 公式 
工人 /站 
1 2 (DH) PCcosb) 7 < 7 
na | 产 一 r | 1 加 1 (11. 2. 66) 
2 (全 Pi(cos0i12) 7 <n 
及 
i 
Pi(cosbo) = 2 AE DYr* (0 ,p91) Yr (0, mm) (11. 2. 67) 


27+ 1 


代入 积分 式 (11. 2. 64) 左 侧 
1(2) =|sz dm exp[ 一 2ZCn + r2)] (11. 2.68) 
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考虑 到 Y7 积分 的 正 交 归 一 性 , 式 (11. 2.66) 各 项 中 只 有 /=0 项 对 I(Z) 有 贡献 . 由 此 得 出 
T(Z) = Go| ri drzexp(— 227s) 


1 ro ooe 
| (— 22ri)d | 
上 1€XPp rl ni | niexp 1 ri 


=57/82 、 (11. 2. 69) 


计算 结果 与 实验 观测 值 的 比较 , 见 表 11. 1. 实验 上 通常 是 测量 原子 的 离 化 能 [一 一 即 从 原 
子 中 和 剥夺 一 个 电子 (使 之 电离 ) 所 需 的 能 量 . 对 于 氨 原 子 或 类 氨 离 子 , 当 夺 去 一 个 电子 后 , 剩 下 一 
个 电子 仍 处 于 1s 轨道 , 按 类 氢 原 子 能 量 公式 , 它 的 能 量 为 一 素 /2. 因此 , 离 化 能 的 一 级 微 扰 论 计 
算 结 果 为 


IT= 2/2)—(-Z+EZ)= (2—5/4) (11. 2. 70) 


可 以 看 出 ,E 和 了 的 计算 值 与 观测 值 符合 得 不 错 ,特别 是 Z 愈 大 的 离子 ,计算 值 与 观测 值 的 相对 
偏离 愈 小 . 这 是 很 自然 的 ,因为 对 于 Z 愈 大 的 离子 ,相对 于 原子 核 的 Coulomb 吸引 力 来 说 ,电子 
之 间 Coulomb 斥 力 的 重要 性 就 愈 小 . 


表 11.1 类 和 氢 离 子 的 基态 能 量 及 离 化 能 (eV) 


类 氨 离 子 Z Ex 书 计 ( 微 扰 ) 开 计 ( 变 分 法 ) I) 了 计 ( 微 扰 ) 了 计 ( 变 分 法 ) 
He 2 一 79.010 一 74. 828 一 77. 485 24. 590 20. 408 23. 065 
Lit 3 一 198.087 ”一 193. 871 一 196. 528 75. 642 71. 426 74. 083 

Be+ 十 4 一 371.574 ”一 367.335 ”一 369. 992 153. 894 149. 655 152. 312 
B+t++ 5 一 599. 495 ”一 595.219 ”一 597. 876 259. 370 255. 094 257.751 
C4+ 6 一 881.876 ”一 877.523 ”一 880. 180 392. 096 387. 743 390. 400 
N5+ 7 一 1218. 709 一 1214. 246 ”一 1216. 903 552. 064 547. 601 550. 258 
Os+ 8 一 1610.016 一 1605.39 一 1608.047 739. 296 734. 670 737. 327 


a) 实验 数据 取 自 Handbuch der Physik, Bd. 35, p. 240,，H. A. Bethe and E. E, Salpeter, Quantum 
Mechanics of One-and Two-Electron Systems. 
变 分 法 的 计算 结果 , 见 14. 1 节 ， 
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例 5 Van der Waals 力 
两 个 中 性 原子 (或 分 子 ) , 当 它 们 的 距离 R 比 原子 (或 分 子 ) 本 身 的 大 小 要 大 得 多 时 ,相互 作 
用 能 与 R 成 反比 , 即 为 
一 A/R: A 为 正常 数 ) (11. 2.71) 
这 就 是 平常 所 谓 Van der Waals 引力 . 它们 是 原子 与 原子 (或 分 子 与 分 子 ) 之 间 的 电 偶 极 - 偶 极 作 
用 . 下 面 以 两 个 氨 原 子 为 例 , 用 微 扰 论 二 级 近似 求 Van der Waals 力 公式 . 
如 图 11. 3,a 与 5 是 两 个 氧 原子 核 ,1 与 2 


1Ciz) re oo) 代表 两 个 电子 . 在 讨论 电子 运动 时 ,原子 核 的 动 
能 可 忽略 不 计 (Born-Oppenheimer 近似 ,参阅 
区 14.2 节 ) ,此 时 
H=HH+H (11. 2. 72) 
a R b 2 Ho == 一直 (VI 旬 一 二 一 和 
72 
图 11.3 寻 = 扫 十 生 一 全 一 仑 
四 2 7a2 rol 


Ho 描述 的 是 无 相互 作用 的 两 个 原子 ,HH 代表 两 个 原子 之 间 的 Coulomb 相互 作用 . 
当 Ra(Bohr 半径 ) 时 , 理 可 近似 表示 为 两 个 原子 的 电 偶 极 矩 Di 二 一 er1 和 D。= 二 一 er; 之 
间 的 相互 作用 , 即 


a 志 [D， . D; 一 3(D .ep)(D .en)] (11. 2.73) 
其 中 
er = R/R 
设 复原 子 处 于 基态 . 由 于 两 个 原子 相距 较 远 ,它们 的 电子 的 波 函 数 重 释 很 小 ,可 以 略 去 波 函 
数 的 交换 对 称 性 ,体系 的 零 级 波 函 数 可 表示 为 


gf = foo ri ) Ynoo Cr2) (11. 2. 74) 
由 于 加 是 偶 函 数 ,而 让 与 7 都 是 奇 宇 称 算 符 , 所 以 
(th, Hgo)=0 (11. 2. 75) 


即 一 级 微 扰 无 贡献 . 而 二 级 微 扰 修 正 为 
Ee SY ‘OH 到》 


Es 一 Et 
这 里 标记 各 激发 态 的 全 部 量子 数 . 因为 无" > 也 0 ,所 以 得 到 E2 <0. 又 Hcc1/R ,所 以 得 出 
E® =— A/R (A 为 正常 数 ) (11. 2. 76) 
这 就 是 Van der Waals 力 的 相互 作用 能 . 


11.3 简 并 态 微 扰 论 


实际 问题 中 ,特别 是 处 理 体 系 的 激发 态 时 ,常常 碰 到 简 并 态 或 近似 简 并 态 . 此 
时 ， et i oh 的 


体系 的 对 称 性 密切 相关 . 当 考 虑 微 扰 之 后 ,如 体系 的 某 种 对 称 性 受到 破坏 , 则 能 级 
可 能 分 列 , 简 并 将 被 部 分 解除 或 全 部 解除 . 因此 在 简 并 态 微 扰 论 中 ,充分 考虑 体系 
的 对 称 性 及 其 破 缺 是 至 关 重 要 的 . 
假设 不 考虑 微 扰 时 ,体系 处 于 某 简 并 能 级 EL* (f; 重 简 并 ) , 即 
FEo = Emo 《条 


OO ,但 其 一 般 形 式 必 为 


| yy?) = Da, | yo) (11. 3. 2) 


用 式 (11. 3.1) 和 (11. 3. 2) 代 入 11.1 节 起 (11 1. 6b) ,得 
(CH, — ED) | ne, 一 (FE 一 H’) | Wy, 


=(E®D —H’) >7a， | Vi 》 
左 乘 (网 ) | ( 取 标 积 ) ,考虑 到 11. 1 节 式 (11.1.5) 的 约定 ,得 
2 Hi — Ev)a, 一 0 (11. 3. 3) 


此 即 零 级 波 函 数 (11. 3. 2) 中 展开 系数 a, 满足 的 齐 次 线性 方程 组 . 它 有 非 平庸 解 的 
充 要 条 件 为 

det | Hi — EV8,, |=0 (11. 3. 4) 
上 式 是 的 fi 次 宕 方程 . (有 些 书 上 称 之 为 久 期 方程 (secular equation) ,是 从 天 
体力 学 的 微 扰 论 中 借用 来 的 术语 . ) 根 据 五 "的 厄 米 性 ,方程 (11. 3.4) 必 然 有 fi 个 
实 根 , 记 为 E8? ,ao 一 1,2，… 访 .分 别 把 每 一 个 根 E42? 代入 方程 (11. 3. 3) , 即 可 求 得 
相应 的 解 , 记 为 ay ,y= 二 1,2,…, fi. 人 


| > | WO ). (11. 3.5) 


它 相 应 的 准确 到 一 级 微 扰 修正 的 能 量 为 

E®? + EY (11. 3. 6) 
如 fi 个 根 E 吕 无 重 根 , 则 原来 的 fi 重 简 并 能 级 Ef? 将 完全 解除 简 并 ,分 裂 为 f 
条 . 所 相应 的 波 函 数 和 能 量 本 征 值 由 式 (11. 3. 5) 和 (11. 3. 6) 给 出 . 但 如 BE& 有 部 分 
重 根 , 则 能 级 简 并 尚未 完全 解除 . 凡 未 完全 解除 简 并 的 能 量 本 征 值 ,相应 的 零 级 波 
函数 仍 是 不 确定 的 . 


例 1 所 原子 光谱 的 Stark 效应 

把 原子 置 于 外 电场 中 , 则 它 发 射 的 光谱 线 会 发 生 分 裂 ,此 即 Stark 效应 . 下 面 考虑 氨 原 子 光 
谱 的 Lyman 线 系 的 第 一 条 谱 线 (n 二 2->n 二 1) 的 Stark 分 裂 . 

在 不 计 及 自 旋 时 , 氧 原子 的 基态 (" 一 1) 不 简 并 ,但 第 一 激发 态 (* 一 27 则 是 四 重 简 并 的 ,对 应 
于 能 级 


人 (11. 3.7) 


。367 。 


的 4 个 零 级 波 函 数 |22m) 为 
| 200) ,| 210), | 211), | 21—1) (11. 3. 8) 
态 ee 


2p 态 
为 了 方便 ,对 它们 进行 编号 ,依次 记 为 |1) ,12) ,13) ,14). 
设 沿 = 轴 方向 加 上 均匀 外 电场 6, 它 对 电子 ( 荷 电 一 e) 的 作用 能 为 

H’ = ec 弘一 egyrcosb (11. 3. 9) 

考虑 到 
[H,Lj=0 (11. 3. 10) 

/. 仍 保持 为 守恒 量 , 再 考虑 到 cosg~-Y? (0) ,所 以 微 扰 阳具 有 如 下 选择 定 则 : Am 二 0,Al 二 十 1， 
即 只 当 m 相同 而 且 1 相差 1 的 态 之 间 的 如 矩阵 元 才 可 能 不 为 零 . 具体 计算 下 矩阵 元 时 ,可 利 
用 公式 [附录 四 , 式 (A4. 37) ] 


Me pe 
CosOY? = ITD YH tN TtD 


计算 结果 ,不 为 零 的 矩阵 元 为 
‘1|H|2)= (2|H|1) =— 3eGa (11. 3. 11) 
因此 ,方程 (11. 3. 3) 表 示 为 
一 ED 一 3e2 妈 0 0 ai 
一 3e2bo —EY 0 0 Q2 
一 0 (11. 3. 12) 
0 0 — EY 0 as 
0 0 0 一 FED) as 


注意 .由 于 微 扰 五 的 选择 定 则 (Am 一 0) ,和 氨 原 子 的 第 一 激发 态 (n 二 2) 的 四 维 态 空间 可 分 解 成 3 
个 不 变 子 空间 (m= 二 0, 十 1, 一 1) , 维 数 分 别 为 2,1,1. 方 程 (11. 3. 12) 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 系 
数 行列 式 为 0, 解 之 得 
D =+ 3e:6a,0,0 (11. 3. 13) 
对 于 根 ED 二 3@ ba, 方 程 (11. 3. 12) 的 解 为 az /a 二 一 1,as 二 a 二 0. 
因此 , 归 一 化 的 新 的 零 级 波 函 数 表 示 为 


所 3 1, a 
= 二 下 区 5 (| 200) 一 | 210)) (11. 3. 14) 
相应 能 量 为 
a 
a 2a 2? Ee 
对 于 根 ED = 一 3e ba, 类 似 可 求 出 
E 
: _1 
无 外 电场 有 外 电场 | $2» | 200) 十 | 210?) (11. 3. 15) 
图 11.4 “所 原子 能 级 在 电场 中 的 分 烈 ” 对 应 能 量 为 
-和 方 一 3ebo 


对 于 二 重 根 ED 一 0, 代入 式 (11. 3. 12) ,得 a1 二 4z 一 0, 但 a 与 a4 不 能 惟一 确定 . 不 妨 仍 取 原 来 
的 零 级 波 函 数 ， 即 3 一 1,a4 一 0 与 CQ3 一 0,a 一 1, 亦 即 
Fl Tg (11. 3. 16) 
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这 两 条 能 级 的 简 并 尚未 解除 ,对 应 能 量 都 是 一 允 市 ,如 图 11. 4 


对 简 并 态 微 扰 论 的 讨论 


(1) 新 的 零 级 波 函 数 的 正 交 归 一 性 . 
按 式 (11. 3. 3) ,对 于 根 Eb ( 实 ,k 给 定 ) 
>) (CH — ED 8,,)a% =0 (11. 3. 17) 
2 (Hy 一 本 3 )ar 三 0 
把 we>m ,a>a ,得 
DD Hi, — EL Sa =0 (11. 3. 18) 
式 (11. 3. 17) 乘 以 cp 对 内 求 和 , 式 (11.3.18) 乘 以 as ,对 jy 求 和 ,然后 两 式 相 
减 ,得 


(ED — ED) Jawas, 一 0 (11. 3. 19) 
对 于 不 同 的 根 ,E48 关 E84 , 必 有 
aad =0 (11. 3. 20) 
按 式 (11. 3. 5) ,上 式 即 
《gr | pi > 一 0 (11. 3. 21) 
联合 | $s) 的 归 一 性 ,得 
Ch) | Za au 一 Ou (11. 3. 22) 


(2) 在 以 新 的 零 级 波 函 数 | yg 个 ) 为 基 矢 的 fi 维 子 空间 中 ,HH' (因而 五 ) 是 对 角 
化 的 . 因为 
($i |H’ |$i) = Dyaiao, ku) H |ky) 


= abawH,, = So.EPa, SE Cli 


此 结论 是 意料 中 的 事 , 因 为 简 并 微 扰 论 的 精神 ， 第 一 一 步 就 是 在 该 简 并 能 级 的 各 简 并 
态 所 张 开 的 了 空间 中 做 一 个 么 正 变换 ,使 HH 对 角 化 
对 a = 二 a, 上 式 给 出 
El = (gu |H' | $n) (11. 3. 24) 
E24? 即 能 级 一 级 修正 , 即 微 扰 瑟 ' 在 新 的 零 级 波 函 数 下 的 平均 值 . 
(3) 若 最 初 的 零 级 波 函 数 选 得 适当 ,已 使 了 H 对 角 化 , 即 
H,,= (yg | H | y= Hd,, (11. 3. 25) 
则 式 (11. 3. 3) 的 解 就 是 
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EDV= Hy w= 1 (11. 3. 26) 
对 应 的 零 级 近似 波 函 数 就 是 | yl ). 这 在 处 理 正常 Zeeman 效应 (7. 3 节 ) 和 反常 
Zeeman 效应 (9. 3. 2 节 ) 中 都 已 用 到 . 简 并 微 扰 论 中 , 零 级 波 函 数 的 选择 是 至 关 重 
0 特别 是 ， 的 


为 简化 (可 以 把 表 和 : 间 纺 化 为 若干 个 不 变 子 入 间 ; i 中 把 瓦 对 角 
化 ). 

(4) 近 简 并 情况 . 设 H, 的 本 征 能 级 中 ,有 一 些 能 级 (即使 本 身 都 不 简 并 ) 彼 此 
很 靠近 , 则 11. 2 节 所 讲 的 非 简 并 态 微 扰 论 也 是 不 适用 的 . 用 上 面 所 讲 的 简 并 态 微 
扰 论 也 不 能 令 人 满意 ,因为 在 此 情况 下 , 微 扰 有 可 能 把 这 些 紧邻 的 几 条 能 级 上 的 态 
强烈 混合 . 此 时 ， dana ne 


例 2 境 合 谐 折子 
Hamilton 量 为 
吾 = 元 ( 前 十 前) 十 于 mail( 邓 十 痛 ) 一 hziz (11. 3.27) 


其 中 x 与 之 分 别 表示 两 个 谐振 子 的 坐标 . 最 后 一 项 是 刻画 两 个 谐振 子 相互 作 用 的 耦合 项 ,) 表 
示 耦 合 的 强度 . 设 4 比较 小 ,把 互 中 的 


H’ = AZ1Z2 (11. 3. 28) 
看 成 微 扰 ,而 HH, 取 为 
现 一 疡 人 十 部) 十 到 mal (好 十 苔 ) (11. 3. 29) 
它 表示 两 个 彼此 独立 的 谐振 子 . 它 的 本 征 函 数 及 本 征 能 量 可 分 别 表示 为 
Yn, (ZX1 ,xX2) 一 加; (Xx1) ph, (zs) (11. 3. 30) 
Ens 一 (十 寺 )joo 十 (m 十 于) 和 os = Cm 十 各 十 Df 
121 ?722 一 0,1,2,… (11. 3. 31) 
令 
N= (ni 十 7z) (11, 3. 32) 
则 能 量 表示 式 可 改 为 
En = (N+ 1)fwo, N=0,1,2, (11. 3. 33) 


可 以 看 出 ,对 于 N 关 0 情况 ,能 级 是 简 并 的 , 简 并 度 为 (N 十 1). 
以 N=1 为 例 ,能 级 为 二 重 简 并 . 能 量 本 征 值 为 
E! = 2#vo 
相应 的 本 征 函 数 为 yp (zi)gn (zx) 与 加 (zi)yo (zs)( 或 者 它们 的 线性 又 加 ). 为 表示 方便 , 记 
hr fz) 一 页 ( ,zz) 
zi) x2) = $e x1 ,zs) 
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并 选 巾 与 po 为 基 矢 .利用 谐振 子 的 坐标 的 矩阵 元 公式 ,可 以 求 得 微 扰 WW= 一 zizxs 的 矩阵 元 
如 下 : 
Wi = Wz = 0, Wi = Wa =— fi/2mwo 
由 此 可 得 出 能 量 的 一 级 修正 为 
E$” = 十 Wis = 干 大 /2mwo 

因此 ,原来 二 重 简 并 的 能 级 巨 变 成 两 条 ,能 量 分 别 为 

区 一 2 和 oo 干 诗 /2mewo (11. 3. 34) 
能 级 简 并 被 解除 . 类 似 还 可 以 求 其 他 能 级 的 分 裂 ,如 图 11. 5 所 示 . 


fw Tf |Ali/rmewo 


N 
11.5 
本 题 还 可 以 严格 求解 . 作 坐 标 变换 , 令 
n= (E+WD/V2, z= (€—D/V2 (11. 3. 35) 
其 道 变换 为 
é= (n+z)/V2, 7= (x — zx)/V2 (11. 3. 36) 
容易 证 明 
好 十 戏 一 部 十 入 (11. 3. 37) 
2Z122 = (gC— 7¥)/2 
9 ， 92 六 2 
Ee 9 
因此 ,Schr6dinger 方程 
下 D2 D2 1 和 > 
-所 (这 t+)y+ [Smt Cx +z#B)—arin j= Ey (11. 3. 38) 
化 为 
a Rs a a ) 一 和 (一 尹 ) (11. 3. 39) 
ne a 总 了 w= Re 
令 
言 mioie 一 妆 蝇 一 计 miote 
工 2 A 了] 2 
2 md + 2 一 F ms 
即 
of = oh —A/m = a mA/me?) 
oh = oA/m = (tA/mo?) (11. 3. 40) 


于 是 方程 (11. 3. 39) 变 为 
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1 


[ (~ 大 训 + 计 mi#)+ (天 郑 + 二 v2) ]y= 印 (11. 3. 41) 


是 两 个 彼此 独立 的 谐振 子 ,其 解 可 取 为 
y= fh Oph, (OD 


1/2 
各 介 一 (大生 Hu (mexp( 一 去 dg ) ，w = Vm (1.3.42) 


1/2 
J pp He (oDexp(— 坟 BF), 0 = VaR 
相应 的 能 量 为 
E, 


当 |4| 安 moh 时 ,由 式 (11. 3. 40) ,得 
on = wo lO—A/mw?) a (1— A/2mwo) 
ws = wo lA/mo?) a wo lA/2mwo) 
此 时 


Ens 心 ( 丙 十 去 十 码 十 冯 )iwo 十 (me 一 间 ) 2 


=N+ Dh + Cm —m) 2 
例如 , N=1 的 情况 ,Cni ,2 ) 王 (1,0) 与 (0,1) ,相应 的 能 量 分 别 为 
Fi = 2 一 一， Eo! = 2 起 vo 2 
能 级 分 裂 
AE =| Eo — Eo |= | 
Mwo 
这 与 微 扰 论 计算 结果 式 (11. 3. 34) 一 致 . 
例 3 二 能 级 体系 
设 体 系 Hamilton 量 为 
H= H+H (11. 3. 45) 
H。 有 两 条 非 简 并 能 级 E 和 E; 很 靠近 ,而 其 余 能 级 则 离开 很 远 ， 
Ho|g)= EF | og), Holg)=E|og) (11. 3. 46) 
则 五 的 对 角 化 可 以 局 限 在 | gp ) 和 | yo) 张 开 的 二 维 空间 中 进行 . 在 此 空间 中 瓦 表示 为 中 
E HH’ Ds 
H= 到 El Hi = (g |H |p) = Hs’ (11. 3.47) 
设 互 本 征 态 表示 为 
[DD=alpg)+te|gp) (11. 3. 48) 
则 五 的 本 征 方 程 吉 |y) = 二 Ely) 可 化 为 
E—E, = His C1 
二 0 (11. 3. 49) 
一 五 六 E— E; C2 


jn 一 (得 十 去 )jo 十 (加 十 吉 )ioz， 训 ,mz 二 0,1,21.… (11.3.43) 


(11. 3. 44) 


中 若 Hi 关 0， Hy 天 0 ,只 需 在 下 面 所 有 公式 中 把 Ei—~E! 十 Ba ,Es—>E2 十 Ho , 则 以 下 结果 也 同样 成 立 . 
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此 方程 有 非 平庸 解 的 条 件 为 


DA — Hi a 
一 He E-E| 
解 之 ,可 得 出 巨 的 两 个 根 
一 二 [(B +E)+t VE -Erdal 
令 ( 见 图 11. 6) 


一方 ( 瑟 十) (两 能 级 的 重心) 


4 一 证 ( 肪 一 瓦 ) ( 设 肋 之 瓦 ) 
即 E==E.—4d,E,==E. 十 d, 而 
E=E+t+vVda+t+|H|[: =Et|HIvVit+R 


式 中 
R= d/| Hi, | 


(11. 3. 50) 


(11. 3. 51) 


(11. 3. 52) 


(11. 3. 53) 


(11. 3. 54) 


(11. 3. 55) 


1/R= | Hiz | /4 是 表征 微 扰 的 重要 性 的 一 个 参数 . 1/R 沁 1(| Hi | 六 @) 表 示 强 耦合 ,1/R<1 


(| His | <d) 表 示弱 耦合 


E,,| 内 > 


| 


E> 


图 11.6 


为 表述 方便 , 令 
tan0 = 1/R, H’; = | His | em 
车 His 为 实 , 则 y=0( 斥 力 ) ,或 r( 引 力 ). 
用 EE- 根 代入 式 (11. 3. 49) ,可 得 


/ / i 
CO 1 His | e 了 7 YY 


Ee 
2 EE vatlHal’+d VRI+1i—R 


—— (RTI+ReY 一 一 cos(0/20 em 


sin(0/2) 
相应 的 本 征 态 可 表示 为 
| cos(0/2) 
i yA [3 
| ) = cos(0/2) | p1) — sin(0/2)e? | go), Ls 
类 似 可 求 出 Ei 根 相 应 的 本 征 态 
| sin(0/2) 
本 2 ， 2yeir ， 也 
内 ) = sin(0/2) | 1) 十 cos(0/2)eY | go) a 


(11. 3. 56) 


| (11. 3. 57) 


| (11. 3. 58) 
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讨论 
(1) 设 户 二 (二 重 简 并 ),y= 二 x( 引 力 ), 则 


| ) 一 后 (| 8) 十 1) (11. 3. 59) 


(2) 设 R 六 1( 弱 耦合 ), 即 | H's | ad， 去 8 


<1, 则 
1 
号 ) 之 | 四 ?十 坏 | 了) 
EE—RI|Hi|=E—d 
] (11. 3. 60) 
Sa EXE-+R|H’ | = 已 十 Cd 
E+ 和 FE- 随 R 的 变化 ,如 图 11. 7. 
习 题 


11.1 设 非 简 谐 振子 的 Hamilton 量 为 
2 2 
H 3 十 去 ps 吉 十 Br” (6 为 实 常数 ) 


取 
__ 翅 4d’ /pp3 
Hog tim H-p 
试用 微 扰 论 计 算 其 能 量 及 能 量 本 征 函 数 . 


答 :E,= Ce ) 和 ow 一 C30 十 30n 十 11) 起 改 /8po( 准 到 二 级 近似 ) 


b= tL DD + on 9 D VaT iy 


一 Vn 十 (xn 十 2)(n 十 3) Wj] ( 准 到 一 级 近似 ) 


必 " 等 是 简 谐 振子 的 能 量 本 征 态 ,x= Vp /二 ,pw 是 振子 的 质量 . 
11.2 一 维 谐振 子 Hamilton 量 表示 为 


设 加 上 一 个 微 扰 
H =r KD 
试用 微 扰 论 求 能 级 的 修正 (到 三 级 近似 ) ,并 和 精确 解 比 较 . 


EV 一 全 (mn 二 计 ) 和 a，E? 一 一 全 (wn 十 和 二) 各，E89 二 咎 (二 二) 和 
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按 ) 震级 数 展开 
E, = (2 二 去 ) 知 (1+ 人 六 一 千 + 站 一 …) 


11.3 各 向 同性 谐振 子 势 VD = pr 中 的 粒子 ,受到 微 扰 作用 


H= Nryz + A 昂 双 (1 为 小 常数 ) 
(1) 用 微 扰 论 计算 基态 能 级 的 修正 (准确 到 2). (2) 对 于 一 级 近似 下 的 基态 ,计算 (r). 对 此 结果 
做 物理 解释 
管 :DAE 一 条 直 
(2) 《7) 二 0.( 试 间 势 场 的 极 小 值 位 置 何在 ?) 
11.4 自 施 为 去 的 三 维 各 向 同性 谐振 子 ,处 于 基态 . 设 粒子 受到 微 扰 H 二 加。r 作用 , 求 


能 级 修正 (二 级 近似 ). 
答 : 基 态 能 级 的 一 级 微 扰 修 正 为 0, 二 级 微 扰 修正 为 BE2 二 一 3X? /2pwr. 
11.5 自 旋 为 0 的 两 个 全 同 粒子 在 谐振 子 势 中 运动 ， 


EAC 
设 粒 子 之 间 有 相互 作用 
H’ = Voexp[— F(z — zo)?] 
试用 微 扰 论 求 体系 的 基态 能 级 修正 (一 级 近似 ). 
答 ; ES? 一 Vo/ V1 二 28 /@. 
11.6 设 有 自由 粒子 在 长 度 为 工 的 一 维 区 域 中 运动 , 波 函 数 满足 周期 性 边 条 件 
J—L/2) = tL/2) 


J 二 和 / 子 coskz ， yO = 4 sinkr 


k= 2 ， n=0,1,2,. 


L 
设 粒 子 还 受到 一 个 “陷阱 ”的 作用 ， 
H’'(zx) =—Voexp(—z/a’), a < 女工 
试用 简 并 微 扰 论 计算 能 量 一 级 修正 . 


答 : 能 量 一 级 修正 为 一 /xV。。 广 [1 土 exp(—a?)]. 
11.7 一 维 无 限 深 势 阱 (0 二 x<a) 中 的 粒子 ,受到 微 扰 


2 二 ， 0 二 z=a/2 
H’(z) = 


I a/2<z<a 


波 函 数 形式 可 取 为 


的 作用 , 求 基 态 能 量 的 一 级 修正 . 
答 :Ef? = (去 十 号) . 
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11.8 在 一 维 无 限 深 势 阱 
0, 0<zx<a 


| 
co, X=0,T>a 


中 运动 的 粒子 ,受到 微 扰 五 的 作用 ， 
H’(z) = | 


讨论 粒子 在 空间 位 置 概率 分 布 的 改变 . 
答 : 波 函数 的 一 级 近似 解 为 


fh (7) = /二 sin(zzz) 二 Se “V2 sin(Kz) ,nn 二 偶 


一 0D，0<z<<a/2 
二 b,， a/2 过 zx<a 


上 &( 奇 ) 
2 。 8 及 (一 1 人 ”1D/2 2 . kx 加 
(7T) = a sin( Wr)+ > Re RE) “NV sin( i ,nn 二 奇 
其 中 /为 粒子 质量 . 


参阅 D. Rapp, Quantum Mechanics (1971) ,p. 259. 
11.9 一 个 粒子 在 二 维 无 限 深 势 阱 
0， 0<Zy<<a 
2 
中 运动 , 设 加 上 微 扰 
H = Ay (0 委 zy 委 ca) 
求 基态 及 第 一 激发 态 的 能 量 修正 . 
答 :基态 (不 简 并 ) 的 能 量 一 级 修正 为 4a? /4. 第 一 激发 态 ( 二 重 简 并 ) 的 一 级 修正 为 


和 oz /1 1024\ 和 as 
人 人 


11. 10 实际 原子 核 不 是 一 个 点 电荷 , 它 有 一 定 的 大 小 ,假设 可 以 视 为 一 个 均匀 分 布 的 球 . 
测量 表明 ,电荷 分 布 半径 R=ropZ” ,rop 二 1. 635X10-*cm. 试用 微 扰 论 估计 这 种 ( 非 点 电荷 ) 效 
应 对 原子 的 1s 能 级 的 修正 . (假设 1s 电子 波 函 数 近 似 取 为 类 氧 原子 的 1s 态 波 函 数 . ) 

提示 :均匀 分 布 于 半径 为 RR 的 球 内 的 电荷 Ze 产生 的 静电 势 为 


$C7) -做 公公 ) pk 


Ze/r, r>>R 
非 点 电荷 效应 看 成 微 扰 HH 
i ? 
-R(t "<R 
0， rR 


ls 能 级 的 一 级 微 扰 修 正 为 


2 QUeR 20 /ry 4/3 A F1413 -8 
B BE = (| x21 lO™eV 


4 一 能 /jiez = 0.53.10 cm,e’/2a = 13. 6eV 
11.11 同上 题 , 若 视 核电 荷 Ze 为 球 壳 分 布 (半径 R), 则 
Ze/R, r=R 
2 人 r>R 
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求 1s 能 级 的 微 扰 论 一 级 修正 . 

11.12 考虑 4 原子 , 它 是 一 个 py 粒子 取代 一 个 电子 而 形成 的 原子 . m 一 207m. (1) 计 算 
+ 粒子 的 圆 轨道 (0 二 n 一 1) 半 径 , 与 核 半径 比较 ,估算 原子 序数 Z 多 大 时 ,pm 轨道 半径 将 与 核 半 
径 相等 . (2) 对 于 轻 核 (Z 较 小 ) ,估算 原子 核电 荷 的 有 限 分 布 对 py- 1s 能 级 的 影响 . 

答 :(1)p 圆 轨道 半径 x 二 za, /2Z， 


到 和 
a, 一 Q ( )= 字 2 ~ 六 256tm (粒子 Bohr 半径 ) 


原子 核电 荷 分 布 半 径 及 =1.635X2Qfm 一 np223. 由 此 可 求 出 Z 一 Do 时 普 一 R, 而 


3/4 256 2/4 
五 一 (全 ) =(T685) ~ 和 4 


(2) 对 于 轻 核 ZZ ,可 用 微 扰 论 一 级 近似 估算 1s 能 级 修正 为 
2 ZeR’ 
5 a 


11.13 均匀 带电 小 球 (半径 xo) 在 外 静电 场 中 获得 势能 
UD 一 VD 十 言 闪 V2VOD 十 … 


7 为 球 心 所 在 位 置 ,V(r) 是 把 小 球 换 为 点 电荷 情况 下 在 静电 场 中 的 势能 . 氢 原 子 中 , 视 电 子 为 点 
电荷 , 则 它 与 原子 核 之 间 Coulomb 势能 为 V= 一 e2/r, 如 视 电子 为 带电 (一 e) 的 小 球 ,半径 n= 
@ /mec? (经典 电 子 半径 ) , 则 势能 应 改 为 UC7) ,如 把 8 项 视 为 微 扰 , 求 ls 和 2p 能 级 的 微 扰 修 正 
(相当 于 Lamb 移动 ). 


提示 :H 一 冬 e 607). 


答 : 能 级 一 级 修正 Fa 一 笠 2 才 | 从 0) | 2 


1s 能 级 的 一 级 修正 为 ED = 名 全 人 一 全 gimoc? 和 v5. 1X 10-5eV. 
2p 能 级 的 一 级 修正 为 B 一 0 
11. 14 讨论 类 氧 原子 的 4 二 2 能 级 在 下 列 微 扰 下 的 能 级 分 裂 ， 
H 一 zyf(r) (J(7) 无 奇异 性 质 ) 
提示 :不 计 及 微 扰 时 ,mn 一 2 能 级 为 4 重 简 并 (不 考虑 自 旋 ). H 选择 定 则 Am 一 土 2. 
答 : 能 级 分 裂 为 等 距 的 三 条 ;ES? (二 重 简 并 ) ,Woao ,ypoo ， 


(EY 十 4A) ,yo = 掺 人 — igo1); (ES 一 A) ,yo = 掺 pn i 


其 中 4 一 去 | CRa CD) /CDrar, ( 实 ) 


11.15 氢 原 子 的 "一 2 能 级 的 精细 结构 如 图 11. 8 所 示 . 
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A = E(2ps) — E(2pw) 一 二 corez 三 机 5Xi05sG 

| AE 其 中 一 eV/icsz1/137 为 精细 结构 常数 . 将 氢 原 子 置 于 “弱电 
2s2p。 场 中 , 求 一 级 微 扰 下 能 级 的 分 裂 . 此 处 “ 弱 ” 的 含义 是 什么 ? 

管 := 二 ebrcos0,“ 弱 电场 ” 指 红 和 4A(a 为 Bohr 半径 ). 注 
意 五 选择 定 则 ， Am; 一 0. 2pa/ (Cm; 一 3/2， 17/2， 一 1/2， ==3/2,4 

重 简 并 ) 不 分 裂 . 2s ,2pis 能 级 分 裂 为 2 条 ,EY = 十 /3e6a. 

11.16 单价 电子 原子 处 于 某 种 离子 点 阵 中 ,周围 离子 对 价 电 子 的 作用 势 可 近似 表示 成 

H =V, (x 十 兴 十 于 —x) 
可 视 为 微 扰 , 设 价 电子 处 于 3d 态 , 它 的 正 交 归 一 波 函 数 取 为 


加 = 方 (Y—2)fD, p= pe A 
gs = Rf p= 2rf7), ys = zyf (7) 
讨论 微 扰 一 级 近似 下 ,3d 能 级 的 分 裂 及 分 裂 后 的 简 并 度 . - 
答 : 利 用 波 函 数 (在 直角 坐标 系 中 ) 的 奇偶 性 , Hs =0,i 关 j; Hi = Hs ,HH 一 本 一 有 ss. 能 
级 分 裂 为 两 条 ， 


图 11.8 


E88 十 (二 重 简 并 ,gh ,yp) 

ES 十 Hs (三 重 简 并 ,ys ,yh ;Ys) 

11.17 对 于 氧 原子 的 s 态 (! 王 0), 原子核 ( 质 子 ) 与 电子 的 超 精 细 相 互 作用 表示 为 H' = 

_ Bx 


全 We“ he6C7) ,是 核 和 电子 的 相对 距离 ,po 一 go 下 se (其 中 gs 一 5.586) ,pe 一 一 2 人 
分 别 是 质子 与 电子 的 磁 矩 ,s 和 s, 分别 为 它们 的 自 旋 . 试 计算 H 引起 的 氧 原子 基态 的 超 精细 
分 裂 ( 见 图 11. 9). 

答 : 基 态 轨道 角 动量 为 0, 总 角 动量 即 (s, 十 
se), 其 平方 的 本 征 值 为 FCF 二 1) 大 ,F=0 |， 和 
( 单 态 ),F 一 1( 三 单 态 ). 一 0 态 微 扰 一 级 能 量 修 < | a 


正 为 EY?(F=0)= — gpat (mef/m ) mec?, Qa 一 


© 


e /ic 一 1/137。 下 一 1 态 微 扰 一 级 能 量 修正 图 11.9 
EY (FD 二 gpa' 《me /mop ) mec’. 超 精细 分 
裂 为 


AE=EV (F=1)—EV(F=0)= Sgoat me /mo )rmec? = 5.88X10seV 


11.18 处 于 超 精细 结构 基态 (1s,F=0) 的 氮 原 子 , 置 于 均匀 弱 磁 场 B( 沿 = 轴 方 向 ) 中 , 相 
互 作用 势 的 主要 部 分 为 H' 一 一 Bp 十 po) 一 一 Bp 十 po): 一 By (因为 从 六 mm) 计算 能 级 


移动 E(B). 定 义 原子 的 磁化 率 wm 一 一 (2 号 2 )  , 求 出 og. 


答 : 一 级 微 扰 修正 EV (1s,F=0) =0. 二 级 微 扰 修正 为 


Ce) 


(2) | 
人 


= E(B) 
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2 
%8 FE(ls,F= 1)—E(ls,F = 0) 

m 是 Bohr 磁 子 一 5.79X10-9eV/G， 
11. 19 在 中 心力 场 中 的 两 个 粒子 , 均 处 于 s 态 (4 ==ls 二 0). 粒子 1 自 旋 为 1, 内 裹 磁 矩 上 一 


一 AS15 粒 子 2 自 旋 为 记 ;无 内 豪 磁 矩 . 设 两 粒子 有 相互 作用 As:。s ,A>0. 此 外 还 受到 均匀 外 磁 


场 B 作 用 .粒子 轨道 运动 不 考虑 . (1)B=0 时 , 求 体系 能 级 . (选择 适当 守恒 量 完全 集 !) (2) 磁 场 
很 强 情况 下 ( 略 去 As:。sz) 求 体系 能 级 . (3) 求 体系 能 级 的 精确 解 . 并 就 强 磁 场 和 弱 磁 场 情况 给 
出 近似 公式 ,和 微 扰 论 结果 比较 . (参阅 钱 伯 初 . 曾 刘 言 ,《 量 子 力学 习题 精 选 与 剖析 》, 第 二 版 ,上 
册 ,8. 39 题 ) 

11.20 设 在 Ho 表象 中 , 互 的 矩阵 为 


1.14x10 eV/G? 


Es 0 a 
0 EY 2 |, ED? < EY < EY 
a*” b* Es? 


试用 微 扰 论 求 能 量 的 二 级 修正 . 
答 :三 条 能 级 的 二 级 修正 分 别 为 


了 2 = | al ES? EY? 一 去 十 ,| 
FE — EY = zg ss ? 2 Fs? — ES® 


11.21 设 在 本 表象 中 ， 
| 到 "十 a b 
b E;? ++a 
用 微 扰 论 求 能 级 修正 (到 二 级 近似 ). 严格 求解 ,与 微 扰 论 计算 值 比较 . 
答 : 微 扰 论 计算 (二 级 近似 ) 结 果 为 
一 Ef? 十 a 十 


《a5 为 实数 ) 


人 ,Ez = EY a + Fo FD — El 


严格 解 结果 为 
Te oy ] 0 4p 
也 省 pe 


若 |b/(Ef? 一 EY )|<1, 展 开 上 式 ,准确 到 项 ,与 微 扰 论 结果 完全 相同 . 
11. 22 一 体系 在 无 微 扰 时 有 两 条 能 级 ,其 中 一 条 是 二 重 简 并 ,在 Ho 表象 中 


Es 0 0 
=|,0 E®? 0|, EP?>E" 
0 0 ES 
在 计 及 微 扰 后 ,Hamilton 量 表示 为 
FE 0 a 
H=|.0 EE» 858 
a*” b* Es 


(1) 用 微 扰 论 求 五 本 征 值 , 准 到 二 级 近似 , (2) 把 五 严格 对 角 化 , 求 五 的 精确 的 本 征 值 ,然后 进 
行 比较 . 
答 ;(1) 计 及 微 扰 后 ,不 简 并 能 级 变 为 
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2 2 
mt 


二 重 简 并 能 级 BY 分裂 为 2, 即 


2 2 
pp Em + le tl 


(2) 严 格 解 求 得 及 的 三 个 本 征 值 分 别 为 A1 二 Ef” 


2 2 1/2 
六 = 到 CEP 二 本) 土 于 (GE 一 E99)[1+ 革 几 -| 


微 扰 展开 后 为 
2 2 2 pl? 
A Ef -te A EY 十 Er 工区 


11.23 设 在 H 表象 中 ,Ho 的 矩阵 表示 为 


28: 0 0 
0 2el 0 
五 人 
0 0 2e3 


是 nXn 和 矩阵 ,e; 关 e;. 又 设 微 扰 五 为 


H’ = 


一 —1] —1 oo. 
一 一 1 一 1 ，… 


即 所 有 矩阵 元 均 为 一 1, 求 及 = Ho 十 HH 的 本 征 值 与 本 征 函 数 . 


提示 : 久 期 方程 为 
Mi 十 1 1 1 
1 A 十 1 1 a 
1 1 Ms 十 1 
其 中 
Ai; = E— 2e; (i = 1,2,..,n) 
化 简 后 得 
n 1 加 
2 PR 
即 
J 
> E— 2e ! 


用 图 解法 或 数字 计算 求 五 本 征 值 忆 是 很 方便 的 . 
11.24 设 五 的 矩阵 表示 式 为 


2e—1 一 | 一 1 = 

一 1] 2ez—1 —1 = 
Hs 

= Se 2es 一 1] 0 

一 1 一 1 0 2g 一 1 


利用 上 题 结果 及 微 扰 论 ,计算 互 的 本 征 值 ， 
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提示 : 试 选 


OO OOo Sc 
OO oO oS 
pO OLS 
O ~ ©O oOo 


试问 本 = 一 H 一 H =? 
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第 12 章 量子 跃迁 
12.1 量子 态 随 时 间 的 演化 


量子 力学 中 ,关于 量子 态 的 问题 ,可 分 为 两 类 ， 
(1) 体系 的 可 能 状态 问题 , 即 力 学 量 的 本 征 态 与 本 征 值 问 题 . 量子 力学 的 基本 


的 本 征 方程 可 以 求 出 它们 . 特别 重要 的 是 Hamilton 量 ( 不 显 含 力 的 本 征 值 问题 ， 
可 求解 不 含 时 Schr6dinger 方程 ( 即 能 量 本 征 方程 ) 
Hy= By (12. 1. 1) 
得 出 能 量 本 征 值 和 相应 的 本 征 态 . 要 特别 注意 ,一 般 说 来 ,能 级 有 简 并 , 仅 根 据 
能 量 本 征 值 并 不 能 把 相应 的 本 征 态 完全 确定 下 来 ,而 往往 需要 找 出 一 组 守恒 量 
完全 集 其 中 包括 电 ) ,并 要 求 y 是 它们 的 共同 本 征 态 ,从 而 把 简 并 态 态 完全 确切 标 
记 清 楚 . 
(2) 体系 状态 随时 间 演 化 的 问题 . 量子 力学 的 另 一 个 基本 假定 是 :体系 状态 随 


时 间 的 演化 /2) ,遵守 含 时 Schrodinger 方程 
ih yt) = 有 0 (12. 1.2) 


由 于 它 是 含 时 间 一 次 导数 的 方程 , 当 体系 (Hamilton 量 了 H 给 定 ) 的 初 态 C0) 给 定 
之 后 , 则 原则 上 可 以 从 方程 (12. 1. 2) 求 解 出 以 后 任何 时 刻 的 状态 yC2).yCz) 随 时 
间 的 演化 是 决定 论 性 的 (deterministic). 2 

对 于 Hamilton 量 不 显 含 (3 瓦 /at 一 0) 的 体系 ,能 量 为 守恒 量 . 此 时 ,y(z) 的 求 
解 是 比较 容易 的 . 方程 (12. 1. 2) 的 解 形 式 上 可 以 表示 成 

ft) = UCDWO) = e Hp(0) (12. 1. 3) 

U(z) 二 eA4# 是 描述 量子 态 随 时 间 演 化 的 算 符 . 如 采取 能 量 表象 (以 能 量 本 征 态 为 
基 矢 的 表象 ) ,把 y(0) 表 示 成 


(0) = 2a a (12. 1. 4) 
= (内 ,gC0)) (12. 1. 5) 

几 是 包括 五 在 内 人 , 即 
Hy, = Ey (12. 1. 6) 


@ 参阅 W. H. Zurek, Phys. Today,Oct, 1991,p. 36~41;]J]. Maddox, Nature,362(1993) ,693. 
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E, 为 相应 的 能 量 本 征 值 ,” 代表 一 组 完备 的 量子 数 . 把 式 (12.1.4) 代 入 式 
(12. 1. 3) ,利用 式 (12. 1. 6) ,得 


CD = Dane t/t (二 
如 果 初 始 时 刻 体系 处 于 某 个 给 定 的 能 量 本 征 态 居 , 相 应 能 量 为 Ei， 
0C0) = gn (12. 1. 8) 
按 式 (12. 1. 5) ;Qn — Om 9 因而 
ft) = fre is (12. 1. 9) 


即 体系 将 保持 在 原来 的 能 量 本 征 态 . 这 种 量子 态 , 称 为 定 态 . 

如 果 体 系 在 初始 时 刻 并 不 处 于 某 一 个 能 量 本 征 态 ,而 是 若干 能 量 本 征 态 的 等 
加 ,如 式 (12. 1. 4) 所 示 , 则 以 任何 时 刻 y(z) 也 不 处 于 某 个 能 量 本 征 态 , 仍 保 持 为 能 
量 本 征 态 的 人 加 ,如 式 (12. 1. 7) 所 示 ,是 一 个 非 定 态 . 但 注意 ,由 于 互 为 守恒 量 , 式 
(12.1.7) 中 |awe-3|? 二 |a,|?, 即 非 定 态 (12.1.7) 中 所 含 各 能 量 本 征 态 几 的 成 
分 不 随时 间 改 变 ( 参 见 5. 1 节 ). 


例 1 设 一 个 定 域 电子 处 于 沿 x 方向 的 均匀 磁场 B 中 (不 考虑 电子 的 轨道 运动 ) ,电子 内 豪 
磁 矩 与 外 磁场 的 作用 为 


一 一 上 内， 了 一 一 5Sz = Ps. = fwLoz (12. 1. 10) 


wr 一 > (Larmor 频率 ) 
设 初 始 时 刻 电子 自 旋 态 为 * 的 本 征 态 s, 二 /2, 即 (采用 s. 表象 ) 


1 
X(0) = |, (12.1.11) 


在 t 时 刻 电 子 自 旋 态 X(t) 二 ? 
解 1 
体系 的 能 量 本 征 值 和 本 征 态 , 即 oj 的 本 征 态 分 别 为 (参阅 第 9 章 , 习 题 9. 1) 


i 
二 =- 二 


1 ] 
EE 二 (12. 1. 12) 
， ee 四 


电子 自 旋 初 态 为 X(0) 一 上 , 按 式 (12. 1. 7) 和 式 (12. 1. 5) ,上 时 刻 自 旋 态 为 
X( 一 ar eg a ep 


(12. 1. 13) 
V2 


ee COSwLt 
Se | c | 
— 1sinwrt 
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由 此 可 以 求 出 电子 自 旋 各 分 量 的 平均 值 随时 间 的 变化 ， 
二 记 太 


sz 一 0， Sy 一 一 2 sin2wnt, Sz 一 -9 COS2Lt 
解 2 
令 
a(t) 
X(t) = 12.1.14 
@® = (oj (12.1.14) 


把 式 (12. 1. 14) 代 和 人 Schrsdinger 方程， 


i A (12. 1. 15) 
WT ne i | 


得 
A 
两 式 相 加 、 减 ,得 
(at = 一 种 (Co 十 中， 和 (a 一 DD) = im(a—D) 
所 以 


a(t) 06) = [a(0) +6(0) Je™’, alt)—b(t) = [a(0) — 6b(0) je 
两 式 相 加 ,、 减 ,并 利用 初 条 件 (12. 1. 11) ,相当 于 a(0)==1,6(0)==0, 得 


a(t) = coswLt, b(t) =— isinwt 
即 
X(t) = | je (12. 1. 16) 
— isinwt 


对 于 瑟 随时 间 变 化 (9H/3z 隆 0) 的 体系 ,能 量 不 再 是 守恒 量 ,不 存在 严格 的 定 
态 . 态 随 时 间 演 化 的 问题 , 除 个 别 很 简单 的 问题 外 ,一 般 很 难 严格 求解 . ? 


例 2 突 发 微 扰 (sudden perturbation) 
设 体系 受到 一 个 突 发 的 (但 有 限 的 ) 微 扰 的 作用 


sx 2 
ECD = 人 BSE Ce (12.1.17) 
0， | | > e/2 
即 一 个 常 微 扰 五 在 一 个 很 短 时 间 ( 一 s/2, 十 se/2) 中 突 发 地 起 作用 . 按 Schr6dinger 方程 ， 
1 +e/2 / E 一 > 0+ 
ep yy 让 | ,HWA 0 (12. 1. 18) 


作用 ,是 指 。 远 小 于 体系 的 特征 时 间 . 


@ 形式 上 ,y(z) 可 以 表示 为 yt)==U(t,0)y(0)， 
UG,0) =T exp| 一 | He | 


为 量子 态 随时 间 演 化 的 算 符 ,T 为 编 时 算 符 . 但 实际 问题 的 求解 , 仍 需 采用 近似 方法 ,例如 含 时 微 扰 论 . 
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例如 考虑 8- 衰变 ,原子 核 (Z, N) 人 >(Z 十 1,N 一 1) 过 程 中 ,释放 出 一 个 电子 (速度 wazc) ,过 
程 持续 时 间 Txsa/Zc,a 为 Bohr 半径 . 与 原子 中 1s 轨道 电子 运动 的 特征 时 间 ? cx (a/2) /Zac 
(axs1/137) 相 比 ,T&r( 设 Z&<1/ax137). 在 此 短暂 过 程 中 ,67 衰变 前 原子 中 一 个 KK 壳 电 子 (ls 
电子 ) 的 状态 是 来 不 及 改变 的 , 即 维持 在 原来 状态 . 但 由 reese 原来 状态 并 不 


子 的 ls 态 ? 设 K 电子 波 函 数 表 示 为 
mo(Z,r) 一 ( 乞 ) ED/e (12. 1. 19) 

按照 波 函 数 统计 诠释 , 测 得 此 K 电子 处 于 新 原子 的 1s 态 的 概率 为 
Pi =| (ghoo CZ+1) | wo(2)) | 一 4 直 坟 (4n)? 


2 
I @ 22tDr/a ridr 


=(1+ 古 ) (i+ 去) 之 1 一 
例如 ,2Z=10, Pw 20. 9932. 


_3 
太 KZ&137) (12. 1. 20) 


12.2 量子 跃迁 , 含 时 微 扰 论 
12.2.1 量子 跃迁 


在 实际 问题 中 ,人 们 更 感 兴趣 的 往往 不 是 泛泛 地 讨论 量子 态 随时 间 的 演化 ， 而 
是 想 知 道 在 基 种 外 界 作用 下 体系 在 定 态 之 间 的 嘱 迁 概率 2 
设 无 外 界 作 用 时 ,体系 的 Hamilton 量 ( 不 显 含 四 为 Ho. 包括 Ho 在 内 的 一 组 
力学 量 完全 和 集 下 的 共同 本 征 态 记 为 y,(H。 相应 的 本 征 值 为 E, , 设 为 束缚 态 ,n 标 
记 一 组 完备 的 量子 数 ). 设 体系 初始 时 刻 处 于 
J0) = yh (12. 2. 1) 
当 外 界 作 用 五 (六 加 上 之 后 ， 
H= H+H QW) (12. 2. 2) 
完全 集 下 中 并 非 所 有 的 力学 量 都 能 保持 为 守恒 量 ,因而 体系 不 能 保持 在 原来 的 本 


征 态 ,而 将 变 成 下 的 各 本 征 态 的 欠 加 ， 


ft) = 之 Cv (te By, (12. 2. 3) 
按照 波 函 数 的 统计 诠释 ,在 时 刻 去 测量 力学 量 下 ,得 到 F 值 的 概率 为 
P(t) = |Ca Ct) |? (12. 2. 4) 


@ 按 类 气 原 子 舍 算 ,电子 动能 平均 值 一 一 E 一 绍 - 和 (对 1s 轨道 ,n 一 1). 设 电子 速度 为 w 则 二 va2w 


petZ2 /2 二 ,所 以 vzZe? /= 二 Zac, (a 二 e2fc 二 1/137 为 精细 结构 常数 ). 
四 ”量子 跃迁 (quantum transition) 是 Bohr 在 早期 量子 论 中 提出 的 一 个 极 重要 的 概念 ,并 根据 对 应 原理 
的 精神 探讨 过 跃迁 概率 和 光谱 线 强 度 的 问题 . 但 早期 量子 论 未 能 给 出 系统 解决 量子 跃迁 概率 的 方案 . 
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经 测量 之 后 ,体系 从 初始 状态 办 跃迁 到 y, 态 . 跃迁 概率 为 Pa (1) ,而 单位 时 间 内 
的 跃迁 概率 , 即 跃 迁 速 率 (transition rate) 为 


wa = PaCD 一 号 CCD 有 (12. 2. 5) 
于 是 问题 归结 为 在 给 定 的 初 条 件 (12. 2. 1) 下 , 即 
Cot0) 0 (12. 2. 6) 
如 何 去 求 解 Cw (C2). 
量子 态 随 时 间 的 演化 ,遵守 Schr6dinger 方程 
法 2p(D 一 (Ho + H YC) (12. 2.7) 
用 式 (12. 2. 3) 代 入 上 式 , 得 
诗 D Cue Eig, = > Cae iH'y, i 
上 式 两 边 乘 好 ,积分 ,利用 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 ,得 
iiCus = Dem: (pg |H’ |n)C (12. 2. 9) 
其 中 
wn = (Ey — E,)/# C1 


方程 (12. 2. 9) 与 (12. 2.7) 等 价 , 只 是 表象 不 同 而 已 @. 求解 式 (12. 2. 9) 时 ,要 用 到 
初 条 件 式 (12. 2. 6). 对 于 一 般 的 五 2 ,问题 求解 是 困难 的 . 但 如 五 很 微弱 (从 经 
典 力学 来 讲 , 相 当 于 HHo), | Ca (2) | 将 随时 间 很 缓慢 地 变化 ,体系 仍 有 很 大 
的 概率 停留 在 原来 状态 , 即 | CC) |?<<1,(n 关 8). 在 此 情况 下 ,可 以 用 微 扰 逐 级 近 
似 方法 , 即 含 时 微 扰 论 ,来 求解 . 


12.2.2 含 时 微 扰 论 
1. 零 级 近似 


即 忽 略 五 影响 . 按 式 (12. 2.9) ,CR (z)==0, 即 C 多 一 常数 (不 依赖 于 芒 . 所 以 
C 急 (2) 二 C 铝 (0) = 二 Cw (0). 再 利用 初 条 件 (12. 2. 6) ,得 
CY (4) = Hp (12. 2.11) 


2. 一 级 近似 


按 微 扰 论 精神 ,在 式 (12. 2. 9) 右 边 , 取 Ce (7) 之 CR (2) 二 6%，, 由 此 得 出 一 级 近 
似 解 


@ 方程 (12. 2. 8) 右 边 只 出 现 李 而 不 出 现 日。, 是 因为 在 式 (12. 2. 3) 中 我 们 把 展开 系数 写成 Ca (2) 
e B14, 因子 eTiB' 尼 已 经 把 Ho 导致 的 态 的 演化 反映 进去 了 . 因此 Cw (2) 的 变化 只 能 来 自 五 . 此 即 相互 作用 
表象 (参见 5. 3. 3 节 ). 
386 ， 


i#CW = em HS (12. 2. 12) 
积分 ,得 
CU CD = 到 | ent HL, dt (12. 2. 13) 
因此 ,在 准 到 微 扰 一 级 近似 下 ， 
， Ci (1) = CR + CR (t) = dw + 去 | est Hs dt (12. 2. 14) 
通常 人 们 感 兴趣 的 牙 迁 当然 是 指 末 态 不 同 于 初 态 的 情况 , (天 AD 
Ne 


而 
1 t . 2 
Py (zt) 一 PE | Haew dr (12. 2. 15) 
此 即 微 扰 论 一 级 近似 下 的 跃迁 概率 公式 . 此 公式 成 立 的 条 件 是 
| Pus(t) | 安 1 (对 k' 关 &) (12. 2. 16) 


即 牙 迁 概率 很 小 ,体系 有 很 大 概率 仍 停留 在 初始 状态 . 因为 ,如 不 然 ,在 求解 一 级 近 
似 解 时 ,就 不 能 把 Ce 〇 近似 代 之 为 C8 (4)=5%. 

由 式 (12. 2. 15) 可 以 看 出 ,跃迁 概率 与 初 态 &、 未 态 必 以 及 微 扰 好 的 性 质 都 有 关 . 
特别 是 ,如 果 五 具有 某 种 对 称 性 ,使 H's 二 0, 则 Py ==0, 即 在 一 级 微 扰 近 似 下 ,不 能 
从 初 态 上 跃迁 到 末 态 忆 ,或 者 说 从 不 态 到 用 态 的 牙 迁 是 禁 戒 的 (forbidden)@, 即 相应 
有 茶 种 选择 规则 (selection rule). 

利用 可 的 厄 米 性 ,Hi 二 Hw ,可 以 看 出 ,在 一 级 近似 下 ,从 & 态 到 k' 态 的 跃 
迁 概率 Pw ,等 于 从 k& 态 到 k 态 的 概率 (k' 关 &). 但 应 注意 ,由 于 能 级 一 般 有 简 并 ， 
而 且 简 并 度 不 尽 相同 . 所 以 不 能 一 般 地 讲 : 从 能 级 E 到 能 级 Ej 的 跃迁 概率 等 于 从 
能 级 Ey 到 能 级 E; 的 跃迁 概率 . 如 要 计算 跃迁 到 能 级 Ei 的 跃迁 概率 , 则 需要 把 到 
Ex 能 级 的 诸 简 并 态 的 跃迁 概率 都 考虑 进去 . 如 果 体 系 的 初 态 ( 由 于 E 能 级 有 简 
并 ) 未 完全 确定 , 则 从 诸 简 并 态 出 发 的 各 种 跃迁 概 率 都 要 逐个 计算 ,然后 进行 平均 
(假设 各 简 并 态 出 现 的 概率 相同 ). 概括 来 说 ,应 对 初始 能 级 的 诸 简 并 态 求 平均 ,对 


( 磁 量 子 数 m 二 4 一 1,… ,一 站 .所 以 从 Ey 能 级 到 Ewy 能 级 的 跃迁 概 率 为 
Pawr 一 1 F712 Pr (12. 2. 17) 


状态 改变 了 (动量 方向 ) ,但 能 量 并 未 改变 (| pt| =| pi|). 
@ ”当然 ,在 微 扰 高 级 近似 下 ,从 态 到 尼 态 的 路 迁 (通过 适当 的 中 间 态 ) 也 是 有 可 能 的 . 但 这 种 情况 下 路 
迁 概率 在 很 大 程度 上 会 被 削弱 . 在 一 级 近似 下 跃迁 概率 如 不 为 零 ,一 般 可 不 必 去 计算 高 级 近似 的 贡献 . 
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其 中 Pw ,nm 是 从 nlm 态 到 nl'm' 态 的 跃迁 概率 . 


例 1 考虑 一 维 谐振 子 , 荷 电 gq. 设 初始 (t= 一 2) 时 刻 处 于 基态 |0). 设 微 扰 
H’ =— géxe*/® (12. 2. 18) 
6 为 外 电场 强度 ,r 为 参数 . 当 1 二 十 co 时 , 测 得 振子 处 于 激发 态 |n) 的 振幅 为 
CY too |- (gD tn| z| 0 et /to 
一 (EE, 一 书 )/ 二 


利用 (n|z|0)=A/ 去- wo da， 可 知 在 一 级 微 扰 近 似 下 ， 从 基态 只 能 跃迁 到 第 一 激发 态 . 容易 算出 


CD (00) = 二 9 /大 | Et /tt ds — igl ~ Vrre 2 2/4 
远 M7 


tes 人 ree (12. 2. 19) 


振子 仍然 停留 在 基态 的 概率 为 1 一 Po (co). 可 es 如 >co《r 光 1/w), 即 微 扰 无 限 缓慢 地 加 
进来 , 则 Pio Coo) 二 0. 粒子 将 保持 在 基态 , 即 不 发 生路 迁 . 
例 2 氢 原 子 处 于 基态 ,受到 脉冲 电场 
6(t) 一 如 Sb (12. 2. 20) 
作用 ,6 为 常数 , 试用 微 扰 论 计算 电子 跃迁 到 各 激发 态 的 概率 以 及 仍 停留 在 基态 的 概率 . 
解 1 自由 氢 原 子 的 Hamilton 量 记 为 本 ,能 级 记 为 E, ,能 量 本 征 态 记 为 p(n 代表 nlm 三 
个 量子 数 ) ,满足 本 征 方程 


所 以 


Hogn = Eryn (12. 2. 21) 
如 以 电场 方向 作为 z 轴 , 微 扰 作 用 势 可 以 表示 成 
末 一 el8( r= ebzd0) (12. 2. 22) 
在 电场 作用 过 程 中 , 波 函 数 满足 Schrodinger 方程 
prD = (H+ HY (12. 2. 23) 
初始 条 件 为 
yr,0) = 加 oo (7) (12. 2. 24) 
令 
rt) = 2C (Df re Ertl (12. 2. 25) 
初始 条 件 (12, 2. 24) 亦 即 
GO (12. 2. 26) 


以 式 (12. 2. 26) 代 入 式 (12. 2. 23) ,让 微 扰 项 HH'y 中 vy 取 初 始 态 wo (这 是 一 级 微 扰 论 的 实质 性 
要 点 1) ,把 grw 简 记 为 yh , 即 得 


iw 和 do pn 一 再 从 = eB zg dD) 
以 gr 左 乘 上 式 两 端 ,并 对 全 空 id 即 得 


寺 学 = el zn dt) en 
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再 对 1 积分 ,由 t= 二 0 一 >0, 即 得 


六 X 字 闫 Sz, 本 有 看 (12. 2. 27) 
因此 上 之 0 时 ( 即 脉冲 电场 作用 后 ) 电 子 跃 迁 到 内 态 的 概率 为 
2 
P|1COD1: 一 (党) | za | (12. 2. 28) 


根据 选择 定 则 (A: 一 1,Am 一 0) , 终 态 量子 数 必须 是 (nlm) 二 (n10), 即 电子 只 跃迁 到 各 np 态 (1= 
1]) ,而 且 磁 量子 数 m 二 0. 
跃迁 到 各 激发 态 的 概率 总 和 为 


DP = (I [= (7 lza|’—|zu|?) (12.2.29) 
其 中 
zi 二 《ghoo |z| gi》 二 0,(z 为 奇 宇 称 算 符 ) 


2 | za |? = 2) (goo | z| gn) Cg | z| yoo) 


= 《floo |z2 | 内 oo = 总 (Wo | 于 | oo 一 才 
ao 为 Bohr 半径 . 代入 式 (12. 2. 29) 即 得 》)'P, 一 (e@ao /7. 


电场 作用 后 电子 仍 留 在 基态 的 概率 为 
1— 2)'P, = 1— (e&ao /A)? (12. 2. 30) 
解 2 
式 (12. 2. 22) 可 等 价 表 示 为 
6 » < T、\T 一 让 
H = {or 0<it&r,(r—> 0) (12. 2. 31) 
0， t ~ 0,t > T 
令 ( 采 用 相互 作用 表象 ) 
frst) = elo tg (r,t) (12. 2. 32) 
代入 Schr6dinger 方程 ,并 用 算 符 e max 左 乘 之 ,得 到 
计 半 gr,D 一 Hg (r,t) (12. 2. 33) 
其 中 
H’ = eHow/H’eHo/s (12. 2. 34) 
一 般 来 说 ,HH 和 H, 不 对 易 , 但 因 H' 仅 在 0<t<r 才 不 为 0, 故 当 二 >0+ 时 (Hot/<&1) 
eHot/ 庄 sy 1 


因此 好 一 HH ,代入 式 (12. 2. 33), 即 得 
法 于 gr 四 = HgCr,D) (12. 2. 35) 
再 利用 式 (12. 2. 31) , 即 得 


te Ot > Ts $7 =0 
(12. 2. 36) 
eGoz 


9 ex 
0 过 1 声 z， BE$ Tt) 二 


$7,7) 
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初始 条 件 (12. 2. 26) 等 价 于 


$Cr,0) = ghoo (7) (12. 2. 37) 

方程 (12. 2. 36) 的 满足 初始 条 件 (12. 2. 37) 的 解 显然 是 
$lr,t) = pm Vexp (eS) ， 0 委 上 委 r (12. 2. 38) 

t>0 时 (电场 作用 以 后 ) 发 现 电子 仍 处 于 基态 的 概率 为 
P= | (go | ylr,D) | 2 一 | (go | eo ) |? (12. 2. 39) 


计算 中 利用 了 公式 (Woo| et 一 《mnoo | ez 再 利用 基态 波 函 数 的 具体 形式 
Whoo = (nad) eo 


容易 算出 
《内 oo | e oo 》 -二 je emizcosgj-2 dzrdO 


eu 4 1” Sinkr 一 2r/a ey 1 
下 > 0 12 dy 一 (12. 2. 40) 
a 人 (1 二 二) 
ao 为 Bohr 半径 ,k= 二 eeo /下 将 上 式 代 入 式 (12. 2. 39) , 即 得 所 求 概率 为 
P= | (yoo lyr))|’= (12. 2. 41) 


(1 十 二 2 
如 电场 很 弱 , 即 ceo 入 1, 上 式 给 出 

Pw1—ra = 1— (ea/)’ (12. 2. 42) 
这 正 是 解 1 用 微 扰 论 求 得 的 结果 ,wai 为 跃迁 到 各 激发 态 的 概率 的 总 和 . 


12.2.3 量子 跃迁 理论 与 不 含 时 微 扰 论 的 关系 


用 不 含 时 微 扰 论 来 处 理 实际 问题 时 ,有 两 种 情况 ， 

(1) 纯粹 是 求 能 量 本 征 值 问题 的 一 种 技巧 , 即 人 为 地 把 万 分 成 两 部 分 ,一 
Ho 十 H ,其 中 Ho 的 本 征 值 问题 已 有 解 或 较 容易 解 出 ,然后 逐 级 把 H 的 影响 考虑 
进去 ,以 求 得 甩 的 更 为 精确 的 解 . 例如 粒子 在 势 场 VCz) 的 极 小 点 (势能 谷 ) 附 近 的 


振动 [xo 为 极 小 点 ,VY (zo ) 一 0 ] ,VC(z) 可 表示 成 
A +iV Cz) (zr— zo) + 许 V (0) (2 一 zo) a 


(12. 2. 43) 

对 于 小 振动 ,保留 (x 一 xo)? 项 就 是 好 的 近似 . 此 时 粒子 可 近似 视 为 做 简 谐 振动 . 但 

对 于 振幅 较 大 (能 量 较 高 ) 的 振动 , 则 需要 考虑 非 简 谐 项 (zx 一 xo)*,…. 我 们 不 妨 把 
它们 视 为 微 扰 , 用 微 扰 论 来 处 理 . 

(2) 真正 加 上 了 某 种 外 界 微 扰 . 例如 , Stark 效应 , Zeeman 效应 等 . 在 此 过 程 


. 如 下 : 


> He/, ~—oco<t<O 
H’() = A RN (12. 2. 44) 
式 中 参数 = 表征 微 扰 加 进来 的 快慢 . rc->oo 表 示 微 扰 无 限 缓慢 地 引进 来 . HH (7) 变化 
”如 图 12. 1 所 示 . 
设 坛 一 ce 时 体系 处 于 H, 的 非 简 并 态 |k) (能 量 Ei) , 按 微 扰 论 一 级 近似 ,t= 二 0 
时 刻 体系 跃迁 到 |& ) 态 (&' 关 &) 的 波幅 为 


CW (0) = 一 二 | de(g' | H’ |hYexp(£ + iwent ) 
AR INR) ee 你 -也 (12. 2. 45) 


下 look 十 l/r 
再 考虑 到 初 条 件 C 锡 (一 co) 一 各 人 
四 ,Ek |H |E) | ,, 
| 90)) 一 1 十 这 EE IK) (12. 2. 46) 


上 式 右 边 第 一 项 是 昌 , 的 非 简 并 本 征 态 |k) ,第 二 项 正 是 微 扰 五 ' 带 来 的 修正 (一 级 
近似 ). 上 式 正 是 不 含 时 微 扰 论 中 五 王 瓦 。 

十 五 的 一 个 本 征 态 (一 级 微 扰 近似 ), 与 H'() 

11. 2 节 中 所 给 出 的 公式 (11. 2.7b) 相 同 . H' 

在 t>0 后 ,于 = Ho 十 H' 不 再 随时 间 t 变 

化 ,能 量 又 成 为 守恒 量 . 波 函 数 随 时 间 的 

演化 ,已 经 在 12. 1 节 中 讨论 过 了 . 以 上 所 


述 即 绝热 地 引进 微 护 的 概念 “参数 一 图 12.1 
E : 全 中 上 入 i 


—00 O [ 


多 . 例如 平常 Zeeman 效应 和 Stark 效应 ;外场 加 进来 的 过 程 所 经 历 的 时 间 , 比 原子 
的 特征 时 间 X1/wes sz10-"s) 长 得 多 ,所 以 可 以 用 不 含 时 微 扰 论 来 处 理 ， 


12.3 周期 微 扰 ,有 限时 间 内 的 常 微 扰 
12.3.1 周期 微 扰 


考虑 周期 微 扰 
H’() = He (12. 3. 1) 
按 12. 2 节 式 (12. 2. 14) ,在 时 刻 t 体系 从 初 态 & 跃迁 到 末 态 &'(k' 隆 &) 的 跃迁 振 
幅 为 
I el 
Ca CD = 下 | dH hye = |H |k) ee 
牙 迁 概率 为 
/ 。 2 
Pu CD = 4 Hy sinl Cam — ods/2] 卫生 J (1 
不 Wak Ow 
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利用 [ 见 附录 二 , 式 (A2. 7)] 


2 
lim a = xad(z) (12. 53) 


即 


Ds sin 2[ (oa 一 —w)t/2] _ 
Cre Lou 一 w) /2] 


可 以 得 出 , 当 (wy 一 w)t>1 时 ， 
Pia bt) = S| Hi | ?BC 一 由 (12. 3. 4) 
而 单位 时 间 的 唉 迁 概 率 ( 路 迁 速率 ) 为 
wa 一 号 PCD = 经 | 有 18(ou —w) 


= xtdL (ws — w)/2] 


dz 
= | Hi [8(E; 一 及 一 知 ) (12. 3.5) 
上 式 表明 ,如 周期 微 扰 持 续 时 间 足 够 长 (远大 于 体系 的 内 豪 特征 时 间 ) , 则 跃迁 速率 


将 与 时 间 无 关 , 而 且 只 Re Ex 之 十 hw 的 情况 下 , 才 有 可 观 的 跃迁 概 


率 . 式 (12. 3.5) 中 的 5(Ew 一 一 hw) 正 是 周期 微 扰 作 用 下 体系 的 能 量 守 恒 的 
反映 . 
12.3.2 常 微 扰 


一 个 体系 所 受到 的 外 界 微 扰 ,实际 上 都 只 在 一 定 的 时 间 间 隔 中 起 作用 . 为 简单 
起 见 , 不 妨 先 考虑 在 一 定时 间 间 隔 (0,T) 中 加 
上 的 常 微 扰 (图 12.2) 所 引起 的 跃迁 , 即 


五 (CD = HL0() — 0(t— 7T)] 

(12. 3. 6) 

式 中 0(2) 为 阶梯 函数 ,定义 为 

0,，t 过 0 
0(1t) = fe (12. 3.7) 
9 1 按 12.2 节 式 (12.2.13), 在 时 刻 t, 微 扰 H'(2) 
和 导致 的 体系 从 态 路 迁 到 k 态 的 路 迁 幅度 ( 微 
扰 一 级 近似 ) 为 
i= 去 | _ 了 (¢ em dz (12. 3. 8) 
分 部 积分 后 ,得 
CR 0 =— Ha De +| Heals) Ee 
fi pr 一 co a fw “~ 


当 达 了 工 后 ,上 式 右边 第 一 项 为 零 , 而 第 二 项 化 为 
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| dt Hy [8 ) — 8 —T)] Se 一 He st (] 一 eiT) 


Vk'k fcr 
因此 ,> 了 TT 后 ,从 & 态 到 &' 态 的 跃迁 概率 为 (&' 关 &) 
[Ha |? 人 | wT |2 -一 | Hi, 用 sin?: (we T /2) 
Pi (1) = |1— eT |? = A (12. 3. 10) 
以 上 各 式 中 Hw 二 《k& | 避 是 微 瓦 在 初 态 & 和 末 态 & 之 间 的 矩阵 元 ,与 时 间 
无 关 . Py; (z) 随 时 间 的 变化 ,如 图 12. 3 所 示 . 


Sin2( wi 7T/2) 
2 


图 12.3 


当 微 扰 作 用 的 时 间 间 隔 人 足够 长 (wxT 污 DD 时 ,Py (2) (t 宇 T) 只 在 ww 过 0 的 
一 个 窗 范 围 中 不 为 零 . 利用 式 (12. 3. 3) ,可 看 出 
sin (wT/2) 工 一 co 


TTSCowxi /2) 一 27rTSCow ) (12. 3. 11) 

(wp /2) 

因此 ， 当 t 之 T,wr TOl 时 ， 
Px (t) = | 瓦 如 |28(wss ) 丰 (12. 3. 12) 


而 跃迁 速率 (单位 时 间 的 跃迁 概率 ， a 快慢 ) 为 
TUgR = Px /T = ?| Hi | ?8Cwwr) 一 可 | Hi | ?8CEy — FE,) (12. 3. 13) 


上 式 表明 ,如 常 微 扰 只 在 一 段 时 间 (0, 了 T) 起 作用 ,只 要 作用 持续 的 时 间 工 足够 长 
《远大 于 体系 的 特征 时 间 ), 则 牙 迁 速率 与 时 间 无 关 , 而 且 只 当 末 态 能 量 Ey 盖 及 
( 初 态 能 量 ) 的 情况 下 , 才 有 可 观 的 跃迁 发 生 . SCEx 一 Ei) 是 常 微 扰 作用 下 体系 能 量 
守恒 的 反映 . 

初学 者 可 能 对 式 (12. 3. 13) 中 出 现 的 6 函数 感到 困扰 ,因为 一 级 微 扰 论 成 立 的 
条 件 是 计算 所 得 出 的 跃迁 速率 很 小 . 因此 ,5 函数 带 来 的 表 观 的 co 是 否 损害 了 理论 
的 可 信 度 ? 在 实际 问题 中 ,由 于 这 种 或 那 种 物理 情况 ,8 函数 总 会 被 积分 掉 ,而 一 
级 微 扰 论 的 适用 性 ,取决 于 6 函数 曲线 下 的 面积 , 事实 上 ,6 函数 出 现 的 公式 
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(12. 3. 13) ,只 当 Ew 连续 变化 的 情况 下 才 有 意义 . 设 p(Ex ) 表 示 体 系 (Ho) 的 末 态 
的 态 密度 , 即 在 (Ey » Ey + dEx ) 范 围 中 的 末 态 数 为 oCEx ) dEx. 因此 ， 从 初 态 k 到 
Ex 人 及 附近 一 系列 可 能 末 态 的 跃迁 速率 之 和 为 


w 一 |aEvp Er wm 一 mp (有 ) | Hy, |? (12. 3. 14) 


此 公式 应 用 很 广 , 人 们 习惯 称 之 为 Fermi 黄金 规则 (golden rule). 
设 体系 在 时 间 间 隔 (0, 了 T) 中 受到 微 扰 HF (2) ( 与 时 间 有 关 ) 的 作用 [在 :<0 和 
> 本 时 ,HH (1) = 二 0], 则 了 H(z) 可 作 Fourier 分 析 ， 


/ 下 / i 
HO =| doH’'(we (12. 3. 15) 
式 中 
/ 1 二 / i 1 < / i 
H'(w) = 去 | dH er = 天 | dH De 2.3.16) 
因此 ,在 : 汪 T 后 ,跃迁 幅度 为 
CR = 二 | Hi Demrdt = 1 | HCDemd 
kk 丢 kk 读 kk 


= 于 | diewre | ~ do 百科 Cw)e 


2 


i dwH%; (w)2ndCww — w) 一 EH (wx ) (12. 3. 17) 


因此 ,经 历 一 段 时 间 (0, 了 T) 微 扰 的 作用 后 ,体系 从 上 & 态 跃迁 到 k'( 关 &) 态 的 概率 为 
(一 级 微 扰 近 似 ) 
Py = | Ch | 二 竹 | Huw (wy ) | i (12. 3. 18) 


式 中 Hw (ww ) 是 微 扰 日 (1) 的 Fourier 展开 (12.3.15) 中 频率 为 wwi 的 波幅 
H' (ww ) 在 体系 的 初 态 & 和 末 态 & 之 间 的 矩阵 元 . 式 (12. 3. 18) 表 上 明 , 只 当 H G) 的 
Fourier 展开 式 (12. 3. 15) 中 含有 频率 为 ww 二 |Ewy 一 EE | /的 成 分 时 ,才能 引起 体 
系 在 能 级 及 和 Ey 之 间 的 跃迁 . 


12.4 ” 能量- 时间 不 确定 度 关系 


在 2. 1 节 中 已 经 提出 ,由 于 微观 粒子 具有 波动 性 ,人 们 对 于 粒子 的 概念 应 有 所 
修改 . 把 经 典 粒子 概念 全 盘 都 搬 到 量子 力学 中 来 ,显然 是 不 恰当 的 . 使 用 经 典 粒 子 
概念 来 描述 微观 粒子 必定 会 受到 一 定 的 限制 . 这 个 限制 集中 表现 在 Heisenberg 的 
不 确定 度 关系 中 . 下 面 我 们 来 讨论 与 此 有 关 , 但 含义 不 尽 相 同 的 能 量 - 时 间 不 确定 
度 关 系 (energy-time uncertainty relation). 先 讨 论 几 个 具体 例子 . 


例 1 设 粒子 初始 状态 为 yr,0)xgn (7) 十 pp(r),p 和 内 是 粒子 的 两 个 能 量 本 征 态 ,本 征 
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分 别 为 和 E;, 则 
Yr) = fhe Et re Ee (12. 4. 1) 
Yr, 思 是 一 个 非 定 态 . 在 此 态 下 ,各 力学 量 的 概率 分 布 ,一 般 说 来 ,要 随时 间 而 变 . 例如 粒子 在 空 
间 的 概率 密度 
pr = | Yr, |? 
=|gCnD | | gO) | Cg ger th ew) (12. 4. 2) 
其 中 
w= (Es— FE)/i= AE/s 
AE 可 视 为 测量 体系 能 量 时 出 现 的 不 确定 度 . 由 上 可 见 ,oCr, 妇 随时 间 而 周期 变化 ,周期 T=2x/ 
w 一 A/AE. 动量 以 及 其 他 力学 量 测 值 的 概率 分 布 也 有 同样 的 变化 周期 . 这 个 周期 了 是 表征 体系 
性 质变 化 快慢 的 特征 时 间 , 记 为 At 二 T. 按 以 上 分 析 , 它 与 体系 的 能 量 不 确定 度 AE 有 下 列 关系 
AtAE zh (12. 4. 3) 
对 于 一 个 定 态 ,能 量 是 完全 确定 的 , 即 AE=0. 定 态 的 特点 是 所 有 (不 显 含 起 力 学 量 的 概率 
分 布 都 不 随时 间 改 变 , 即 变 化 周期 = co ,或 者 说 特征 时 间 At= oo. 这 并 不 违反 关系 式 
(12. 4. 3). 
例 2 设 自 由 粒子 状态 用 一 个 波 包 来 描述 (图 12. 4) , 波 包 


v 


宽度 ~:Az, 群 速度 为 v, 相 应 于 经 典 粒子 的 运动 速度 . 波 包 掠 过 
空间 某 一 点 所 需 时 间 AtxsAz/u 此 波 包 所 描述 的 粒子 的 动量 的 
aE ZN 
不 确定 度 为 Abps#/Az. 因此 其 能 量 不 确定 度 AE~ apAp™ 
vAp. 所 以 
At AFES 一 ，VAb 一 Az ,Ab 一 下 (12.4.4) 
图 12.4 


例 3 a 12. 5), 它 可 以 通过 自发 辐射 
( 见 12. 5 节 ) 而 衰变 到 基态 (稳定 态 )， 寿命 为 = . 这 是 一 个 非 定 态 ,其 能 量 不 确定 度 AE， 称 为 能 级 
宽度 工 实验 上 可 通过 测量 自 发 辐射 光子 的 能 量 来 测 出 激发 态 的 能 量 . 由 于 寿命 的 限制 ， 自发 辑 
射 光子 相应 的 辐射 波 列 的 长 度 约 为 Az<zcr, 因而 光子 动量 不 确定 度 Ap<si/Arszi/cr; 能 量 
(E=cp) 的 不 确定 度 AE=cApx#/t. 由 于 观测 到 的 光子 能 量 有 这 样 一 个 不 确定 度 ， 由 之 而 测 得 

的 激发 态 能 量 也 有 一 个 不 确定 度 , 即 宽度 本 = AE. 所 以 

a (12. 4. 5) 
下 面 对 能 量 - 时 间 不 确定 度 关系 给 一 个 较 普遍 的 描述 . 设 体系 的 Hamilton 量 
为 五 ,A 为 另 一 个 力学 量 ( 不 显 含 ). 按 4. 3.1 节 式 

2 zy (4.3.7 ) 的 不 确定 度 关系 ,得 


AE.AA3IIAH]| (12.4.6) 
‘ 其 中 
AE=|H-H| ，A4=| 区 = 
基态 
图 12.5 分 别 表征 在 所 讨论 的 量子 态 下 能 量 和 力学 量 A 的 不 确 


定 度 . 利用 5. 1 节 的 式 (5. 1. 4), 即 
。， 395 。 


SA 所 两 5 内 (12. 4.7) 
式 (12. 4. 6) 可 表示 为 


下 | d 元 
或 
AFE. A 过 /2 (12. 4. 8) 
| 贤 | 
dr 
令 
TA 二 AA/|§ A| (12. 4. 9) 
则 得 
AFE。ra 过 /2 (12. 4. 10) 


这 里 是 A 改变 AA 所 需 的 时 间 间 隔 ,表征 A 变化 的 快慢 的 周期 . 在 所 讨论 的 量 
子 态 下 ,每 个 力学 量 A 都 有 相应 的 ta. 在 这 些 ra 中 ,最 小 的 一 个 记 为 t 或 At, 它 当 
然 也 满足 式 (12. 4. 10) , 即 

AE .t+t 之 /2 (12. 4. 11) 
或 

AE .Ai 过 /2 (12. 4. 12) 
此 即 所 谓 能 量 - ne 式 中 a rs se At 为 该 


期 起 (12 4 1 友 家 ， 对 于 住 们 量 手术 ,At 与 的 条 各 不能 和 和 任意 小 下 去 ， 前 
受到 一 定 的 制约 . 此 即 能 量 - 时 间 不 确定 度 关系 的 物理 含义 ， 

关于 能 量 - 时 间 不 确定 度 关 系 ,往往 容易 为 初学 者 误解 . 应 该 提 到 ,在 非 相 对 论 
情况 下 ,时 间 + 只 是 一 个 参量 ,而 不 是 属于 某 一 特定 体系 的 力学 量 因此 , 既 不 能 
套用 不 确定 度 关系 的 普遍 论证 方法 ( 见 4. 3. 1 节 ) ,而 且 物 理 含义 也 不 尽 相同 . 在 不 
确定 度 关系 Az， Ap: 达 /2 中 ,Az 与 Ap: 都 是 指 同一 时 刻 而 言 . 因此 ,如 有 果 把 


或 p; 之 一 换 为 1 ,试问 “同一 时 刻 ” 的 At 表示 何 意 ? 这 是 很 难 理解 的 . 此 外 ,如 要 套 
用 4. 3. 1 节 中 不 确定 度 关系 的 论证 方法 ,就 必须 计算 [ 态 ,tj. 但 与 五 不 同 ,并 非 


该 体系 的 力学 量 . 有 人 令 五 一 丢 寺 ,于 是 得 出 
[HH 和 ] == [该 寺 st = 二 
但 此 做 法 是 不 妥当 的 . 应 该 强调 , H 是 表征 体系 随时 间 演 化 特性 的 力学 量 ,例如 ， 


@ 例如 , 见 R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics ,2nd. edition, p. 265;C. Cohen-Tannoudji, et 
alL , Quantum Mechanics, Vol. 1,p. 250~252; A. Messiah, Quantum Mechanics, Vol. 1,p. 135. 
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由 它 可 以 判定 哪些 力学 量 是 守恒 量 . 例如 ,中 心力 场 V(r) 中 的 粒子 
H= pp:/2m+V() 
由 于 五 的 各 向 同性 , 才 有 角 动 量 !=rXp 守恒 ， 
[1,H]=0 


如 我 们 随便 地 令 五 一 选 , 则 不 管 是 否 中 心力 场 , 均 可 得 出 


革 呈 了 二 | 半 寺 = 


即 1 都 是 守恒 量 , 这 显然 是 不 妥当 的 . 以 上 做 法 系 来 自 对 Schrodinger 方程 的 不 确 
切 的 理解 . 事实 上 Schrodinger 方程 


讨 pt) = Hyp) 
只 是 表明 :在 自然 界 中 真正 能 实现 的 y(7) 的 演化 ,必须 满足 上 述 方程 . 它 绝 不 表 
明 , 对 于 任意 函数 y(t) ,上 式 都 成 立 . 因此 ,随便 让 万 一 访 地 ,往往 会 引起 误解 


12.5 光 的 吸收 与 辐射 的 半 经 典 处 理 


当 原 子 处 于 某 能 级 Ei [图 12. 6(a)] 时 ,在 具有 适当 频率 的 人 射 光 的 照射 下 , 原 
子 可 能 激发 到 它 的 较 高 能 级 Ex 去 ,条 件 是 要 求人 射 光 的 频率 为 y= vw = (Ex 一 
EE)/. 此 过 程 称 为 光 的 吸收 ,或 受 激 吸收 (stimulated absorption). 人 们 还 发 现 ,如 
果 原 子 处 于 激发 能 级 Ex , 它 有 可 能 自发 地 跃迁 到 能 级 及 去 ,并 发 射出 光子 ,频率 
为 vw ;此 过 程 称 为 自发 发 射 (spontaneous emission)[ 图 12. 6(b)]. 另 一 种 现象 是 
Finstein(1916) 发 现 的 2, 当 原子 处 于 激发 能 级 Ey ,如 用 频率 为 y= (Ex 一 Ei) /的 
入 射 光 去 照射 , 则 原子 也 可 能 受 激 而 跃迁 到 较 低能 级 包 [ 与 过 程 (a) 相 反 ], 同 时 发 
射出 一 个 受 激光 子 , 称 为 受 激发 射 (stimulated emission). 

Einstein 这 个 发 现 , 在 很 长 时 间 内 并 未 引起 人 们 重视 ,人 们 认为 它 并 无 重要 应 
用 价值 . 原因 是 人 们 未 能 认识 到 下 列 重要 性 质 : 受 激 辐射 的 光子 与 诱导 它 产生 的 人 
射 光子 具有 严格 相同 的 能 量 、 相 位 和 出 射 方 向 ,它们 是 相干 的 (coherent)&. 直到 
20 世纪 50 年 代 后 , 才 有 人 根据 Einstein 的 思想 ,先后 制备 出 微波 激 射 (maser) 和 


激光 (laser). laser 是 “light amplification by stimulated emission of radiation” 的 第 


@ 参阅 T. Hey and P. Walters, The New Quantum Universe, (Cambridge a Press, 2003) , p. 
134. 
@ ”两 个 波动 如 具有 确定 的 相位 差 (phase difference) , 则 称 它们 是 相干 的 (coherent) ,它们 释 加 起 来 ,就 会 产 
生 干 涉 效应 .平常 的 光 , 例 如 从 灯泡 发 出 的 光 , 是 来 自 大 量 不 同 的 原子 发 出 来 的 ,这 些 原 子 在 不 同时 刻 沿 不 同方 
向 发 出 的 光 , 并 无 确切 的 相位 差 ,是 非 相 干 光 (incoherent light). 与 此 不 同 , 受 激 辐射 的 光子 与 诱导 它 发 生 的 人 射 
光子 具有 相同 的 相位 ,是 相干 的 ,因为 人 射 光 的 电场 导致 Ez 能 级 上 原子 的 电荷 分 布 随 之 同 相 振动 . 
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E E 
(a) (b) 


图 12.6 光 的 受 激 吸收 (a) ,自发 辐射 (b) 与 受 激 辐射 (c). 
yyy = (Ex — Es)/. 


一 个 字母 拼写 而 成 . 激光 的 应 用 极为 广泛 ,是 人 类 现代 文明 生活 中 不 可 缺少 的 
东西 . 
对 原子 吸收 或 放出 | ， ee 
富 知识 . 光谱 与 谱 线 相对 强度 ， 
前 者 取决 于 初 末 态 的 能 量 差 AE(v 一 0 ; ee 局 二 与 跃迁 速率 (快慢 ) 
成 比例 . 光 的 吸收 与 辐射 现象 ,涉及 光子 的 产生 与 潭 没 ,其 严格 处 理 需 要 用 量子 电 
动力 学 , 即 需要 把 电磁 场 量子 化 (光子 即 电磁 场 量 子 ). 但 对 于 光 的 吸收 和 受 激 辐射 
现象 . 可 以 在 非 相 对 论 量子 力学 框架 中 采用 半 经 典 方 法 来 处 理 , 即 把 光子 产生 和 淹 
没 的 问题 ,转化 为 在 含 时 电磁 场 的 作用 下 原子 在 不 同 能 级 之 间 跃 迁 的 问题 . 在 半 经 
典 处 理 中 ,原子 已 作为 一 个 量子 力学 体系 来 对 待 ,但 辐射 场 仍然 用 一 个 连续 变化 的 
经 典 电磁 场 来 描述 ,并 未 进行 量子 化 , 即 把 光 辐 射 场 当 作 一 个 与 时 间 有 关 的 外 界 微 
扰 , 用 微 扰 论 来 近似 计算 原子 的 跃迁 速率 . 但 对 于 处 理 自 发 辐射 ,这 个 办 法 就 无 能 
为 力 了 . 有 趣 的 是 ,在 量子 力学 和 量子 电动 力学 建立 之 前 ,Einstein(1917) 基 于 热力 
学 和 统计 物理 中 平衡 态 概念 的 考虑 ,回避 了 光子 的 产生 和 淹没 ,巧妙 地 说 明了 原子 
自发 辐射 现象 . 


12. 5. 1 光 的 吸收 与 受 激 辐 身 


为 简单 起 见 , 先 假设 入 射 光 为 平面 单 色光 ,其 电磁 场 强度 为 
人 = Eocos(at 一 大。7) 
B=kXE/|k| 
其 中 大 为 波 矢 ,其 方向 即 光 传 播 方向 ,w 为 角 频 率 . 在 原子 中 ,电子 的 速度 vc( 光 
速 ) ,磁场 对 电子 的 作用 远 小 于 电场 作用 ， 


foxBl /IEl~2 <1 


因此 只 需要 考虑 电场 的 作用 . 此 外 ,对 于 可 见 光 , 波 长 4 为 (4000 一 7000) X10 “m 


沪 a(Bohr 半径 ). 在 原子 大 小 范围 内 ,大 。 FL 电场 变化 极 微 , 可 以 看 成 均匀 
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(12. 5. 1) 


电场 ,所 以 
E= Ecoswt (12. 5. 2) 
它 相应 的 电势 为 
$ 二 一 E。r 十 常数 (不 依赖 于 电子 的 坐标 ) (12. 5. 3) 
常数 项 对 于 跃迁 无 贡献 ,不 妨 略 去 . 因此 ,入 射 可 见 光 对 于 原子 中 电子 的 作用 可 表 
示 为 
H’ =— ef =—D. Eocoswt = Weosax (12. 5. 4) 
其 中 
W= 一 D.E,,， D= 一 er( 电 偶 极 矩 ) 
将 五 代入 跃迁 波幅 的 一 级 微 扰 公式 [12. 2 节 , 式 (12. 2. 14)] 
CBD 一 直 | em Had =— HE | ee + ed 


wr tt iC wt 
一 | 宁 一 + 和 | (12. 5. 5) 


2 wi 二 ww Wk Ww 
对 于 可 见 光 ,w 很 大 (例如 As*5000X10m 的 光 ,ws*4X10 1/s). 对 于 原子 的 光 著 
迁 , |wwi | 的 大 小 也 与 此 相同 ,所 以 式 (12. 5. 5) 中 的 两 项 ,只 当 ws*|wi | 时 , 才 有 显 
著 的 贡献. 为 确切 起 见 , 下 面 先 讨 论 原子 吸收 光 的 跃迁 ,Ex 之 及, 此 时 ,只 当 人 射 光 
wzwwi 二 (Ey 一 Ei)/ 的 情况 , 才 会 引起 BE 的 跃迁 . 此 时 


0 EL el 


Wak WwW 
因此 从 &->k( 关 &) 的 跃迁 概率 


Troy ls — [We |? sin[(ow — ww)t/2] 
Py (t) | CE (#) | 1 区 一 四 /2 下 (12. 5.7) 


当时 间 t 充分 长 以 后 ,只 有 www 的 入 射 光 才 对 FE, 一 Ex 的 跃迁 有 明显 贡献 (共振 
吸收 ). 此 时 [利用 附录 二 , 式 (A2. 7)] 


Pr (t) = | We |28C Cw — w) /2) (12. 5. 8) 


(12. 5. 6) 


th 
而 跃迁 速率 为 


Vi 一 SP 一 Be | Wi EE (Cowi — w) 


2 | Dy; » Eo | ?wx — w) = pi | Dw |2 E$ cos: 08 Crs —w) (12.5.9) 


其 中 9 是 Di 与 E。 的 夹 角 . 如 入 射 光 为 非 偏振 光 , 光 偏振 (E。) 的 方向 是 完全 无 规 
的 ,因此 把 cos*9 换 为 它 对 空间 各 方向 的 平均 值 , 即 


人 = |dneos’0 = 二 | 4 | singeos’0d0 二 汪 洛 
4zx 47J o 9 0 


所 以 
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也 太一 | Dy, |2 ES SC — w) (12. 5. 10) 


这 里 E。 是 角 频 率 为 w 的 单 色光 的 电场 强度 . 以 上 讨论 的 是 理想 的 单 色光 . 自然 界 
中 不 存在 严格 的 单 色光 (只 不 过 有 的 光 的 单 色 性 较 好 ,例如 激光 ). 对 于 自然 光 引 起 
的 峻 迁 ,需要 对 式 (12. 5. 10) 中 各 种 频率 的 成 分 的 贡献 求 和 . 令 p(w) 表 示 角 频率 为 
w 的 电磁 场 的 能 量 密度 . 利用 
po) = 起 (就 干 到) (对 时 间 求 平均 ,周期 了 = 经】 

二 ,于 2 Ee 1 

- 洼 天 一 
可 把 式 (12. 5.10) 中 到 换 为 ee ， 就 得 出 非 偏 振 自 然 光 引起 的 茎 迁 速率 


于 | dtcos’at = a (w) (12. 5. 11) 


Tre 一 


和 | Dn | ?plwwi) = el | ?oCwxi) (12. 5. 12) 


可 以 看 出 ,跃迁 速率 与 人 射 光 中 角 频 率 为 ww 的 光 强度 pCoxri ) 成 比例 . 如 入 射 
光 中 不 含有 ww 这 种 频率 成 分 , 则 不 能 引起 E>Exw 两 能 级 之 间 的 跃迁 . 此 外 ,跃迁 
速率 还 与 |rx 1 成 比例 ,这 就 涉及 初 态 与 末 态 的 性 质 . 
设 原 子 初 态 为 | &) 一 | mim)， 宇 称 荆 == (一 )/ 
原子 末 态 为 |&) = 王 | nlm )， 宇 称 厅 一 (一 ) 
考虑 到 r 为 奇 宇 称 算 符 ,只 当 宇 称 开 三 一 开 时 ,和 矩阵 元 xm 才 可 能 不 为 零 . 由 此 得 出 
电 偶 极 辐射 的 宇 称 选择 规则 


(12. 5. 13) 


宇 称 ， 改变 . (12. 5. 14) 
其 次 ,考虑 角 动 量 的 选择 规则 . 利用 [ 见 附 录 四 , 式 (A4. 37)] 


X= rsingcosg = 7 sine” 十 ei?) 


y = rsinbsiny = 广 sing( ey? 一 ey) 


z = 7rcoSsO 


7 一 /Ut+D) —m vy a 
i Ee i eee 
(12. 5. 15) 
tsingYy 二 十 /人 mw 十 DU 二 mT 2) yw | /UFm UT 二 mt ym 
er9sin0Yy 二 十 (21 二 C2 + 3) 时 《2 一 1)(2l 十 1) 2 


再 根据 球 谐 消 数 的 正 交 性 [附录 四 , 式 (A4. 41)], 可 以 看 出 ,只 当 
1 一 !/ 士 1， m= 二 mm 土 1 
时 rxs 才 可 能 不 为 0. 由 此 可 以 得 出 电 偶 极 辐射 的 角 动 量 选择 规则 : 
AL 一 /一 ! 一 土 1， Am 一 Mi 一 m= 二 0, 士 1 (12. 5. 16) 
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以 上 未 考虑 电子 自 旋 . 计 及 电子 自 旋 及 自 旋 -轨道 耦合 作用 后 ,电子 状态 应 该 
用 好 量子 数 nijm; 来 描述 ( 见 9. 2 节 ). 按照 人 20 mi |r|nljm;) 的 分 析 , 可 以 证 
明 0, 电 侦 极 辐射 的 选择 规则 为 
宇 称 ,改变 
Al = 十 1 (12. 5. 17) 
Aj =0, 士 1 Am =0, 士 1 


12. 5.2 自发 辐射 的 Einstein 理论 


前 已 提 及 ,原子 自发 辐射 现象 ,在 非 相对 论 量 子 力学 理论 框架 内 是 无 法 处 理 
的 . 因为 按照 非 相 对 论 量子 力学 ,如 无 外 界 作 用 ,原子 的 Hamilton 量 是 守恒 量 , 如 
果 初 始 时 刻 原子 处 于 某 定 态 (Hamilton 量 的 本 征 态 ), 则 原子 将 保持 在 该 定 态 , 不 
会 跃迁 到 较 低能 级 去 . @ 

Einstein(1917) 曾 经 提出 一 个 很 巧妙 的 半 唯 象 理 论 来 说 明 原子 自发 辐射 现 
象 &. 他 借助 于 物体 与 辐射 场 达到 平衡 时 的 热力 学 关系 ,指出 自发 辐射 现象 必然 存 
在 ,并 建立 起 自发 辐射 与 吸收 和 受 激 辐射 之 间 的 关系 . 

按 前 面 讨论 ,在 强度 为 oCw) 的 光 的 照射 下 ,原子 吸收 光 从 有 态 到 &“ 态 的 跃迁 
速率 可 表示 为 ( 设 覆盖 瑟 ) 


wpe 一 Bgsp wri ) (12. 5. 18) 
其 中 
Br = 经 | ro] (12. 5. 19) 
称 为 吸收 系数 . 与 此 类 似 , 对 于 从 及 ->& 态 的 受 激 辐 射 , 跃 迁 速 率 也 可 以 表示 成 
TW 一 Bigo wr ) (12. 5. 20) 
其 中 
B= 二 人 [rw |? (12. 5. 21) 
称 为 受 激 辐射 系数 . 由 于 电子 坐标 r 为 厄 米 算 符 ,所 以 
Bi 一 By (12. 55 22) 


即 受 激 辐射 系数 等 于 吸收 系数 . 注意 ,它们 都 与 人 射 光 强度 无 关 . 
设 处 于 平衡 态 下 的 体系 的 绝对 温度 为 ,mn 和 nw 分 别 为 处 于 能 级 E 和 Ex 上 
的 原子 数目 . 按 Boltzmann 分 布 律 
NM/ny = € 一 exh1/ 红 (12. 5. 23) 


式 中 上 为 Boltzmann 常量 . 显然 ,对 于 了 闫 已 ,粒子 数 ny 闫 mm.《 正 常情 况 下 ,如 


(Ey —E,)1/ET 


@ 参阅 钱 伯 初 , 曾 谨 言 :《 量 子 力学 习题 精 选 与 剖析 》, 第 二 版 ,C 上 册 ) ,科学 出 版 社 ,p. 420. 
@ 参见 Cohen-Tannoudji,et al. , Quantum Mechanics, Vol. 1,p. 337. 
©®@ A.Einstein, Z. Physik,18(1917),121. 
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Fr >E, ; 则 nm <ns) 9 因此 
mBrip (wr) 天 nv Bua'o lw ) (12. 5. 24) 

因此 ,如 只 有 受 激 辐 射 就 无 法 与 吸收 过 程 达 到 平衡. 出 自 平衡 的 要 求 , 就 必须 考虑 
自发 辐射 , 即 在 式 (12. 5. 24) 右 边 再 加 上 一 项 ,使 体系 能 达到 平衡 

mBrro ww) = ny LBip Cowws) + Ari | (12. 5. 25) . 
Axi 称 为 自发 辐射 系数 . 它 表 示 在 没有 外 界 光 的 照射 情况 下 ,单位 时 间 内 原子 从 记 
态 - 态 的 自发 辐射 跃迁 概率 (Ex 之 及 ). 式 (12. 5. 25) 左 边 表示 单位 时 间 内 从 EE 
到 Ez 跃迁 的 原子 数目 (通过 吸收 ) ,右边 则 是 单位 时 间 内 从 Ex 一 Ei 跃迁 的 原子 数 
目 ( 通 过 受 激 辐射 与 自发 辐射 ). 

利用 式 (12. 5. 22) (12. 5. 23) 与 (12. 5. 24) ,得 


Au 1 _ A 1 
pw ) 3 Bi ns /ny 1 Bp Emo /AT 1 (12. 5, 26) 
在 极 高 温 (%T 污 wm ) 情 况 下 ， 
AAA， kT 
4) > 12. 5. 27 
pwre ) ee ( ) 


而 在 温度 极 高 情况 下 ,有 大 量 原子 处 于 激发 能 级 ,物体 可 以 吸收 和 发 射 各 种 频率 的 
辐射 ,接近 于 完全 黑体 . 此 时 (RT 六 ji ) ,可 以 用 Rayleigh-Jeans 公式 来 描述 与 黑 
体 达 到 平衡 的 辐射 场 的 强度 分 布 , 即 


2 
plw) = kT (12. 5. 28) 
比较 式 (12. 5. 27) 与 (12. 5. 28) ,得 
Au ， 各 法 
EE 全 (12. 5. 29) 
再 利用 式 (12. 5. 21) ,就 求 出 了 自发 辐射 系数 
2 ， 3， 
A 各 rw |? (12. 5. 30) 


自发 辐射 的 选择 规则 ,与 受 激 辐射 和 吸收 现象 完全 相同 . 


例 1 计算 氢 原 子 第 一 激发 态 的 自发 辐射 系数 . 
和 氨 原 子 第 一 激发 能 级 (n 二 2) 有 2p 和 2s 态 . 对 于 偶 极 辐射 (Al 二 土 1),2s 一 1s 是 禁 戒 的 ,只 
需 考虑 2p~>1s 跃迁 . 按 式 (12. 5. 30)， 


Alis,2p 一 sos | (ls| r| 2p> | ? 


其 中 


4 1 3 4 
第 (1 六) 一 北 


利用 式 (12. 5. 15) ,容易 证 明 , 对 于 7 二 1,m 二 0, 土 1, 和 矩阵 元 | (1s|r|21m) | 的 值 相 同 , 即 从 2p 能 
级 的 三 个 态 到 1s 大 的 侦 极 辐射 唉 迁 概 率 相同 . 因此 A1s。 要 对 初 态 ( 即 2p 的 三 个 态 ) 求 等 权 平 
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均 , 所 以 也 可 以 任 选 一 个 态 (例如 Pe 利用 
bio = R27) Yio 0,9) = 2 一 5eXp( 一 r/2a) (a= PR/pe’) 


Woo = Rio (7) Yo (0, 9) Se exp( 一 r/a) 
容易 求 出 
100| xz|210) =(100| y|210) 一 0 
(100| z| 210》 | r exp(— 3r/a)dr| cospao = _2 2 党 
所 以 


hua 一 ( 羡 ) < 各 全 一 (三 ) £(E) 和 1. 1X10*(£ )~=6. 27 X 108 sr 


因而 第 一 激发 态 的 寿命 为 
rs 1/Aiso 和 1.6X103s 
例 2 计算 氢 原 子 光 谱 Lyman 线 系 的 头 两 条 谱 线 Lya 和 LyB 的 强度 比 中 . 
Lya 与 LyB 是 分 别 由 2p>ls 和 3p~>1s 跃迁 而 产生 . 设 从 尼 一 上 态 自 发 辐射 系数 为 Au , 则 
谱 线 强度 TCww )ccjiow Ai .因此 ,Lya 与 LyB 谱 线 强度 比 为 
(ou) | (ls|r|2p)|? 


了 (we) | (1s|r|3p) |? 


利用 氢 原 子 的 能 级 公式 ,可 求 出 
二 
/ 2 2 2_27 
2 
2 2 3 


与 例 1 相同 ,不 妨 在 2p 和 3p 态 中 选择 m= 二 0 态 来 计算 矩阵 元 . 可 求 出 


(100| z| 210) = a 


《100| xz|210) = a 210)==0 
1 3 

一 二 区 

《100|zl310) = (100|y|310) 一 0 


(100 | z| 310) = 


由 此 可 求 出 
L/ls ~ 3.18 


* 12. 5.3 激光 原理 简介 
激光 是 60 年 代 发 展 起 来 的 一 门 新 技术 . 与 普通 光线 相 比 ,激光 光线 具有 很 好 
的 空间 相干 性 \ 单 色 性 ,很 准确 的 方向 性 ,以 及 能 量 密度 很 大 等 特点 . 激光 技术 在 生 
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产 和 科学 实验 的 各 领域 以 及 军事 上 都 得 到 了 极为 广泛 的 应 用 . 以 下 就 产生 激光 的 
机 制作 简单 介绍 . 

受 激 辐射 的 特点 是 : 受 激 辐射 产生 出 的 光子 与 原来 光子 的 状态 完全 相同 (包括 
相位 .能量 ,传播 方向 ). 如 果 体 系 中 有 大 量 原子 都 处 于 某 激发 能 级 , 则 某 一 原子 的 
自发 辐射 放出 的 光子 ,可 以 促使 处 于 激发 态 的 其 他 原子 发 生 受 激 辐射 而 放出 光子 ， 
这 一 过 程 将 以 连锁 反应 方式 在 很 短 时 间 内 完成 . 这 样 ,我 们 将 得 到 大 量 的 处 于 同一 
状态 的 光子 出 射 , 因 而 产生 一 个 相干 性 和 单 色 性 都 很 好 的 高 强度 光束 . 

产生 上 述 放大 过 程 的 条 件 是 要 有 大 量 的 原子 处 于 激发 态 ,并 且 处 于 较 低能 级 
的 原子 数 很 少 . 但 通常 处 于 平衡 态 下 的 体系 ,在 各 能 级 的 原子 数 的 分 布 是 Boltz- 
mann 分 布 


Po exp (一 人 (12. 5. 31) 


为 体系 的 温度 . 所 以 ,能 级 愈 高 ,原子 数 愈 少 . 实际 上 激发 态 与 基态 能 量 相差 一 
般 盖 leV ,而 leV 相应 的 温度 约 为 11605K. 所 以 在 常温 的 平衡 态 下 ,原子 实际 上 几 
乎 全 部 处 于 基态 . 处 于 激发 态 的 原子 是 微乎其微 . 要 使 激发 态 的 原子 数目 大 于 较 低 
能 级 的 原子 数目 (所 谓 粒子 数 反 转 体系 ,或 称 为 “ 负 温 度 ” 体 系 ) ,需要 特殊 的 实验 装 

如 图 12. 7, 设 原子 有 四 条 能 级 . 当 用 频率 为 y 二 (EE, 一 Ei)/h 的 光照 射 时 ,一 部 
分 原子 将 迅速 跃迁 到 Es ,于 是 处 在 Es 能 级 上 的 原子 数 大 增 . 但 处 于 Es 能 级 的 原 
子 将 迅速 通过 无 辐射 跃迁 (通过 与 其 他 原子 碰撞 等 ) 而 跳 到 亚 稳 态 Es 能 级 上 去 . 
由 于 Es 能 级 的 寿命 较 长 ,E 能 级 上 将 停留 有 大 量 原子 ,而 处 于 Es 能 级 上 的 原子 
数目 极 微 [ 见 图 12.7(b)]. 这 样 ,我 们 就 建立 起 了 一 个 粒子 数 反 转 体系 . 此 时 ,从 
Es 一 Es 的 自发 辐射 将 引起 连锁 的 受 激 辐射 ,发 出 频率 为 vs == (Es 一 Es)/h 的 强度 
很 大 并 且 有 很 好 的 相干 性 的 单 色光 ,并 且 在 适当 的 实验 装置 下 ,可 获得 具有 很 准确 
的 方向 性 的 光束 . 


6 EAA A YH HN 


E, E, 
工作 跃迁 | hy 
E, E, 


(a) (b) 


图 12.7 
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习 题 


12.1 设 体系 的 能 量 本 征 态 和 本 征 值 分 别 记 为 4 和 ,n= 二 0,1,2,…) ,初始 时 刻 (一 0) 体 
系 处 于 基态 w. 之 0 后 ,体系 受到 微 扰 HH (xz, 二 F(z)e-"* 作 用 ,试用 一 级 微 扰 近似 计算 在 足够 
长 时 间 后 (tr 六 1) ,体系 激发 到 y 态 的 概率 . 


答 :P， = ,一 级 微 扰 近似 成 立 条 件 ,P,< 入 1. 

12. 2 ”具有 电荷 的 离子 ,在 其 平衡 位 置 附近 做 一 维 简 谐 运 动 ,在 光 的 照射 下 发 生路 迁 . 人 
射 光 能 量 密度 为 p(w) ,波长 较 长 求 (1) 星 迁 选择 定 则 . (2) 设 离子 原来 处 于 基态 , 求 每 秒 路 迁 到 
第 一 激发 态 的 概率 . 

答 ;(1)An 二 n 一 n= 二 土 1,n 为 谐振 子 量子 数 . 

(Wi 一 3 下 pn) ,为 离子 的 质量 ,an 为 自然 频率 . 

12.3 设 一 带电 g 的 粒子 ,质量 为 在 宽度 为 a 的 一 维 无 限 深 势 阱 中 运动 . 在 入 射 光照 身 
下 ,发 生 了 唉 迁 . 光波 长 >a. (1) 求 用 迁 选择 定 则 . (2) 设 粒子 原来 处 于 基态 , 求 跃迁 速率 公式 . 

答 ,一 维 无 限 深 势 阶 中 的 粒子 , 忆 一 和 好 ee 

(DA 二 (n 一 n)= 二 2k 一 1( 奇 数 ) ,k= 二 1,2,3,… 


256a? 4k? 四 
3 于 超 CR IO) kl a 1). 


12.4 有 一 个 二 能 级 体系 , Hamilton 量 记 为 Ho ,能 级 记 为 FE (F<=~E,), 相应 本 征 态 记 
为 册 、 风 . 设 t=0 时刻 体 系 处 于 yn 态 .1 宇 0 后 ,体系 受到 微 扰 H' 作 用 . 设 在 Ho 表象 中 


(2)Wii1 = XxX 


yo 1 (op,7 实数 ) 
7 Bh 


求 之 0 时 ,体系 处 于 yp 态 的 概率 . 
答 : 令 四 王 ( 百 十 ao/ 车 一 ( 杞 十 及 /下 0 一 Vo 二 4272 请 , 则 


YD = (cos 笃 十 i 辣 sm 全)emp| 一 于 cm 十 oo)z 


一 1 全 sin exp[ 一 方 (w + em) |g 


:时 刻 体系 处 于 yo 态 的 概率 一 (2) sim (党). 


12.5 同上 题 . 设 二 能 级 简 并 , 令 已 二 包 二 EE, 设 a==B 一 0. 设 Wt 二 0)= 二 yg, 求 Jy(7), 并 与 经 
典 力学 中 耦合 摆 的 共振 现象 对 比 讨论 . 
入 


0) = [eos(z )p isin(¥ )y, |expC— 1 


体系 在 两 个 简 并 态 gy 和 yw 之 间 振 葛 , 周 期 T 一 zj/7. 
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12. 6 一 粒子 具有 自 旋 盛 , 磁 矩 ,电荷 为 0, 处 于 磁场 B 中 . :二 0 时 ,BB 一 (0,0,B,), 粒 


子 处 于 o 的 本 征 态 9 ; 即 6 二 一 1. 达 0 后 ,再 加 上 沿 z 方 向 的 较 弱 磁场 B: 一 (Bi ,0,0). 求 


t>0 后 粒子 的 自 旋 态 ,以 及 测 得 粒子 自 旋 “ 向 上 ”(o = 十 1) 的 概率 . 
答 


1 0 
gD 一 1 sn + (cosor i sina ) 四 


其 中 wm = pyBo /wn a Vm 二 


了 B’ 
了 -Hb = Ssin? os = 一 sin2 ( 么 
ww 


Bi 二 +B? 下 
12.7 设 把 处 于 基态 的 氢 原 子 放 在 平板 电容 器 中 . 取 平 板 法 线 方向 为 z 轴 方 向 . 电场 沿 z 
轴 方 向 ,可 视 为 均匀 . 设 电容 器 突然 充电 ,然后 放电 . 电场 随时 间 变 化 如 下 ，: 


BY+Bi) 


Ws | 
@oexp( 一 /Tr)， tt 这 0(r 常数 ) 
求 时 间 充 分 长 以 后 , 氧 原子 跃迁 到 2s 态 及 2p 态 去 的 概率 . 
答 ,PGs-~2p) 一 所 。 一 da 
[1+(¥E) jw 
P(l1s->2s)=0 


12.8 和 氧 原子 处 于 基态 ,加 上 交 变 电场 6= 鸟 [exp(iwt) 十 exp( 一 jwt)], fw 污 电 离 能 . 用 微 扰 
论 一 级 近似 计算 氧 原子 的 每 秒 电 离 的 概率 . 


答 :mw 一 人 人 人 人 ta 02 全 和,o 是 Bohr 半径 ,6 一 /37E ,EE; 是 未 态 自由 电子 的 能 量 

12.9 设 不 考虑 自 旋 ,原子 中 的 电子 态 表示 为 

frum 7ry0p) = Rn (7r) Yr (0, 9) 

对 于 初 态 为 s 态 (Ew ,1 二 0) , 终 态 为 p 态 (Ew ,7 = 二 1) 的 电 偶 极 自发 跃迁 , 求 终 态 分 别 为 m==1， 
0, 一 1 的 跃迁 分 支 比 . 

答 :m 二 1,0, 一 1 的 分 支 比 为 1 : 1:1. 

12.10 同上 题 . 设 初 态 为 nlm. (1) 末 态 为 nlm'. m1 固定 , 求 路 迁 到 不 同 m 态 的 分 支 比 . 
(2) 跃 迁 到 不 同 /能 级 的 分 支 比 ( 略 去 末 态 径 向 波 函 数 的 差异 ). 

答 ;(1) 末 态 7=l 十 1 情况 ,m = 二 mx 十 1,mm,m 一 1 的 分 支 比 为 CL 十 mx 十 2) (十 m 十 1) : 2(7 十 
7 十 1) (7 一 ma 十 1) : (7 一 7 十 2) (1 一 m 十 1). 末 态 7= 二 /一 1 情况 ,分 支 比 为 (一 m) (一 m 一 1) : 2(1 
二 mm) C(O—m) : (+m) (7 十 mm 一 1)， 

(2)7 一 /十 1,7 一 1 的 分 支 比 为 (1 十 1) :7 

12. 11 以 平面 线 偏 振 光 射 向 处 于 基态 的 氧 原子 ,电子 可 以 跃迁 到 2p 能 级 . 设 初 态 电子 自 
旋 “ 向 上 ”(s, = 二 /2). 设 忽 略 末 态 pay 能 级 和 pis 能 级 的 能 量 差 . (1) 求 到 pa 和 py: 能 级 的 分 支 比 
( 它 与 人 射 光 偏振 方向 无 关 ).(2) 设 入 射 光 (电场 ) 沿 z 方 向 偏振 , 求 到 ps ,能 级 的 m; = 3/2， 
1/2, 一 1/2, 一 3/2 各 态 的 分 支 比 . (3) 设 光 沿 z 方 向 入 射 , 但 非 偏振 光 , 求 到 ps 能 级 mj 二 3/2， 
1/2, 一 1/2, 一 3/2 各 态 的 分 支 比 . 
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答 :(1)2 : 1. 
(2) 到 mu 一 3/2,1/2, 一 1/2, 一 3/2 态 的 分 支 比 为 0:1:0:0. 
(3)3 :4:1:0. 
12.12 用 沿 z 方 向 传播 的 右 旋 圆 偏振 光照 射 原子 ,原子 从 能 级 EE 一 Es , 求 选择 定 则 . 
答 :nlm->n7m (Ey 这 Ew ,放出 光 ) 
AL == 土 ]， Am=m —m=—1 
nm>nlm (Ew 过 Ew ;吸收 交 ) 
AL == 土 1， Am 一 7 一 m 一 十 1 
12.13 一 维 运动 的 体系 ,从 |m) 态 跃迁 到 |n) 态 所 相应 的 振子 强度 定义 为 


fm 一 em | (nlz lm) | 


4 为 粒子 质量 .求证 
fm = 1( 》) 指 对 一 切 能 量 本 征 态 求 和 ) 


(Thomas-Reich-Kuhn 求 和 规则 ) 
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第 13 章 散射 理论 
13.1 散射 现象 的 一 般 描 述 


散射 实验 在 近代 物理 学 的 发 展 中 起 了 很 重要 的 作用 . 特别 是 对 原子 和 分 子 物 
理 ,原子 核 物理 以 及 粒子 物理 的 建立 和 发 展 ,起 了 举足轻重 的 作用 . 著名 的 Ruther 
ford 的 a 粒子 对 原子 的 散射 实验 (大 角度 偏转 现象 ) ,肯定 了 原子 有 一 个 核心 , 即 
原子 核 , 其 半径 (二 10 cm) 比 原子 半径 (10 飞 cm) 小 得 多 ,原子 的 全 部 正 电 荷 以 
及 几乎 全 部 的 质量 都 集中 在 原子 核 上 ,从 此 揭 开 了 人 类 研究 原子 结构 的 新 篇 章 . 从 
50 年 代 开 始 , 人 们 利用 高 能 电子 散射 (波长 << 核 半径 ) 来 研究 原子 核 及 核子 的 电荷 
分 布 ,取得 了 重要 的 成 果 0. 散射 实验 还 提供 了 核 力 的 丰富 知识 . 粒子 束 在 介质 中 
的 穿 透 和 吸收 ,都 与 散射 现象 密切 相关 , 它们 对 研究 介质 的 各 种 性 质 提 供 了 重要 的 
信息 . 

et 散射 态 是 一 种 非 束缚 态 , 涉 及 体系 A 


高 开 稳 子 “ 很 远 " 的 地 方 (7 4 是 入 射 粒子 的 Broglie 波长 ) 进 行 , 因 此 角 分 布 
依赖 于 波 函 数 在 一 -ce 的 渐 近 行为 . 所 以 散射 理化 的 兴趣 不 在 于 求 能 量 本 征 值 ,而 
在 于 研究 波 函数 在 ee 它 二 we 2 站 粒子 的 


变 ， 广 也 是 散射 加 论 感 兴趣 的 课题 a 人们 主要 是 通过 各 种 类 型 的 
散射 (弹性 , 非 弹性 ,反应 ) 实 验 来 研究 粒子 之 间 的 相互 作用 以 及 它们 的 内 部 结构 . 


13.1.1 散射 的 经 典 力学 描述 ,截面 
从 经 典 力学 来 看 ,在 散射 过 程 中 ,每 一 个 人 射 粒子 都 以 一 个 确定 的 碰撞 参数 
(impact parameter)b 和 方位 角 (azimuth angle)y 射 向 靶子 (图 13. 1). 由 于 靶 粒 子 


@ 例如 ,参阅 R. Hofstadter, Ann, Rev, Nuclear Sci. 7(1957) ,231. R. Hofstadter, ed. , Electron Scatter- 
ing and Nuclear and Nucleon Structure, (Benjamin, New York,1963). 
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的 作用 ,入 射 粒 子 将 发 生 偏转 , 沿 某 方向 (0,p) 射 出 ,其 运动 轨道 由 Newton 方程 确 
定 . 当然 ,在 实际 的 散射 实验 中 ,人 们 并 不 对 每 一 个 粒子 的 轨道 发 生 兴 趣 ( 既 无 必 
要 ,也 不 可 能 去 观测 每 一 个 粒子 的 轨道 ) ,而 是 想 了 解 人 射 粒 子 沿 不 同方 向 出 射 的 
分 布 情况 . 设 有 一 东 粒 子 , 以 稳定 的 人 射流 密度 (单位 时 间 穿 过 单位 面积 的 粒子 数 ) 
有 i; 人 射 ,由 于 靶 粒子 的 作用 ,人 射 粒子 将 沿 不 同方 向 出 射 . 设 在 单位 时 间 内 有 dz 个 
粒子 沿 (0,g) 方 向 的 立体 角 dQ 出 射 . 显然 ,dnocjidQ2. 定义 dn 二 ojidQ, 即 


人 | (13. 1.1) 


图 13.1 


在 给 定 的 实验 中 (入 射 粒子 能 量 ,入 射 粒子 与 靶 粒 子 相 互 作用 已 确定 ) ,一 般 来 说 ,o 
与 (9,p) 有 关 . 显然 ,o 的 量 纲 是 [面积 ], 所 以 称 为 散射 截面 (scattering cross sec- 
tion) , 它 描述 散射 粒子 沿 不 同 角度 (0,p) 的 分 布 . 如 把 沿 各 方向 出 射 粒子 都 计 及 在 
内 , 即 


2r 
«= |dnac0,p9) = | singag| ap (13. 1.2) 


co 称 为 总 截面 (total cross section). 

现在 来 讨论 如 何 用 经 典 力 学 来 计算 c(b,p). 通常 假定 ,人 射 粒 子 与 靶子 相互 
作用 只 依赖 于 它们 的 相对 距离 7, 记 为 VC7). 此 时 , 入射 粒子 将 做 平面 运动 (pg 二 
wm ) ,散射 角 分 布 o 与 方位 角 p 无关, 只 需要 分 析出 射 粒子 随 0 角 的 分 布 . 显然 , 偏 
转角 0 依赖 于 碰撞 参数 0. 在 (0,p) 方 向 立体 角 元 dQ 二 sin6dbdy 中 射出 的 粒子 ,是 
来 自从 (6,5 十 db;g,g 十 dp) 的 环 面积 元 gdpdb 中 入 射 的 粒子 . 所 以 dn 二 jibdqpdb. 但 
按 截面 定义 dn 二 jiodQ. 由 此 可 得 出 


| odp 
00) — | gp (13. 1. 3) 

利用 5==rsin9,o(0) 也 可 表示 成 
os(0) = r| de a cosg + sing SY (13.1.4) 
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如 已 知道 %0) 或 r(9)[ 通 过 求解 中 心 场 V(y) 中 粒子 运动 的 Newton 方程 ], 即 可 求 
出 截面 c(0). 


例 1 Coulomb 场 或 万 有 引力 场 中 的 散射 . 设 
VCr) (二 0, 斥 力 jk< 0, 引力 ) (13. 1.5) 
以 下 讨论 斥 力 情况 . 设 人 射 粒 子 能 量 为 E(>0) ,按照 经 典 力学 ,其 轨道 为 双 曲线 . 采用 平面 极 坐 
标 系 , 则 轨道 可 表示 为 
= 和 (13. 1. 6) 
式 中 pp 是 双 曲 线 焦点 ( 力 心 ) 到 准 线 的 垂直 距离 ,p= 二 LL? wm,L 是 粒子 轨道 角 动量 (守恒 量 !) ,e 是 


偏心 率 e 一 V1 十 2ED /Wm 之 1. 设 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 的 夹 角 为 8, 它 与 偏转 角 0 有 如 下 关系 
(图 13. 2)， 
下 十 0 一 区 (13.1.7) 


AD 


图 13. 2 
二 可 如 下 求 出 ; 当 >oo 时 ,1 十 ecos6 二 0, 由 此 解 出 9 的 两 个 解 为 
= x 十 arccos( s bt 一 x — arccos( 1 ) 


[4 @ 


所 以 
B= —t = 2arccos (二) 
或 
cos(G/2) = 过 
按 式 (13. 1.7) ,有 
cot(8/2) =tan(g/2) = VE —1 =. / 汉 . 工 一 电 moob (13.1.8) 
式 中 去 mj( 人 射 粒子 能 量 ,守恒 量 ),w 为 人 射 速度 ,L 一 mmg( 角 动量 ). 由 此 得 出 
b= Ecot(0/2) (13. 1. 9) 
mvo 
代入 式 (13. 1. 3) ,可 得 - 
A 
o(0) 一 16F2 sin40/2 (13. 1. 10) 
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此 即 有 名 的 Rutherford 的 Coulomb 散射 截面 公式 Q@. 
可 以 看 出 , 当 60>0 时 c(0)->co, 这 是 可 以 理解 的 . 因为 一 个 理想 的 (无 屏蔽 的 )Coulomb 势 
是 一 种 特殊 的 长 程 力 ( 力 程 为 无 限 大 ) ,所 以 无 论 入 射 粒子 的 碰撞 参数 5 多 大 ,总 是 要 受到 靶 粒 
子 Coulomb 势 的 作用 而 偏转 (尽管 偏转 角 很 小 ). 此 外 ,总 截面 显然 也 是 发 散 的 . 
例 2 考虑 图 13.3 所 示 短 程 作用 势 ( 力 程 有 a) 对 粒子 的 
散射 . 经 典 力学 散射 总 截面 显然 为 | 7 
Ci = Na? (13.1.11) 7 
因为 只 要 入 射 粒子 能 闯 入 靶 粒 子 的 半径 为 a 的 势力 范围 (5 一 
a) ,就 会 发 生 偏转 (散射 ). 反之 ,车 人 射 粒子 碰撞 参数 5>>a, 粒 
子 就 不 会 进入 靶 粒 子 作 用 圈 , 因 而 不 发 生 偏 转 , 对 散射 总 截面 . 
无 贡献 . 以 后 我 们 会 看 到 ,用 量子 力学 来 处 理 这 种 势 散射 的 结 
果 , 与 此 很 不 相同 ,特别 是 入 射 粒子 波长 M=za 的 情况 . 
例 3 设 有 一 束 粒子 流通 过 某 种 介质 ,可 能 观测 到 被 逐渐 
吸收 , 沿 原来 人 射 方向 的 粒子 流 密度 j (xz) 会 逐渐 减弱 (图 
13. 4) ,这 种 吸收 现象 实际 上 是 由 于 人 射 粒 子 受 到 介质 中 的 各 
种 原子 的 散射 所 导致 . 吸收 系数 与 散射 总 截面 成 比例 . 
设 介质 中 单位 体积 内 有 nm 个 散射 中 心 ,在 单位 横 截 面 内 人 射 粒子 束 经 过 dz 距离 之 后 ,所 
碰 到 的 散射 中 心 有 nodz 个 . 每 一 个 散射 中 心 
的 作用 将 使 人 射 粒子 束 中 有 j(z)a 个 粒子 偏 
离 人 射 方向 而 散射 出 去 (不 管 沿 什么 方向 ). 因 
x+dx 此 ,在 经 历 dz 距离 之 后 ,偏离 人 射 方向 而 散射 
的 粒子 总 数 ( 单 位 时 间 内 ) 为 j(z)onodx, 因 此 
沿 原来 传播 方向 的 粒子 流 密度 的 减弱 量 为 
dj =— j(zx)omnodz 


图 13.3 


i 


Ibi 


兴 > 


所 以 
jz) = j(0)exp(— onox) = j(0)exp(— XA) (13. 1. 12) 
式 中 4 二 mo 称 为 吸收 系数 , 它 正比 于 散射 总 截面 c 以 及 介质 粒子 密度 no. 


13.1.2 散射 的 量子 力学 描述 ,散射 波幅 


为 简单 起 见 ,假设 在 碰撞 过 程 中 人 射 粒子 和 靶 粒 子 的 内 部 态 不 改变 (内 部 激发 
自由 度 冻 结 ) , 即 弹 性 散射 . 在 此 过 程 中 ,只 有 相对 运动 状态 发 生 改 变 . 设 相 互 作用 
用 定 域 势 V(r) 表 示 ,r 是 人 射 粒子 与 丢 粒 子 的 相对 坐标 . 这 样 的 两 体 问题 总 可 以 化 
为 单 体 问题 来 处 理 ( 见 6.1. 3 节 ). 我 们 还 假定 V(r) 具 有 一 定 的 力 程 a, 即 只 当 
|r|<a 时 ,相互 作用 才 值 得 考虑 (|r| >>a 区 域 ,V(r) 微 不 足 道 ,不 必 考 虑 )&. 

在 散射 实验 中 ,有 一 个 粒子 源 , 它 提供 一 束 稳 定 的 接近 于 单 色 的 平行 人 射 粒 子 


@ E.Rutherford, Phil. Mag. ,21(1911) ,669. 
@ 因此 ,下 面 的 讨论 对 于 Coulomb 散射 不 完全 适用 ( 见 13. 5 节 ) ,特别 是 关于 一 >co 时 散射 波 的 渐 近 行 
为 [ 见 式 (13. 1. 14)]. 
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图 13.5 


东 , 从 远 处 射 疝 靶 粒 子 (散射 中 心 ). 实际 的 人 射 粒子 束 都 有 一 定 的 宽度 (<zd) 和 长 
度 (7). 从 宏观 实验 装置 来 看 ,人 射 束 是 狭 而 短 的 ,但 与 人 射 粒 子 波长 * 和 地 粒子 
的 力 程 (或 大 小 )a 相 比 , 则 是 很 大 的 ,Cd,Z>hya). 在 这 种 情况 下 ,入射 粒子 波束 可 
以 近似 用 一 个 平面 波 来 描述 ?, 即 (为 方便 ,不 妨 取 入 射 方 向 为 = 轴 方向 , 见 图 
13.5) 


信 二 ew (13. 1. 13) 


二 V2pE/#,E 为 人 射 粒子 能 量 ,yi 是 动量 的 本 征 态 ( 加 一 砚 ,如 一 加 一 0). 由 于 
和 人 射 粒子 的 动量 并 非 守恒 量 , 即 有 一 定 概 率 改 变 方向 ,或 者 说 要 


产生 散射 波 . 设 相互 作用 为 一 个 中 心 势 则 在 散射 过 程 中 角 动 量 为 守恒 量 . 
可 以 论证 @, 当 六 >co 时 ,散射 波 的 形式 为 二 二 7 CO)exp(ikr)， 即 往外 出 射 的 球面 波 ， 


0) 的 量 纲 为 [长 度 ], 称 为 散射 波幅 (scattering amplitude) ,是 9 的 函数 ,不 依赖 
于 9 角 . 概括 起 来 说 ,在 中 心 势 V(r) 作 用 下 , 波 函 数 在 一 ~cc 时 的 渐 近 行为 是 


@ 这 是 数学 处 理 上 的 简化 ,平面 波 是 一 种 理想 情况 ,实际 的 人 射 粒子 束 都 是 波 包 . 但 可 以 证 明 , 如 波 包 
宽度 4 和 长 度 !/ 比 人 射 波 波长 和 技 粒 子 作 用 半径 a 大 得 多 (d,! 汶 1,a) , 则 用 波 包 来 严格 处 理 所 得 结果 与 用 
平面 波 近 似 的 结果 相同 . 详 见 ,M. L. Goldberger and K. M Watson Collision Theory ,chap. 10,1964; A. Mes- 
siah, Quantum Mechanisc ,chap. 10,1961;E. Merzbacher, Quantum Mechanics ,11. 2 节 ,1970. 

@ ”中 心力 场 中 的 粒子 , 瓦 一 严 /2x 十 V(r). 能 量 瑟 和 轨道 角 动 量 ! 均 为 守恒 量 . 由 于 入 射 粒子 用 


exp( 认 zx) 一 exp( 计 rcos9) 来 描述 , 它 是 具有 一 定 能 量 EF 二 如 如/2y 和 和 角 动量 = 分 量 /。 一 0( 或 磁 量子 数 mm 一 0) 的 

态 , 具 有 绕 z 轴 的 旋转 对 称 性 ,在 散射 过 程 中 ,这 种 对 称 性 将 保持 下 去 , 即 波 函数 保持 在 能 量 为 E=#&?/2p 

和 .二 0 的 本 征 态 . 采用 ( 互 ,2 ,7) 为 守恒 量 完全 集 , 则 散射 波 一 般 形式 为 > CiRu (~)Y? ,Ru (7) 为 径 向 波 函 
人 


数 , 若 令 Ru (7)= 二 XC7)/r, 则 
次 中 十 | 刀 一 笃 二 了 一 2 | 和 OY 


由 于 V(r) 具 有 有 限 力 程 , 当 co 时 ， 
Xuan) +hk Xulr)=0 

它 的 两 个 解 可 取 为 exp (十 ikr). 取出 射 波 条 件 , 则 Xoc exp (ikr). 因此 ,散射 波 的 渐 近 形式 为 

六 exp(ihr) 对 CIPi(cosg). 考虑 到 Pi(eos) 的 完备 性 ,此 式 可 表示 成 二 exp(ir)7(O) ,其 中 /C0) 为 9 的 任意 


规则 函数 ,可 以 用 Pi(cos9) 展 开 , 但 f 不 依赖 于 yg( 因 为 m=0). 
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> exp(itz) 十 CO) SpO) (13.1. 14) 


上 式 中 第 一 项 是 人 射 波 , 第 二 项 表示 出 射 的 球面 波 ,描述 由 于 和 靶 粒 子 作用 所 出 现 的 
散射 现象 ,f(0) 称 为 散射 波幅 (scattering amplitude). 

在 上 述 波 函 数 的 渐 近 形式 下 ,和信 射 粒子 流 密度 为 j;= 二 克 /u, 而 散射 粒子 流 ( 径 
向 ) 为 竺 ) 


,i exp(ikr) 9 F px /po exp(~ ikr)] 
j= (fe0) exp a (0) PS— | 区 c | 


天 | FC 12 /7 (13. 1. 15) 
式 中 ,c. c. 指 复 共 思 项 . 因此 ,在 0 方向 的 立体 角 元 dQ 中 单位 时 间 的 出 射 粒子 数 为 
dn = jr?dQ = 和 | fC0) ?dn 
按 截面 定义 式 (13. 1. 1), 有 
ol0) = 人 = 1f91 (13. 1. 16) 


这 就 是 散射 截面 (也 称 微分 截面 ,或 角 分 布 ) 与 散射 波幅 f(0) 的 关系 . 
在 理论 上 ,散射 波幅 f(0) 可 以 由 求解 Schrodinger 方程 


本 Us a 
| 2 +VCOD ly= Ey ee 


并 要 求 r>co 时 yy 的 渐 近 行为 如 式 (13. 1. 14) 所 示 而 定 出 . f(0) 求 出 后 即 可 计算 出 
微分 截面 cC0) 三 | /0) 1?, 并 与 实验 测 出 的 微分 截面 [按照 式 (13. 1.1),c(0) = 
(dn/dQ2)/j;j 比 较 0. 还 可 以 计算 出 总 截面 


ai 一 | roao 一 im | fC0) | ?singd0 (13. 1. 18) 


当然 还 应 提 到 ,用 上 述 理论 来 分 析 散 射 实验 时 ,还 基于 下 列 一 些 近 似 考 虑 . 首先 ， 
实际 的 散射 实验 中 ,靶子 是 由 许多 散射 中 心 (原子 ,原子 核 ,或 其 他 粒子 ) 组 成 . 但 各 个 
散射 中 心 之 间 间 距 可 认为 很 大 ,因而 从 不 同 散射 中 心 出 来 的 散射 波 的 干涉 效应 被 忽 
略 了 . 其 次 ,从 实验 技巧 上 来 讲 ,通常 把 靶子 做 得 非常 薄 , 使 得 人 射 粒子 束 中 只 有 很 少 
一 部 分 人 射 粒子 受到 一 个 散射 中 心 的 散射 (不 经 受 多 次 散射 ), 此 外 ,无 论 是 经 典 或 者 
量子 力学 描述 中 ,截面 都 是 一 个 统计 的 概念 . 为 了 得 到 较 好 的 统计 性 ,往往 要 求人 射 
束 流 强 较 大 ,使 单位 时 间 内 记录 下 的 散射 粒子 数 较 大 ,但 又 要 求人 射 粒子 束 流 不 可 太 
强 ,以 保证 入 射 粒子 束 中 的 各 粒子 之 间 的 相互 作用 可 不 必 考 虑 . 


@ 本 章 是 采用 定 态 方法 来 处 理 散射 问题 , 即 求解 不 含 时间 的 Schrodinger 方程 ,并 要 求 波 函 数 满足 一 定 的 
边 条 件 , 所 以 归结 为 一 个 边 值 问题 . 这 个 方法 适用 的 条 件 是 五 不 显 含 上 车 互 显 含 乡 则 能 量 非 守恒 量 , 体 系 不 能 
处 于 定 态 . 此 时 要 用 含 时 间 的 Schredinger 方 程 来 处 理 ,要 求 波 函数 满足 一 定 的 初 条 件 . 这 是 一 个 很 普遍 的 方法 . 
也 可 以 应 用 于 互 不 显 含 上 的 情况 . 为 此 ,要 引用 “绝热 移 引 ” 概 念 . 详细 讨论 可 参阅 M L Goldberger and K. M. 
Watson, Collision Theory , 1964;C. J. Jaochain, Quantum Collision Theory ,1975; 以 及 书 中 所 引文 献 . 


。，413 。 


《 注 ) 彭 桓 武 先 生 在 “ 忆 玻 恩 , 海 特 勒 , 薛 定 刘 和 我 的 几 段 谈话 江 《 现 代 物 理 知识 》(5 卷 ,6 期 ， 
1993) ] 一 文中 谈 到 ,他 在 读 Mott 的 The Theory of Atomic Collision 一 书 时 ,曾经 问 Born, 在 用 
波动 力学 计算 截面 时 ,为 何不 考虑 人 射 波 与 散射 波 的 交叉 项 . Born 以 光学 实验 为 例 指出 :在 散 
射 光 测量 处 ,人 射 光 受 光 阑 的 限制 不 会 到 达 那 里 ,因而 交叉 项 实际 上 等 于 零 . 在 实验 观测 中 , 探 
测 器 总 是 放置 在 离开 靶子 较 远 处 ,并 在 偏离 4 一 0 方向 有 一 定 角 度 的 方向 ,而 人 射 粒 子 是 用 有 一 
定 宽度 的 波 包 描述 ,尽管 在 散射 过 程 中 有 一 定 扩展 ,在 探测 器 所 在 位 置 只 能 观测 到 散射 波 ,而 入 
射 波 与 散射 波 的 干涉 , 除 9==0 方向 附近 极 小 的 角度 方向 外 ,是 观测 不 到 的 。 向 前 散射 (9==0) 的 
截面 可 根据 小 角度 9 的 截面 数据 进行 外 插 而 得 出 . 参见 Cohen-Tannoudji, et al. , Quantum Me- 
chanics ,vol. [| ,p. 914. 

下 面 证 明 ;在 远 处 (r->oo) ,除非 常 靠近 人 射 方向 (0**0") 之 外 ,干涉 效应 可 以 忽略 . 

将 式 (13. 1. 14) 代 和 人 粒子 流 密 度 公式 


j= 充 (V” Woy) 
在 球 坐标 系 中 


2 1 9 1 9 
V=e, re 0 Co oo 
由 于 y 与 9 角 无 关 , 所 以 j, 二 0, 而 
CAC A 了 ec 和)] 
x 了 | expCitz) 十 1(0) 工 expGzr) | cc } (cc 指 复 苍 项 ) 
经 过 仔细 计算 ,可 得 出 
jr 一 冯 (cos9+ 去 1f1?) 


ee expLik(r—2]+ee | (13.1.19) 


jo Se r 0 4 二 300" ) 
i A ikr /sind) 三 exp[Li(r 一 za] 一 e c. | 


+ 一 jh， (f= df/d0) (13. 1. 20) 


在 远 处 (一 >ce) , 式 (13. 1. 20) 右 边 第 三 项 (oc1/7) 可 以 忽略 . 式 (13.1.19) 的 {…} 中 , 因 久之 1， 
可 略 去 i 项. 同样 , 式 (13.1.20) 可 以 忽略 /项 (只 要 角度 9 不 是 非常 小 ). 因此 ,kr 一 co 时 , 式 
(13. 1. 19) 与 (13. 1. 20) 可 表示 为 


元 = 站 人 十 二 5eo8 fexp[ik(r 一 22] 十 f* exp[ 一 记 (r 一 2)] ) ) 


太 一 基 (—sing— Sb ¢ fexp[ik(r — )] 十 fexp[ 一 入 一} ) (13. 1. 21) 


上 两 式 中 ,右边 第 一 项 与 无关 ,代表 人 射 粒子 流 密度 (， , 洛 z 轴 方向 ) 的 e, 与 es 分 量 ( 见 图 
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13. 6).7 的 第 二 项 |7|?/P ,是 散射 粒子 流 密度 (cc 二 ). 广 与 
j 中 的 其 他 项 是 人 射 波 与 散射 波 的 干涉 项 (oc 二 ) , 乍 看 起 来 ， 


似乎 比 散 射 波 贡 献 的 项 (oc 二 ) 还 重要 . 但 因为 它们 包含 有 一 


个 随 角 度 迅 变 的 因子 exp[ 认 (r 一 z) ] 二 exp[ikr(1 一 cos9)], 当 r 
很 大 时 (% 污 1), 除 0**0" 附 近 外 ,在 实验 观测 的 立体 角 AQ 中 ， 
此 因子 将 振荡 多 次 而 互相 抵消 ,因而 实际 上 对 截面 没有 什么 贡 
献 , 完 全 可 以 略 去 . 所 以 ,在 计算 截面 时 ,只 需 考虑 散射 波 的 贡献 ,散射 波 与 人 射 波 的 干涉 项 可 以 
忽略 . 

练习 ”考虑 到 概率 守恒 条 件 , 在 离开 散射 中 心 无 穷 远 (r 一 ce) 的 球面 上 粒子 净 流 出 量 应 


为 0， 和 ap 一 0. 按 式 (13. 1. 19) ,利用 公式 


Jimexp(iar) 一 228(z) (之 0) 


图 13.6 


可 知 
Jimexp[izrGI 一 cosb)] = 28(1 — cost) (13. 1. 22) 
由 此 证 明 下 列 光 学 定理 ， 
m= || fC0,9) 1?d0 = ImfC0) (13. 1. 23) 


13. 2 Born 近似 


下 面 先 介绍 处 理 散 射 问题 的 一 个 重要 近似 方法 , 即 Born 近似 . 13. 2. 1 节 中 ， 
把 Schr6dinger 方程 化 为 一 个 积分 方程 Lippman-Schwinger 方程 ,并 要 求 波 函 
数 满足 散射 态 边 条 件 . 与 Schr6dinger 微分 方程 一 样 ,在 一 般 情况 下 ,只 能 采用 近 
似 方法 求解 此 积分 方程 . 13. 2. 2 节 介 绍 最 重要 的 一 种 近似 方法 , 即 Born 近似 . 与 
束缚 态 的 微 扰 论 近 似 的 精神 相似 ,Born 近似 把 人 射 粒子 与 靶子 的 相互 作用 V 视 为 
微 扰 , 然 后 逐 级 近似 求解 . 显然 ,Born 近似 对 于 高 能 入 射 粒子 的 散射 较为 适用 . 


13. 2.1 Green 函数 ,Lippman-Schwinger 方程 


在 13.1 节 中 已 提 到 ,粒子 被 势 场 V(r) 的 散射 ,归结 为 求解 Schr6dinger 方程 


(V+ kr) 一 SgV(r) gr) (13. 2. 1) 
CE 一 证 她 /2x 是 入射 粒子 能 量 ) ,Jr) 满 足下 列 边 条 件 ， 
站- 一 exp( 这 。m) 十 Kb,p) EP? GE 
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定义 Green 函数 G(r,r )2, 它 满足 


(V+R)GCr) = dr—r) (13. 2. 3) 
可 以 证 明 
yr) = og| drGrr Vr) yer’) (13. 2.4) 


满足 方程 (13. 2. 1). 因为 ,利用 式 (13. 2. 3)， 
(V+ RY) = 绎 |ervcv s+ RG Vr gr) = pV(r) glr) 
但 式 (13. 2. 4) 解 不 是 唯一 的 ,因为 


Wr) = Vo Cr) 十 足 | grGr,r Ve Yer) (13.2.5) 
也 满足 方程 (13. 2. 1), 只 要 Wo (rm 满足 下 列 齐 次 方程 即 可 
(V4 RY Cr) 一 0 (13. 2. 6) 


这 种 不 确定 性 可 由 人 射 波 和 出 射 波 的 边 条 件 来 确定 . 例如 ,对 于 有 限 力 程 作用 [ 当 


r~>4a( 力 程 ),V 王 0] ,要 求 f(r)—>exp(ik “r)( 入 射 粒子 具有 确定 动量 克 ,用 平 
面 波 描述 ) ,而 


$7) = explik » 1 + geln) = explik 7) + | ErGr,r Vr gr) 
(13. 2.7) 
此 即 Lippman-Schwinger 方程 ,并 要 求 满足 出 射 波 边 条 件 
7) — Err Va A -一 全 pp) PE 3.2.8) 


下 面 来 讨论 Green 函数 的 求解 . 根据 方程 (13.2.3) 的 空间 平移 不 变性 ， 
G(r,r ) 应 表示 成 下 列 形式 : 


Grr) 一 GCr 一 r) (13. 2. 9) 
其 Fourier 变换 为 
Ge | ee re (13. 2. 10) 
代入 式 (13. 2. 3) ,利用 
eo < dqexplig ee 


Q@ 静电 学 中 求解 Poisson 方程 V 2g 一 一 4ro 时 ,已 用 过 此 方法 , 即 引进 Green 函数 G(r), 它 满足 
V2GCr) 一 一 4r8(Cr) 
众所周知 , 它 的 解 为 


1 ES 
CCr) = TrT (二 一 4nd(n) ) 
这 样 , Poisson 方程 的 解 %r) 可 表示 成 
gm 一 |@rGe 一 mo = [dr Te 
即 对 整个 电荷 分 布 的 贡献 进行 积分 ,而 Green 函数 表示 单位 点 电荷 对 静电 势 的 贡献 . 
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V ?exp[ig » (r—r)] =— gexp[ig. (r—r’)] 


可 得 

2 2 = 1 

(一 和 +k)G(q) CA 
或 

G(q) = 人 (13. 2. 11) 
因此 


ep SS WE ER SN eR 
Glr—r)= | dq Fiexplig (r—r)] (13. 2. 12) 


令 R=r 一 r, 则 


=—__1 [|g expug.R) 
G(R) ys | a es 
=——1 | ”edo| sinodg| expCigRcosO) 
| 《 dd singdg| dy gC—pk 


Kh | aa , GexpCiqR ) 
(2x)’iRJ -~ gO—k 
4 二 十 是 被 积 函数 的 一 级 极点 ,容易 用 残 数 (res- 
idue) 定 理 计算 出 积分 值 . 积分 值 与 积分 围 道 C 
《contour) 选 取 有 关 , 这 相当 于 不 同 的 散射 波 边 条 
件 . 通常 感 兴趣 的 是 要 求 给 出 出 射流， 此 时 ,g 空 
间 积 分 围 道 应 选取 如 图 13. 7. 此 时 ， 


G(R) =— 1RexpGiRR) 


一 Ai 人 0 


图 13.7 9 空间 围 道 


GCr 一 ") =— 2 人 (13.2.13) 
代入 式 (13. 2.7) ,得 
fr) = explik » 7) 一 23| dr ple DV) yr’) (13. 2. 14) 


这 就 是 方程 (13. 2. 1) 的 解 , 它 满足 边 条件 (13. 2. 2). 由 于 积分 内 含有 待 求解 的 未 知 
函数 yr ), 所 以 是 一 个 积分 方程 .具体 计算 时 ,往往 只 能 采用 逐 级 近似 法 求解 


13.2.2 Born 近似 0 


如 把 人 射 粒子 与 靶 的 相互 作用 V 看 成 微 扰 , 按 微 扰 论 的 精神 :作为 一 级 近似 ， 
式 (13. 2. 14) 右 侧 的 VCr )ykr ) 用 其 零 级 近似 VCr )exp(ik。r ) 代 替 . 此 时 


即 


@  M. Born,Z. Physik,38(1926),803. 
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> i i 3 exp(ik | r—r’ |) / 2 
fr) 人 explik »。 7) 247|4 r ee ea V(r )explik 。r ) 


(13. 2. 15) 
此 即 势 散射 问题 的 Born 一 级 近似 解 . 根据 它 在 ~ 一 ce 的 渐 近 行为 ,与 边 条 件 式 
(13. 2. 2) 比 较 , 即 可 求 出 散射 波幅 f 的 一 级 近似 解 . 
我 们 已 假设 V(r ) 具 有 有 限 力 程 , 式 (13. 2.15) 中 对 x 的 积分 实际 上 局 限于 空 
间 中 一 个 有 限 区 域 . 当 一 ~co 时 ， 
Ir—r|= G2rer tr rrer /rr) 
式 (13. 2. 15) 的 被 积 函 数 中 ,分母 |r 一 六 | 是 一 个 光滑 的 组 变化 函数 , 当 一 ~=o 时 ,可 
径直 用 7 代替 ,但 分 子 是 一 个 随 r 迅速 振荡 的 函数 
exp(ig|r—r |) aexp[ikr (1 —r .er /r)] 
=exp(ikr —ik;» r’) (13. 2. 16) 


其 中 好 一 上 大, 献 / 是 出 射 粒子 动量 , 对 于 弹性 散射 , | ki | = 二 这 样 , 由 式 


r 本 
(13. 2. 15) (13. 2. 16) 可 得 出 


te sexp rs | rexp[— sa Ry Di 


与 边 条 件 式 (13. 2. 2) 比较 ,得 


fC0,9) = FE) 一 一 743| dr explig .VG) (3.2.18) 


式 中 

4 一 太一 大 (13. 2. 19) 
条 是 散射 过 程 中 粒子 的 动量 转移 ( 见 图 13. 8) ,0 是 kj 与 的 夹 角 , 即 散射 角 . 由 图 
13. 8 可 看 出 


d 一 2ksin 5 (13. 2. 20) 


& 与 0 愈 大 , 则 动量 转移 fig 愈 大 . 除 一 个 常数 因子 
外 ,散射 波幅 (13. 2.18) 即 相互 作用 V(r) 的 Fourier 变 
换 . 若 立 是 中 心力 场 ( 或 对 于 入 射 方向 具有 轴 对 称 性 )， 
则 了 与 9 角 无 关 . 计算 式 (13. 2. 18) 的 积分 时 ,可 选择 4 
方向 为 z“ 轴 方向 ,采用 球 坐 标 系 ,可 得 出 
Ne BE | VO Dsing dr (13. 2. 21) 
f 还 与 人 射 粒子 能 量 有 关系 ,在 式 (13. 2. 18) 和 (13. 2. 21) 中 未 明显 标记 出 . 散射 截 
面 为 


\ 


图 13.8 


2 
oC0 = |f(0 1 — i 
2 0 


dz = 4k’? sin 二 (13. 2. 22) 


到 2 
rV(r singr dr 
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可 以 看 出 ,g 愈 大 , 则 (0) 愈 小 , 即 人 射 粒子 受到 势 场 VC) 的 影响 愈 小 . 由 此 可 以 
看 出 ,对 于 高 能 入 射 粒子 (很 大 ) ,c(0) 主要 集中 在 小 角度 范围 内 . 


Born 近似 的 适用 条 件 


在 Born 近似 下 
pr)=explik » 7) + C7) 
Xexp(ik 。 Coe jdr 六 ee | NO OR EY ida 


如 Born 近似 为 一 个 好 的 近似 ,就 要 求 


[gn | |exp|l (Gk. 7)|=1 (13. 2. 24) 
势 场 V 对 散射 波 的 影响 ,在 靶子 邻 域 (~0) 内 最 强 , 因 此 上 述 条 件 可 换 成 
| gC0) | 及 1 (13. 2. 25) 


设 VV 为 中 心 场 , 则 
[gC0)|= 


和 je expGir VCr )expCik »。r’) 


一 了 | dr exp(ipr )V Cr’ ) sinkr’ 
klJo 


此 即 Born 近似 成 立 的 条 件 . . 
若 人 射 粒子 能 量 很 低 ,sin&r kr ,exp(ikr ) 之 1, 则 式 (13. 2. 26) 化 为 


(13. 2. 26) 


络 | /Ve Yar <l (13. 2. 27) 
假设 VC) 具有 有 限 力 程 >m ,强度 Vo , 则 上 式 化 为 
起 |Volni <1 (13. 2. 28) 


反之 , 若 人 射 粒 子 能 量 很 高 ,exp( 这 ”~ ) 将 随 r 迅速 振荡 , 式 (13. 2. 26) 中 
exp(ikr’)sinkr’ = coskr’ sinkr’ 二 isin? kr’ 
上 式 右 侧 第 一 项 记 sin2kr/ 随 x' 迅速 振荡 ,对 积分 无 贡献 ,第 二 项 主要 局 限 在 tr sx 
区 域 中 对 积分 有 贡献 ,其 值 约 为 


， mk pr 1 
li sin’kr dr = DE 
所 以 式 (13. 2. 26) 化 为 
化 人 > 或 < Vel, RE (13. 2. 29) 


可 以 看 出 ,车 Born 近 位 在 低能 区 成 立 , 则 在 高 能 区 也 成 立 (因为 她 民 六 1). 反之, 则 
不 一 定 . 


13. 2.3 ” Coulomb 散射 的 Born 近似 


在 13. 1. 2 节 的 散射 的 量子 力学 理论 描述 中 , 以 及 13. 2. 2 节 的 散射 振幅 的 
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Born 近似 公式 的 推导 中 ,都 假定 V 具有 有 限 力 程 . 点 电荷 的 Coulomb 势 是 一 个 长 
程 势 ( 力 程 为 cc). 严格 说 来 ,点 电荷 的 Coulomb 散射 不 能 用 Born 近似 来 处 理 . 但 
我 们 不 妨 把 点 电荷 的 Coulomb 势 V(r) 二 kx/r 看 成 Yukawa 势 

Vn) = “Pe (13. 2. 30) 


的 长 程 极限 (a “一 co). 对 于 Yukawa 势 , Born 近似 适用 条 件 [ 见 式 (13. 2. 27)] 可 
表示 成 


| rodr = 2 <l (13. 2. 31) 


当 a 足够 大 时 ,上 条 件 成 立 . (当然 ,对 于 Coulomb 势 ,a->0, 严 格 说 来 ,上 条 件 不 成 
立 . ) 对 于 Yukawa 势 , 可 计算 出 (习题 13. 1) 
1 


f(0) = 一 称 - (13. 2. 32) 
2 jez 2 2 
2_dix 1 2 了 04 
即 
00 一 TR'sin C02) ™ Lavroin C0) 一 10PSinCO7J (13.2 33) 


这 结果 与 经 典 力学 得 出 的 Coulomb 散射 截面 公式 , 即 有 名 的 Rutherford 公式 , 完 
全 相同 [ 见 13. 1 节 , 式 (13. 1. 10)]. 

Coulomb 散射 有 两 个 特点 : (a) 人 附近 ).(b) 截 面 与 人 
射 粒 子 能 量 平 方 成 反比 . 


ee .0 0 8 0 0 * ©。 。 。 


对 于 两 个 点 电荷 qu 和 go 的 Coulomb 势 V(r) 一 qiqz/2 , (x 二 qig;),Coulomb 
势 散射 的 Born 近似 波幅 a(0)[ 见 式 (13. 2. 32),a 一 0, 并 利用 g 一 2ksin 如 为 
Lu -Aglgs 

fe(0) Rg Dik sin (O72) (13. 2. 34) 


而 Coulomb 势 散射 还 可 以 严格 求解 , 散射 波幅 的 解析 解 [ 见 13.5 节 , 式 
(13. 5. 28) ,(13. 5. 17) ,7 一 qigzw/ 直 有 ] CO) 为 


fc(0) = 一 尖 (sin’ $) “ e?2i 一 [| SG) em 
= fp(0) ei sn 2 (13. 2. 35) 
所 以 fc(0) 与 fs《(0) 只 相差 一 个 相 因 子 ， 因而 
o0) = |fc(0)|’ = |fe(0)|? (13. 2. 36) 


截面 的 Born 近似 计算 值 与 严格 计算 结果 相同 ,并 与 经 典 计算 结果 一 致 [ 见 13. 1 
节 , 式 (13. 1. 10)]. 从 式 (13.2.33) 可 以 看 出 , 当 Coulomb 散射 截面 用 能 量 EE 这 个 
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可 观测 量 来 表示 时 , 它 不 显 含 Planck 常量 #,( 这 种 情况 ,只 在 Coulomb 散射 中 出 
现 ). 所 以 散射 截面 的 量子 计算 结果 与 经 典 计 算 结果 完全 一 致 是 可 以 理解 的 


电子 对 原子 的 散射 ,形状 因子 


电子 与 原子 碰撞 时 ,一 方面 受到 原子 核 的 Coulomb 引力 作用 ,另外 还 受到 核 
外 诸 电子 的 Coulomb 斥 力 . 为 避免 多 体 问题 的 复杂 性 , 诸 电 子 的 作用 近似 用 一 个 
电荷 分 布 一 ep(~) 的 作用 来 代替 , 即 取 


WO =- 笃 二 oj Ter / (13. 2. 37) 
2 为 原子 序数 . 代 人 式 (13. 2. 18) , 则 
RW 二 = {ez|expliq ， .| 一 和 十 | Fe dr (13. 2. 38) 


2xh: 
利用 积分 公式 
| exp(iq » 7) 1, 一 Ca 了 | expCig。z) js,— dr 
Ir—r | 9 r 
(13. 2. 39) 
可 求 出 
f(0) = i 2 [2— FO)] (13. 2. 40) 
其 中 
FC0) = |expGg .rp dr (13. 2. 41) 


是 p(r) 的 Fourier 变换 ,FC(0) 称 为 与 分 布 pCr) 相 应 的 形状 因子 (form factor) , FC0) 
反映 核 外 电子 的 屏蔽 效应 . 
微分 截面 为 
a Fe [2 FO) 
ol0) = |f(0)|? = pT Sm C0) (13. 2. 42) 
例如 , 取 oO 一 Do exp( 一 r/a) (指数 分 布 ,a 表征 分 布 半径 ;O00 三 Z/8xa’) ,满足 
| parrdr 一 
此 时 ， 
工 (O) =p | expGigq “rr /a dr 
i Z 二 Z 
~ (i+ag): [1+4aikisin: (0/2) C204 
可 以 看 出 F(0)==Z. 一般 情况 下 ,[2Z 一 FC(0)] 过 2Z. 可 把 Z 一 F(O) 视 为 有 效 核电 荷 . 
对 于 小 角度 散射 ,9<<1/ak,a?qg:<<1， 
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F(0) ~ Z(1 — 2a’g’) 

. Z—F(0) ~ 27a’9 

由 式 (13. 2. 40)， 
f(0) ~ 1 4 (13. 2. 44) 


为 有 限 值 ,此 时 总 截面 c 并 不 发 散 . 上 述 公 式 也 可 用 来 讨论 a 粒子 对 原子 的 散射 ， 
只 需 把 人 射 粒子 的 电荷 及 质量 作 相应 的 改变 . 


13.3 全 同 粒子 的 碰撞 


全 同 粒子 的 碰撞 ,由 于 波 函 数 的 交换 对 称 性 ,将 出 现 一 些 很 有 趣 的 特征 . 这 完 
全 是 一 种 量子 效应 . 为 突出 全 同 粒子 散射 的 特点 , 先 讨论 一 下 无 自 旋 的 不 相同 的 粒 
子 的 碰撞 . 然后 讨论 无 自 旋 的 两 个 全 同 粒子 的 碰撞 . 最 后 讨论 自 旋 为 /2 的 粒子 的 
碰撞 . 


13.3.1 无 自 旋 不 同 粒子 的 厂 撞 


下 面 以 a 粒子 与 氧 原子 核 O( 指 5O) 的 碰撞 为 例 , 它 们 的 自 旋 都 为 零 . 图 13. 9 
是 在 质心 系 中 的 图 像 . 用 探测 器 Di 与 Ds 来 测量 它们 的 角 分 布 .图 13. 9(a) 是 在 0 
方向 Di 测量 到 一 个 a 粒子 ,相应 的 a 粒子 散射 振幅 为 (90) ,微分 截面 为 | f(0) | 
而 在 相反 的 (x 一 90) 方向 D; 测 到 一 个 O 核 , 相 应 的 散射 振幅 为 fCx 一 站. 

图 13. 9(b) 与 (a) 相 比 ,a 粒子 与 O 核 正 好 互相 交换 . O 核 在 9 方向 的 散射 振幅 
f(0) 与 a 粒子 在 (x 一 候 方 向 的 散射 振幅 f(x 一 0) 相同 ,截面 为 | /rr 一 0 上 天. 因此 ， 
在 9 方向 测 得 粒子 (无 论 是 a, 或 是 O) 的 散射 微分 截面 为 

oO) = |fC00)|?+|f x0|’ (13. 3..1) 


> S32 


0% 
a 
KS 


(a) (b) 


图 13.9 
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13.3.2 无 自 旋 全 同 粒子 的 碰撞 


下 面 以 两 个 粒子 ( 自 旋 为 0) 的 碰撞 为 例 . 当 探测 器 Di 中 测 得 一 个 a 粒子 时 
(D; 中 测 得 另外 一 个 a 粒子) ,但 无 法 判明 它 是 两 个 a 粒子 中 的 哪 一 个 ,图 13. 9(a) 
和 (b) 两 种 情况 不 能 分 辨 ,不 问 其 来 源 如 何 ,都 对 散射 振幅 有 贡献 . 因此 ,a 粒子 沿 0 
方向 的 散射 振幅 为 (90) 十 f(x 一 9). (这 样 构成 的 出 射 波 函 数 对 于 两 个 a 粒子 交换 
是 对 称 的 . 2) 
因此 ,微分 截面 为 
ol0) 一 | FCO) 十 Fr 一 0) | 
一 | /0)12 十 | Jr 一 人)| 2 十 (OFGr 一 0) 十 GO PCr 一 0) 
一 | FC0)|1 :十 | Fr 一 人 12 十 2ReLF (0) Fr 一 0)] (13. 3. 2) 
最 后 一 项 是 干涉 项 . 由 于 这 一 项 的 存在 ,全 同 粒子 与 不 同 粒子 的 散射 角 分 布 有 不 同 
. 的 特点 . 例如 ,在 9 二 x/2 处 ， 
全 同 粒子 散射 ” ”oC9) = 4| f(x/2) | es 
不 同 粒子 散射 o(0) = 2| f(x/2)|? 


两 者 很 不 相同 . 


(要 一 7 有 | 一 (可 +7) , (7 为 任意 角 ) (13. 3.4) 
13.3.3 自 旋 为 1/2 全 同 粒子 的 碰撞 


以 两 电子 碰撞 为 例 . 电子 具有 自 旋 大 /2, 对 于 两 个 电子 交换 , 波 函 数 应 反对 称 . 
两 个 电子 组 成 的 体系 , 自 旋 态 有 两 种 : 即 单 态 (S 二 0) 与 三 重 态 (S==1). 前 者 是 反对 
称 自 旋 态 , 后 者 是 对 称 自 旋 态 . 因此 ,车 两 个 电子 处 于 S=0 态 ,空间 波 函 数 应 对 


@ 在 质心 系 中 ,两 个 全 同 粒子 的 碰撞 是 对 撞 . 对 于 两 个 «粒子 ,考虑 到 波 函 数 交换 对 称 性 ,入 射 波 为 
J = exp(ikz) + exp(— ikz) 
z 二 (zi 一 z2) 是 两 个 粒子 相对 坐标 的 zz 分 量 . 描述 相对 运动 的 Schr6dinger 方程 为 
ECr) = 医 V2TVCr) jw = Ey(r) 
瑟 对 于 两 个 a 粒 子 交换 是 对 称 的 .( 当 两 个 全 同 粒子 交换 时 ,相当 于 rr> 一 r,; 即 rr,0>x 一 人 .所 以 ,散射 后 
的 波 函 数 


散射 
pt ge 


而 
ge > [fC0) + fr—0] SP 


即 散 射 振幅 为 (8) 十 f(x 一 0). 

对 于 ee 散射 , 当 它 们 总 自 旋 S=0 时 ,空间 波 函 数 应 为 交换 对 称 , 信 射 波 为 J 二 expCikz) 十 exp( 一 x) ,散射 
振幅 为 f(@) 十 f(x 一 9). 当 它们 总 自 旋 5=1, 空 间 波 函 数 应 为 交换 反对 称 , 入 射 波 J 二 exp(ikz) 一 exp( 一 这 z), 散 
射 振幅 为 f(0) 一 f(x 一 0). 
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称 ,散射 振幅 表示 为 Lf(0) 十 f(x 一 9)1]. 反之 ,对 于 S==1 态 , 散 射 振幅 为 [了 (9) 一 
f(x 一 0)]. 所 以 微分 截面 分 别 为 

o(0) = 二 |f(0) 十 f(x 一 0)|: (对 于 S=0 态 ) 

oa(0) 二 |f(0) 一 f(x 一 |: (对 于 S=1 态 ) 

假设 人 射电 子 束 及 靶 电子 均 未 极 化 , 即 自 旋 取向 是 无 规 分 布 的 . 统计 说 来 ,有 


了 的 概率 处 于 单 态 ,之 的 概率 处 于 三 重 态 ,因此 ,截面 为 


(13. 3. 5) 


(0) 一 闻 o.(0) 十 六 ,C0) 
= 了 | fC +f 1+ | ff | 


=|f(0) |:+| fOr |’ 3 (Of r+ ff xD] (13.3.6) 


式 中 最 后 一 项 是 干涉 项 . 利用 上 式 ,同样 可 以 证 明 散 射 截 面 对 于 0==x/2 是 对 称 的 ， 
即 式 (13. 3. 4). 
可 以 看 出 
ox/2) = | f(x/2) |? (13. 3.7) 
与 ra 散射 以 及 不 同 粒子 的 散射 ,都 不 相同 [ 见 式 (13. 3. 3)]. 
极 化 电子 对 极 化 靶 电 子 的 散射 (图 13. 10). 按照 波 函 数 反 对 称 要 求 ,可 以 写 出 - 
四 种 散射 情况 下 的 截面 公式 , 见 表 13. 1. 


D, 
A / 

1 1 2 1 ag de de | 2 

人 / 

2 > 

el ee 

六 / 

图 13. 10 


图 中 箭头 表示 电子 自 旋 取 向 , 电子 态 是 ** 本 征 态 , 本 征 值 为 #/2 的 态 记 为 个 ,一 /2 的 态 记 为 +. 
图 13, 11 中 只 画 了 两 种 极 化 状态 下 的 散射 ， 
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表 13.1 极 化 电子 的 碰撞 *” 
人 射电 子 (1) 靶 电 子 (2) Di 测 得 电子 D; 测 得 电子 


( 自 旋 取 向 ) 自 施 取 向 自 旋 取向 自 旋 取 向 。。 微分 截面 
人 人 人 个 [fC0)— fx— |? 
y y y y |f(0)~— fox—0)|? 
人 y | 7FCO)12 
人 ' . [fcr 1 
人 | Fnx 一 0 |? 
' 人 (， t Fo 


a) 关 于 极 化 粒子 的 散射 理论 ,可 参阅 L. Wolfenstein, Ann. Rev. Nucl. Sci. ,6(1956) ,43. 


对 于 非 极 化 的 电子 -电子 散射 ,每 一 种 情况 出 现 的 概率 都 是 1/4, 因 此 ， 
cg) =F{ If 一 Fr 一 护 | 十 17) 一 Fr 一 0 
十 | 7Gb)|12 十 | Fr 一 9 十 | Fr 一 人 )12 十 | 7G0)12)》 
=| 7 十 | zx 一 0 一 序 [ 六 (Or 一 人 ) 十 KGO) 广 Cr 一 0)] 


(13. 3. 8) 
与 式 (13. 3. 6) 完 全 相同 . 


例 低能 np( 中 子 质子 ) 散 射 , 只 需 考虑 s 波 . 设 np 相互 作用 表示 为 可 
=W(nmD 十 VCr)s .sy (13. 3.9) 
设 人 射 粒 子 和 靶 粒 子 处 于 极 化 状态 ,入 射 中 子 自 旋 向 前 ( 正 = 轴 ) ,质子 ( 靶 ) 自 旋 向 后 , 即 


中 


容易 看 出 ,Ss, 十 ss 是 守恒 量 . 但 初 态 只 是 守恒 量 S. 的 本 征 态 (Ms 一 0) ,而 不 是 守恒 量 $* 的 本 
征 态 ,所 以 应 按 (8 ,S.) 的 共同 本 征 态 展开 ， 


多 二 十 X10)exp(ikz) (13. 3. 11) 


站] se 
oi) ] on 


由 于 5 为 守恒 量 ,S=0 和 S==1 两 部 分 分 波 各 自 独立 进行 散射 , 即 
S=0Ms =0), Xoexplikz) > fx,, SP 


= exp(ikz) (13. 3. 10) 
p 


其 中 


S=—1Ms =0), Xoexplikz) ~ fx, SEE (13.3.12) 
用 和 fs 分 别 表示 自 旋 单 态 和 三 重 态 的 s 波 的 散射 波幅 ,而 散射 波 表示 为 
ee (13. 3. 13) 


所 以 s 波 的 微分 散射 截面 (各 向 同性 ) 是 . 
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o = FX tA) Fi + fx) 一 去 (lf?) (13.3.14) 


而 总 截面 为 
o=2x(|fi|:+| fs|’) 


13.4 分 波 法 


本 节 将 给 出 在 中 心力 场 作用 下 ,粒子 的 散射 截面 的 一 个 普遍 计算 方法 一 一 分 
波 法 (partial wave method). 从 原则 上 讲 , 分 波 法 是 一 个 严格 的 处 理 方 法 . 但 在 实 
际 应 用 时 ,并 不 能 把 一 切 分 波 都 考虑 在 内 ,而 是 根据 具体 情况 ,只 考虑 重要 的 一 些 
分 波 ,因而 也 是 一 种 近似 的 处 理 . 特别 是 对 于 低能 散射 ,分 波 法 是 一 个 极为 方便 的 
近似 处 理 方法 . 


13.4.1 守恒 量 的 分 析 


与 处 理 能 量 本 征 值 问题 (特别 是 有 简 并 的 情况 ) 相 似 , 守 恒 量 的 分 析 对 于 处 理 
散射 问题 是 至 关 重要 的 . 对 于 无 自 旋 粒子 在 中 心力 场 V(r) 中 的 散射 ,轨道 角 动 量 ! 
是 守恒 量 ， 

[1,H]=0 (13. 4. 1) 
在 处 理 能 量 本 征 值 问题 时 ,通常 选择 波 函 数 是 ( 互 ,7,1,) 的 共同 本 征 态 . 在 散射 问 
题 中 ,入射 粒子 通常 用 平面 波 来 描述 ,如 取 人 射 方 向 为 z 轴 , 则 入 射 波 可 取 为 


Yi = exp(ikz) (13. 4. 2) 
它 是 动量 和 能 量 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 为 
p:=py=0, p= 要 ，E= Rk/2y (13. 4. 3) 
但 注意 动量 并 非 守 便 量 , 因为 
[p,Hj=[p,VG)] #0 (13. 4. 4) 


我 们 注意 到 y; 还 是 守恒 量 7 的 本 征 态 (本 征 值 为 0) ,但 不 是 守恒 量 的 本 征 
态 ,而 是 本 征 态 的 又 加 (注意 :[p,[] 关 0). 这 表现 在 exp(ikz) 的 下 列 展开 式 中 
exp(ikz) 
= exp(ikrcosb) = S 27+ DY .jilkr)P, cosb) = S 4xC21+ 1 jkr) YY (0) 


1=0 
> DIT DY {expliCkr — lr/2)] — exp[— iCkr — Lx/2)])}Y?00) 
l=0 


(13. 4. 5) 

实质 上 这 就 是 动量 本 征 态 按照 能 量 和 角 动 量 ( 互 ,P,z-) 的 共同 本 征 态 展开 ,只 不 过 

因为 ee 已 经 是 能 量 (E= 直 如 /2) 和 1.(1= 二 0, 即 m= 二 0) 的 本 征 态 ,所 以 展开 式 中 
只 需 对 的 本 征 态 求 和 (保持 & 和 m==0 不 变 ). 

在 裔 射 间 题 中 把 人 射流 按 守 便 量 的 本 征 态 进行 展开 (分 波 ) 是 一 个 十 分 重要 的 
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概念 . 在 散射 过 程 中 各 分 波 可 以 分 开 来 一 个 一 个 处 理 ,使 问题 化 简 . 这 在 处 理 更 复 
杂 的 散射 问题 中 尤为 明显 . 


13. 4. 2 分 波 的 散射 波幅 和 相 移 
入 射 粒子 在 中 心力 场 VCr) 的 作用 下 , 波 函 数 可 以 表示 为 
p= PRG) YO) (13. 4. 6) 


[显然 ,车 V07) 二 0, 则 RiCk7)ccji(k7), 见 6.2.1 节 , 式 (6. 2.27)]. 把 式 (13.4.6) 代 
人 Schrodinger 方程 


ED) =Ey (13. 4.7) 
可 得 出 径 向 方程 
下 _ 
EE 呈 天 半 十 尼 一 全 二 于 一 Un) a =0 (13. 4. 8) 
U(r) = Su 


可 以 看 出 ,不 同 1 的 分 波 已 经 分 离 , 各 自满 足 一 定 的 径 向 方程 和 边 条 件 [ 见 下 面 式 
(13. 4. 15)]. 


J 满足 的 边 条 件 是 
入 射 波 es 训 二 ex 十 y (散射 波 ) 
0) (13.4.9) 


下 面 讨 论 在 分 波 法 中 如 何 表达 此 边 条 件 . 
按 分 波 法 的 精神 ,散射 波幅 f(0) 可 表示 为 各 分 波 散 射 波 幅 户 (9) 的 释 加 


GO) = >) 广 (0) (13. 4. 10) 
其 中 (0) 来 自 入射 波 中 的 /分 波 , 即 [ 见 式 (13. 4. 5)] 
IUT Di YO EE fi0) © (13. 4. 11) 
(入 射 波 的 ?分 波 ) (散射 波 的 /分 波 ) 


人 射 波 的 /分 波 经 散射 后 要 产生 外 行 波 (outgoing wave) ,所 以 RiCkr) 可 表示 成 9 


@ 这 里 考虑 了 球 Bessel 函数 的 渐 近 行为 ， 
CepD- sin(er— ln/2) 


村 (hr) cos(kr—ln/2) 


hi Ckr) =j (kr) +in (hr) expLiCkr—ln/2)] 
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Rir) 一 > VIF | jur) + Gh) | 
(散射 外 行 波 ) (入 射 波 ) 


et 1(1 + edexpLiGr — ln/2) ] — expl— i(kr — lx/2)] 


一 一 V4x(2l+ 1)1 


(13. 4. 12) 


式 中 a, 待定 , 它 反映 散射 势 场 的 影响 (a 二 0 表示 无 散射 ), 对 于 弹性 散射 ,各 分 波 


的 幅度 不 会 改变 ( 即 只 有 相位 改变 ,反映 粒子 数 守 恒 ) , 即 
|1+al=1 
所 以 ,可 以 令 
1 十 w 一 exp(216,) (01, 实 ) 
即 | 
~ a = exp(2i6,) — 1 = 2iexp(i6,)sind, 
6 称 为 7 分 波 的 相 移 (phase shift). 此 时 式 (13. 4. 12) 化 为 ? 


Rd pe enn 志 sin (or = 全 + 
:分 波 的 散射 波 为 
V4fC27 干 1 Fh (kr) Y? 0) 


r 


ee Ar Di Reexp[iCkr — In/2)JY? (0) 


i pass a 


一 2H oxpCid,) sind,P, Ccosb) pkr? 


与 式 (13. 4. 11) 相 比 ,得 
RS 二 2L+1 (ig,)sind,P, (cosh) 


由 此 求 得 散射 波幅 


(13. 4. 13) 


(13. 4. 14) 


(13. 4. 15) 


(13. 4. 16) 


(13. 4. 17) 


Q@ 有 时 把 式 (13.4.12) 中 的 (hn) 十 党 hu(kn) 换 为 cosdji (kr) 一 sinbinm 《kr) ,于 是 (常数 因子 不 关 紧要 ) 


Rey) 二 Ceos (ER 


十 isin8y (exp[LiCkr — ln/2)] + exp[— iCkr — Lx/2)]}) 
一 | exp| i( 如 一 和牛) ]-exp[ -ie 一 权 +a) ] } 


一 走 sin( 如 一 笃 十 3 


除了 一 个 无 关 紧要 的 常数 因子 ( 相 移 全 与 它 无 关 ) 外 ,其 结果 与 式 (13, 4. 15) 相 同 . 
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(13. 4. 15’) 


f(0) = 2 f1(0) 
1=0 
= >) (21+ 1)expCi6,) sind,P, (cosb) 
/一 0 


a 和 (2 十 1)[exp(2i0) — 1]P, (cosO) (13. 4. 18) 
7 一 0 


而 微分 截面 表示 为 
oC0) 一 | FCO) | 


一 走 | 2 (27 + 1)exp(i6,)sind,P, (cosO) | 
/二 0 


= 和 妈 | > VET TexpCid) sind, Y? (0) | (13. 4. 19) 
l=0 
再 利用 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 性 ,可 求 出 总 截面 
Cr = | fC0) |?dn = 守 》) (2 十 1)sin28， (13. 4. 20) 
[一 0 


以 上 两 式 就 是 微分 截面 及 总 截面 用 各 分 波 的 相 移 8 来 表达 的 一 般 公式 . 计算 截面 
归结 为 计算 各 分 波 的 相 移 6. 


“对 于 全 同 粒 子 的 散射 ( 见 13. 3 节 ) 


利用 
PiLcos(x—0] 一 P (一 cosb) = (一 1)5P (cos0) 


yt 2 D[expC2i8.) 一 本 (一 DPCcosg) 
可 求 得 [ 见 13. 3 节 , 式 (13. 3. 5)] 
“(0 一 [Ab 十 Fr 一 扩 1 一 直 | D21+ DLexp(2i6,) — 1]P,Ccosg) | 
Z( 偶 ) 


ol0) =|f(0) — f(x—01’ 一声 | DC21+ DEexpC2id) 一 1]Pi(cosg) | 
从 疝 ) 


根据 边 条 件 (13. 4. 15) 或 (13. 4. 15') , 解 径 向 方程 (13. 4. 8) ,可 求 出 5, 即 求解 
4 (2 Rh [#2 Un]R =0 (13.4.21) 
并 满足 边 条 件 


kr—oo 1 
kr 


应 当 注意 , 径 向 方程 (13. 4. 8) 中 出 现 了 入射 粒子 能 量 (k== V3yE /i) ,所 以 相 移 还 
与 能 量 有 关 , 即 应 理解 为 % (已 ) 或 8 (RE)， 


R sin( 如 一 笃 十 训 ) (13. 4. 22) 
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* 相 移 的 Born 近似 计算 公式 9 
利用 展开 公式 @( 注 意 :gq 二 2ksin9/2) 
一 Dt 1)¥ (kr)P (cosO) (13. 4. 23) 
代入 13. 2 节 公式 (13. 2. 21) ,得 
f(0) 一 一 路 2 21 十 D)PiCcosg)| VO Cer) rdr (13.4. 24) 
与 分 波 法 计算 公式 (13. 4. 18) 


fC0) = 4 S21 1)expCid,)sind, Pi (cosb) 
二 0 


k i 
比较 , 当 8 很 小 时 ， exp(16,) 1, sind, 0 ,可 得 到 

了 | vo (i (13. 4. 25) 
所 以 


& = 


， 0 
V(r) 二 0(3 引 力 ) (13. 4. 26) 


V(7) 0( 斥 力 ) 
设 V(r) 具 有 有 限 力 程 ,只 在 r<ro 范围 中 不 显著 为 零 ,并 且 人 射 粒子 能 量 较 低 ,em < 入 1, 利 用 
kr—0 k’ L 
ji tT 
于 是 
2 k ro kir? 


| 24H1 
[0 ~ fi? 6 TE TT AA drcct (13. 4. 27) 


s 波 . 


讨论 
(1) 相 移 6, 的 正 负 号 

U(r) 的 作用 是 改变 /分 波 的 径 向 波 
函数 的 渐 近 行为 


sin(kr—In/2) 


ei 
sin(y ax/ in (3 二 
万 


kr 
即 产 生 一 个 相 移 5. 车 Ur) 二 0, 则 6,= 
图 13.11 0. 从 物理 图 像 来 看 , 知 U(Cr) 盖 0( 斥 力 )， 
图 中 实 线 表 示 无 散射 势 情况 (2 一 0). 9 二 0 粒子 将 被 推 向 外 , 即 径 向 波 函 数 将 往外 
相应 于 吸引 势 ,6, 过 0 相应 于 排斥 势 . 推 ,这 相当 于 二 0, 见 图 13. 11. 反之 ， 


DD NN. F. Mott, H. S. W. Massey, The Theory of Atomic Collision ,2nd ed. ,p. 119(1949). 
@ G.N. Watson,Theory of Bessel Functions,p. 363(1935). 
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车 U(x) 过 0 引力 ), 则 8 之 0, 径 向 波 函 数 将 向 内 移 . 概括 起 来 
0 一 Ce (13. 4. 28) 
a ( 斥 力 ) 

(2) 要 计算 多 少 分 波 ? | 

一 般 说 来 ,/ 愈 大 的 分 波 所 描述 的 粒子 , 距 力 心 的 平均 距离 就 愈 大 ,因而 受到 
中 心力 场 的 影响 就 愈 小 , 即 |6, | 愈 小 . 我 们 
可 以 用 半 经 典 图 像 大 致 估计 一 下 需要 计 
算 多 少 分 波 的 相 移 . 如 图 13. 12. 设 相互 作 
用 力 的 力 程 为 a, 即 只 当 相互 距离 > 委 a 
时 ,作用 力 才 较 显著 . 设 入 射 粒 子 的 速度 
为 v, 描 准 距 为 5, 则 角 动 量 守 讨 守 mwb. 能 
够 受到 作用 力 影响 的 粒子 的 5 过 a, 即 
Lmaxh 人 mva ,所 以 


ln < 二 全 (13. 4. 29) 
和 为 人 射 粒子 的 de Broglie 波长 . 例如 ,对 于 核子 ， 
4.5 
太一 圭一 A Ff (13. 4. 30) 
i | 


上 式 中 玉 用 MeV 为 单位 . 核子 之 间作 用 力 的 力 程 10783 cm, 因此 , 当 EF 
20MeV( 低 能 核子 -核子 散射 ) ,只 要 考虑 /二 0 和 1 分 波 (s 波 与 p 波 ) 就 可 以 了 .能 
量 愈 高 ,x 愈 短 , 要 考虑 的 分 波 就 愈 多 . 在 只 考虑 s 波 的 情况 下 , 角 分 布 是 球 对 称 
的 ,或 者 说 是 各 向 同性 的 . 这 是 能 量 很 低 情况 下 散射 截面 的 共同 特征 . 

实验 工作 者 往往 对 实验 所 得 的 角 分 布 曲线 进行 所 谓 “ 相 移 分 析 ”, 即 根据 公式 
(13. 4. 19) , 找 一 组 参数 6,(1 二 0,1,2,…) ,使 根据 它们 计算 出 的 截面 (0) 与 实验 什 
偏离 最 小 (用 最 小 二 乘法 ). 这 种 从 实验 截面 分 析 得 出 的 相 移 6., 是 研究 粒子 间 相互 
作用 的 不 可 缺少 的 资料 . 


练习 1 当 只 考虑 s 波 与 p 波 时 , 角 分 布 有 何 特点 ? 

答 ,oC0)/ 共 二 Ao 十 Aicos0 十 Ascos’0. 

Ao=sin 6 ,Ai=6sing, sind cos(6, 一 让) ,4 一 9sin20 

练习 2 能 量 为 lkeV 的 电子 ,对 原子 (aR10 习 cm) 散射 ,大 致 要 计算 多 少 分 波 ? 


13.4.3 光学 定理 
按 式 (13. 4. 18)， 
Imf(0) = >) (21 + 1)sint8,P, Ccost) 
i=0 
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Imf(0) 一 地 (到 十 1)sin28， 
li=0 
与 式 (13. 4. 20) 比较 ,可 得 
De Eo 
即 


ee 和 Imf(0) 


(13. 4. 31) 


此 即 光学 定理 (optical theorem). 它 表明 向 前 散射 (9 二 0) 波幅 与 总 截面 之 间 的 关 
系 . 从 物理 上 讲 , 这 是 容易 理解 的 . 因为 发 生 散射 时 ,人 射 束 中 的 粒子 必然 有 一 部 分 
沿 不 同方 向 传播 开 去 , 即 有 一 部 分 粒子 从 人 射 波 中 移出 去 ,使 人 射 波 方向 (9 一 0, 即 


向 前 散射 方向 ) 的 散射 波幅 减弱 ,因而 ImF(C0) 天 0. 


上 述 证 明 方 法 是 很 局 限 的 , 即 用 弹性 散射 的 分 波 法 来 证 明 的 . 实际 上 还 可 以 非 
常 普遍 地 证 明 此 光学 定理 [包括 有 非 弹 性 散射 的 情况 ,光学 定理 也 是 成 立 的 , 见 式 


(13. 4. 93) ] 


例 1 刚 球 散 射 


刚 球 散 射 是 一 个 典型 的 散射 问题 , 它 是 球 方 势 急 的 极限 情况 ,数学 上 处 理 较为 简单 ,容易 得 


出 相 移 的 解析 表示 式 . 刚 球 的 作用 可 如 下 表示 ， 
VCr) = | 
1 分 波 的 径 向 波 函 数 取 为 ( 见 428 页 的 脚注 


co, r=<a 


0， r>a 


0， ra 
Ri (kr) < | ne 
cosOj (kr)—sindm(kr), r>0 
可 得 


二 


RD) -一 人 二 sin( 如 一 到 +) 


8 由 边 条 件 (r 一 a 处 波 函 数 的 连续 和 条件) 确定 . 令 ka 二 x, 则 由 式 (13. 4. 22) 可 知 
及 (Zz) = cosbj (x) — sindm (rz)=0 


即 
tang 三 ]1 (7) 
nm (zx) 
我 们 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 低能 极限 (xz->0). 利用 
Z 一 0 x 
ER GFT 
| 
可 求 出 
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(13. 4. 32) 


(13. 4. 33) 


(13. 4. 34) 


(13. 4. 35) 


es jx) ZX>0 Os 
Be my (ZX) [Oo DI C041) (13. 4. 36) 


显然 , 当 zs*0 时 ,只 有 /二 0 分 波 的 相 移 & 重要 ,所 以 求 截面 时 只 考虑 /二 0 分 波 , 即 s 波 . 
由 于 . 


tando 一 一 工 
又 Xx 之 1, 所 以 
dro—h<0 (13. 4. 37) 
因而 总 截面 为 
pe 和 in ey 人 ey (13. 4. 38) 


角 分 布 是 各 向 同性 的 . 总 截面 是 经 典 刚 球 截面 ra2: 的 4 倍 , 与 刚 球面 积 相等 . 从 物理 上 可 以 理解 
如 下 :在 低能 极限 (波长 一 co), 人 射 波 可 以 发 生 绕 射 ,s 波 是 各 向 同性 的 ,因此 , 刚 球 表面 各 处 对 
粒子 散射 都 有 同等 贡献 . 

(2) 高 能 极限 (z->co). 利用 式 (13. 4. 20) 与 (13. 4. 35)， 


[zx] [z] 2 
na 一 笃 >)(21 十 D)sinzo = 3 ey 
l=0 


(TF Ln Cr) 
式 中 [zj] 是 指 3 Z 的 最 大 正 整数 . 当 x->co 时 ， 


4 Dsim(z ln/2) 好生 2 
k? Et! sin: (zr— Ln/2) + cos: (zx — Ln/2) 入 2 2+ Dsin (zx— lx/2) 


考虑 到 , 当 ! 王 偶 ,sin2(z 一 imr/2) 一 sin2z; 当 /1 一 奇 ,sin2(z 一 1r/2) 一 cos2z. 可 得 
[z] [z] 
a = Lt Dsinzt 2 《21 十 D)cosz) 


-每 [zz 二 Daiex | Dts, 
当 z->co 时 ， 
~ 侍卫 a 等 于 二 (13. 4. 39) 
是 经 典 刚 球 截面 的 2 售 , 也 是 刚 球 面积 的 一 半 . 
- 例 2 球 方 势 的 散射 
先 考虑 球 方 势 阶 
Ve a (13. 4. 40) 
0， 7 a 
只 考虑 s 波 , 令 径 向 波 函 数 RC7) 二 wl7)/r,; 则 
<<a 区 域 中 
+ (+)u=0 (13. 4. 41) 


k 一 W 2ub / 开 ko RE V 2pVo /不 
满足 边 条 件 uC0) =0 的 解 可 表示 为 


u(r) = sinkir 
= VR 二 EB = 2u(E++Vo) /fi (13. 4. 42) 
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r>a 区 域 中 


9 十 kw 一 
其 解 可 表示 为 
u(r) = Asin(kr + 6,) (13. 4. 43) 
根据 x 二 a 处 波 函 数 及 其 导数 连续 (或 波 函 数 的 对 数 导数 连续 ) 的 条 件 , 可 得 出 
tan(ka 十 加 ) 一 二 tanta (13. 4. 44) 
即 
1 tanka 十 tang 1 
Ek 1 — tanka taney | i 
解 出 ,得 


一 ktankia 一 ki tanka 


0 
因 ka<<1,tanka 守 ka, 所 以 
tankia _ 
如 人 kia 1) 
tand, ~ — 9 (13. 4, 45) 
1 十 ee tankia 
1 
此 外 ,kiaxzkoa, 上 式 右 侧 分 母 守 1, 因 而 
tand, ~ ha (Pe 1) (13. 4. 46) 
0 
因此 , 总 截面 
4T ， 4 tankoa — koa \? 
om — IEsin? 6 a fFtan? dy a ro 人 (13. 4. 47) 


练习 ”读者 可 以 验证 , 当 Vo 一 oo, (无限 深 球 方 势 阱 ) ,低能 粒子 的 散射 截面 ,与 半径 为 a 的 
刚 球 的 散射 截面 相同 . 


对 于 球 方 势 佑 
V(7) = | SW (13. 4.48) 
0， ra 
只 需 在 以 上 公式 中 ,把 一 iiw， 
Ko = V2uVo /hh (13. 4. 49) 
利用 tanixo 一 itanhmo ,并 假设 Aa<ma, 则 
i ~ ha (ee —1) (13. 4. 50) 
而 
6 = 4ra2 (eee | (13. 4. 51) 
对 于 刚 球 散 射 (Vo 一 co, 即 名 一 ceo) ,上 式 化 为 
ao 一 47ra2 (13. 4. 52) 
正好 是 刚 球 表面 积 , 
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13.4.4 低能 共振 散射 , BreitWigner 公式 


以 下 分 析 截 面 与 能 量 的 依赖 关系 . 以 方 势 阱 为 例 ,对 于 低能 散射 (ka<<1， 
tankazka), 由 (13. 4. 45) 式 可 以 得 出 
ka (Te —1) 


a (13. 4. 53) 


t 全: 
an0u 1 二 Rao tankia 
kia 


其 中 
ki = VBTE = Vo Vo TE /i 
经 计算 ,得 (利用 ka<<1) 


,2s __ tan’oo 
he 1 二 tan’:6o 
pa (Mae —1) 
10 


ee 
兴 2 2 tan’kia 
(1 十 Ra (1 十 本 ) 


k2a’ (1) 


pe (13. 4. 54) 
1 Tk2a? ya 
所 以 散射 总 截面 为 
(1 he) 
一 Hsin’d, = 4raz 一 -一 一 (3 的) 
人 A 
1 
以 下 讨论 它 随 8 (或 能 量 媚 ) 的 变化 . 考虑 到 
YW EY” v2/ E 
hk (Th ~ (Ue (13. 4. 56) 


当 kia 值 偏离 (x 十 1/2)xCn 二 0,1,2,…) 较 远 时 ,tankia 值 不 大 , sim:6, zk?a? ,因此 ， 
oz4na’. 而 当 kia(n 十 1/2)x 时 , tar kia 污 1, 此 时 sin?6 和 1[ 或 n+1/2) xr], 


~ 入 一 信和 >4ra’, 即 出 现 共振 峰 , 信 射 粒子 将 受到 势 阱 强烈 影响 


ka? 
在 相反 情况 下 , 若 haznx《n 二 1,2,3,…), 则 sin?6, 守 ka?<1,6, 半 nx. 因而 Cr 
变 得 很 小 , 即 势 阱 对 人 射 粒子 几乎 无 散射 ,似乎 是 完全 透明 . 例如 ,能 量 很 低 (E<: 
leV) 的 电子 对 惰性 气体 原子 散射 ,电子 几乎 不 受 任何 阻拦 而 完全 穿 透 , 这 称 为 
Ramsauer Townsend 效应 . 从 物理 上 可 如 下 理解 : 当 势 阱 深度 与 宽度 合适 的 情况 


下 ,粒子 在 势 阱 内 的 波长 ,一 灵 一 经 , 即 xi72) 一 a, 半 波长 的 整数 倍 等 于 势 阱 宽 


> 
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度 ,此 时 将 发 生 完 全 穿 透 的 现象 . 
Breit-Wigner 公式 
在 一 般 情况 下 ， 
a = 人 E> C21 + 1)sin’d, (13.4.57) 


6.(E) 依 赖 于 入 射 粒子 能 量 . 当 能 量 玉 合适 时 ， 
ONT1/2D)rx, n=0,1,2,. 
sin20 2 1 (13. 4. 58) 
/分 波 对 截面 贡献 达到 极 大 值 ,此 时 散射 截面 将 出 现 共振 峰 . 下 面 分 析 一 下 在 共振 
峰 附近 截面 随 能 量变 化 的 行为 . 为 简单 起 见 ,假设 在 某 能 量 附 近 只 出 现 一 个 共振 峰 
(与 其 他 共振 峰 离开 较 远 ). 例如 , 设 E>E, 时 ,6,(E) 一 x/2, 即 65,(E,)==x/2， 
sind,(Eo) 二 1,cos6.(Eo) 二 0. 在 EXE。 邻 域 做 Taylor 展开 ， 


sin5i(E) =sind(E,) 十 | cosd(E) ， 宝 ] oy on 
E 


cosji(E) —cosd,(E,) 一 | sind.(E) ， 号 ] 外 


dE dEls, 
令 
a = KE-E,) (13. 4. 59) 
这 里 厂 定义 为 
so//dd 
r= 2/ ( 守 ), (13. 4. 60) 
是 一 个 实数 值 , 称 为 共振 宽度 (理由 见 后 ). 
/分 波 的 波幅 为 
f(0,E) = lt en Deny (13. 4. 61) 
上 式 中 与 能 量 依赖 敏感 的 部 分 为 
辣 四 sind, (E) 
fi(E) = expLid,(E) Jsind,(E) = OB CE) ion CE) (13. 4. 62) 
在 共振 峰 附近 (EE,) 
本 于 时 rT,/2 
ee 
卫 
| (本 下 和 Li/4 (13. 4. 63) 


"EER 
如 在 EE。 ,只 有 1 分 波 对 截面 的 贡献 重要 , 则 
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ar A -QL DI 
0 0 (13. 4. 64) 
Ek? (E—E)?+TID:/4 
此 即 Breit-Wigner 公式 . 


例 3 低能 np 散射 
实验 发 现 ,低能 中 子 对 质子 散射 出 现 的 共振 现象 这 与 np 体系 存在 结合 能 很 小 的 一 个 束缚 
定 态 ( 即 气 核 基态 ) 有 关 . 下 面 来 分 析 此 现象 . 
设 入 射 中 子 能 量 E10MeV, 由 于 核 力 力 程 ax1. 2fm, 需 要 考虑 的 最 大 ! 分 波 为 
lnax = ka VY 2uE /ea = Ye Fa 0.6 
利用 了 jc? = 广 mc? 0. 5X10 MeV ,cz200MeV fm. 所 以 只 和 需 考 虑 s 波 (1==0) 即 可 . 
作为 粗略 估算 , 设 np 作用 为 一 个 球 方 势 阱 ,在 势 阱 内 (r<<a) ,束缚 态 (! 一 0) 径 向 方程 为 


Sw + FG (13. 4. 65) 
由 于 束缚 态 能 量 Ex0( |E|<V) 
(一 + )w 0 b= VB (13. 4. 66) 
满足 wu (0) ==0 的 解 可 表示 为 
Ww (7) = sinkor (r= 过 a) (13. 4. 67) 
当 r>a, 满 足 r>oo 处 波 函 数 有 界 的 解 为 
wl7) = Aet, B= v2ul El/h (13. 4. 68) 
利用 ”一 处 ws 及 其 微 商 连 续 的 条 件 , 得 
hocothoa = tan( 至 一 Aa) 一 一 8 (13.4.69) 


此 即 近似 估算 低 激 发 能 级 (| 已 |<*0) 的 式 子 . 如 axsx/2, 则 上 式 化 为 
如 (r/2 一 如 a) 人 一 有 
或 


ha 心间 十 二 (Bh) (13. 4. 70) 


现在 来 分 析 低 能 散射 Ss 按 例 2 式 (13. 4. 44) 
tan(ka 十 600) 王 tankia 
式 中 ki a kz 十 及 2 Xko (kbko) ;所 以 
ktankoa SX kotan(ka 十 6o) (13. 4.71) 


利用 式 (13. 4. 70) ,得 
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ktan( 好 t+)~ k tanka + tandy 


2 ko) 1— tankatand, 
利用 &a<l1 ,可 得 
2= ZN ka 十 tan6o 
kcot(B/ko) 入 ko 2 ka tand, (13. 4. 72) 
再 利用 B/Ro 攻 1(|E|<&Vo),cot(B/ko) 守 ko/B, 上 式 化 为 
_k ka 十 tando 
B 1 — ka tan6o 
解 出 tan6, ,得 
1 _ 8—hk?a 
coteu 一 PE 一 EC 1 (13. 4.73) 
或 
-有 ,a jy 
kcotoo i 
2 = 
rr (13. 4.74) 
Ret = = Frok + Oc’) (13. 4. 75) 
0 


ai 称 为 散射 长 度 (scattering length) ,ro 称 为 有 效力 程 (effective range)， 
对 于 方 势 阱 (吸引 势 ) , 设 ee<1,p<1, 相 应 的 ao 三 一 1/6<0,ao 取 负 值 . 利用 
散射 长 度 ,低能 散射 截面 


= 4.7 
0 一 £2 sin 6o js (13. 4. 76) 


当 &>0 时 可 表示 成 


1 47a2 


~ 

对 于 np 散射 ,这 是 一 个 不 小 的 量 . 根据 np 束缚 系统 ( 乞 核 ) 的 基态 能 量 

E== 一 2.237MeV, 可 求 出 8= V3 大 和 1/4.305fm. 若 取 aszl. 2fm, 则 可 求 出 
ao 王 一 (Ba 十 1)/B 二 一 5. 5fm. 由 此 计算 出 


A 4na? (13. 4.77) 


ok—>0) = 4xa? = 3.8X 10 cm (13. 4.78) 
确 系 一 个 不 小 的 量 , 但 实验 观测 值 为 
oC(k—>0) | = 20. 36 X 10 * cm (13. 4.79) 


与 计算 值 相差 甚 远 ,这 是 由 于 核子 还 有 自 旋 . 对 于 气 核 ,体系 处 于 自 旋 三 重 态 (S= 
1), 而 在 np 散射 中 ( 非 束 缚 态 ) ,还 可 以 出 现 自 旋 单 态 (S 二 0). 因此 o 平均 值 为 


es FalS a0 + oS = (13. 4. 80) 


如 用 o.(S=1) 二 3.8X 10 2 cm 代入 上 式 , 并 要 求 0 平均 一 O41|exp , 则 可 求 出 
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m(S 一 0) 一 70X102%cm2 = 4xai(S = 0) 
即 单 态 (S 一 0) 下 ,散射 长 度 |ao |s2. 36fm. 
从 极 化 实验 ,还 可 进一步 肯定 在 单 态 下 wm 0 取 正 值 (排斥 势 ) ,所 以 ao(S=0) 
2. 36fm>>0. 这 说 明 处 于 自 旋 单 态 (S==0) 下 的 np 体系 ,不 存在 束缚 态 . 


"13.4.5 非 弹 性 散射 的 分 波 描述 


按 式 (13. 4. 2), (13. 4. 5),(13. 4. 6) 和 (13. 4. 12) ,可 以 把 波 函 数 表示 为 
J7)= ew yl7) 


> D) Sd {SiexpliGr — In/2)] — exp[— iChr — in/2)]) PiCcosg) 
l=0 


| 2 St[Sew 十 (一 1) 生 1 ew |P, (cosO) 


(13. 4. 81) 
上 式 中 S 一 1 十 ai， 对 于 弹射 散射 | S， | lt , 令 S1=exp(2i6,),， (8 实 ). 若 | S， | 天 1, 则 
出 现 非 弹性 散射 (inelastic scattering). 其 物理 意义 如 下 : 试 计 算 径 向 粒子 流 密 度 


和 于 /, 9 
ee 2 (Y 天 C, C， ) 
用 式 (13. 4. 81) 代 入 ,经 计算 可 得 


FL) (27 + 1) 


2 Dp Dkr XLSr*Sv 十 (一 TH PCcos9)P (cosg) 
LY 


(13. 4. 82) 

因此 ,通过 一 个 封闭 面 S( 包 围 散射 靶 的 半径 为 R 的 大 球 ) 的 径 向 流 为 

bids=R| dp| singdg, | = 2nR’|j,| singd 

利用 Legendre 多 项 式 的 正 交 性 公式 [附录 四 , 式 (A4. 20)], 得 

$i 可 DQ+Ddsl—D (13. 4. 83) 
对 于 弹性 散射 ,|S, | 二 1 时 ,上 式 积分 为 0, 即 没有 粒子 流出 此 封闭 面 ,或 者 说 外 行 
和 内 行 粒子 流 互相 抵消 . 如 果 在 碰撞 过 程 中 ,靶子 或 人 射 粒子 的 内 部 结构 (状态 ) 有 
改变 , 则 会 出 现 非 弹性 散射 , 例如 ,中 子 对 原子 核 碰撞 , 既 可 能 出 现 弹 性 散射 ,也 可 
能 使 原子 核 激 发 ,中 子 可 能 从 另外 的 道 出 射 ,中 子 也 可 能 被 吸收 等 . 此 时 对 于 某 一 


个 /分 波 来 讲 , 粒 子 数 是 可 以 改变 的 ,因此 |Si | 过 1. 此 时 ,散射 波幅 的 一 般 表示 
式 为 


f(0) = 吉 > 241)(S,— DPCeost) (13. 4. 84) 
l=0 
弹性 散射 总 截面 表示 为 
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i (13. 4. 85) 
非 弹性 散射 (反应 ) 总 截面 表示 为 


0 = 站 2 ( (21 二 1)(1—|S,|?) (13. 4. 86) 
l=0 
总 截面 为 
n=0t0— ED 2+ — ReS) (13. 4. 87) 
1=0 
如 从 各 分 波 来 看 ， 
Ge = Do oo 一 亚 (21 十 1)11 一 Si (13. 4. 88) 
Ll 
= jm on = 亚 (20 十 1)(1 一 | Si |?) (13. 4. 89) 
i 
0 2 和 (21 十 1)(1 — ReS,) (13. 4. 90) 
l 
特例 ， 


如 S, = 1, 则 f(0) 二 0,ae or、 均 为 0， 表示 无 散射 . 
如 Si 二 0, 则 566 = 0, = 六 (2L 十 1)， 表示 完全 吸收 . 


例如 ,考虑 散射 势 有 一 明显 力 程 4, 在 高 能 极限 下 ,Ls 二 a, 由 此 可 求 出 
oa = 0, = na’, 0 = 2na’ (13. 4. 91) 

一 个 经 典 粒子 碰 到 一 个 半径 为 a 的 完全 吸收 的 “ 黑 盘 ”(black disc) ,截面 为 6 = 
na .考虑 粒子 的 波动 性 ,还 会 发 生 弹性 散射 ,6 一 xa? ,这 是 波动 绕 射 现象 (衍射 波 ) 
的 贡献 , 称 为 影 散 射 (shadow scattering)@. 

按 上 面 分 析 还 可 以 看 出 ,只 要 出 现 非 弹性 散射 , 则 一 定 相 伴 有 弹性 散射 出 现 ， 
反之 则 不 然 . 例如 , 当 |Si|==1 时 ,o,==0, 但 6o,=0, 关 0 

由 式 (13. 4. 84) 还 可 看 出 


Imf(0) = 3 人 + 元 Cant NR 
/一 0 


8 


= 》 2 2 et el Re (13. 4. 92) 
与 式 (13. 4. 87) 比较 ,可 得 
Imf(0) = Eo 
Tn 


@ 参见 A. Messiah, Quartum Mechanics, vol. 1, p. 395;Cohen-Tannoudiji, et al , Quantum Mechanics, vol. 
H ,p. 953. 
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即 光 学 定理 
人 笃 Im/0) (13. 4. 93) 
它 对 于 非 弹性 散射 也 是 成 立 的 . 


13.5 ” Coulomb 散射 


在 前 几 节 中 ,我 们 假定 了 散射 势 V(r) 具 有 有 限 力 程 a, 即 在 力 程 外 (ry 之 a)， 
V(r) 一 0, 粒 子 之 间 无 相互 作用 ,是 自由 的 . 因此 ,散射 粒子 的 径 向 波 函 数 在 r 一 co 
处 的 渐 近 行为 ,除了 在 力 程 内 VC7) 的 影响 所 产生 的 一 个 相 移 外 ,与 自由 粒子 相同 . 
与 此 不 同 ,Coulomb 势 为 长 程 势 . 无 论 两 个 点 电荷 相距 多 远 , 总 会 感受 到 相互 的 
Coulomb 作用 . 可 以 想到 ,在 Coulomb 散射 中 , 径 向 波 函 数 的 渐 近 行为 与 自由 粒子 
有 所 不 同 . 

在 氧 原子 的 束缚 态 中 ,已 可 以 看 出 这 种 差异 . 氨 原 子 Coulomb 势 V(r) 一 
一 全, 束缚 能 级 为 及 一 一 3 二 ,如 把 瓦 记 为 EE 一 一 起居 /2p 即 8 一 1/na, 则 当 r 一 
-时 相应 的 径 向 波 函数 ( 见 6.4 节 ) (未 计 及 归 一 化 常数 ) 

Rau(7r) — reBr, 1 一 1,2, (13. 5. 1) 
而 对 于 有 限 力 程 的 中 心 势 V(r) 中 的 粒子 束缚 态 ( 能 量 为 一 让 六 /20) 的 径 向 波 函 
数 ,在 r>co 处 ， 
Ra(r) > Te (13. 5. 2) 
可 见 两 者 并 不 相同 . . 
对 于 散射 态 (正三 不 外 /20>>0) ,相当 于 把 上 面 的 8 换 为 土 记 (k 实 ). 对 于 有 限 力 
程 作用 , 径 向 波 函 数 在 一 ~ce 处 为 
Ru (7) > Lew (13. 5. 3) 
而 对 于 Coulomb 势 V(r) 二 一 2/r,n 二 1/Ba 换 为 n= 二 土 iy,yY 二 一 1/ka, 径 向 波 函 数 
在 r>co 处 ， 
os Lert CB 
可 见 两 者 并 不 相同 . 在 Coulomb 势 散 射 中 ,出 现 了 一 个 额外 的 相 移 一 ylnkr, 它 依 
赖 于 > 和 粒子 能 量 ( 但 不 依赖 于 粒子 角 动 量 站. 
值得 庆幸 的 是 ,对 于 这 个 非常 重要 Coulomb 势 散射 ,可 以 采用 抛物 线 坐 标 系 


或 球 坐 标 系 ,Schr6dinger 方程 都 有 严格 的 解析 解 . 这 与 Coulomb 势 的 动力 学 对 称 
性 有 密切 关系 . 
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13.5.1 抛物 线 坐 标 解法 
抛物 线 坐标 (上 ,7,p) 与 直角 坐标 的 关系 如 下 C; 
和 一 7 十 z， 7 一 7 一 z， 0 一 arctan(y/z) (13. 5. 5) 
式 中 7 二 Vz 十 y 十. 这些 变 量 的 变化 范围 是 ;0 二 E 和 wo0,0 志 gq 过 2x. 式 
(13. 5.5) 之 道 为 


= Vcosp，y 一 v 鲁 sinp，z 一 方 (一 用 (13. 5. 6) 
可 看 出 
=r 一 z= rsin’gd, 六 GE 十 用 一 (13. 5.7) 
设 入 射 粒 子 与 靶 粒 子 荷 电 分 别 为 gq, 和 w , 则 Coulomb 势 表 示 为 @ 
gg 2092 
Ye ee (13. 5. 8) 


不 含 时 间 的 Schr6dinger 方程 为 
9 


2 ET 9é\” 9€ 9 énag’ < 十 7 
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式 中 下 = 二 汪 >0 为 人 射 粒 子 能 量 .方程 (13. 5. 9) 的 解 可 分 离 变量 , 令 
y= fi( fo (ne (13. 5. 10) 


式 中 已 取 y 为 角 动量 (守恒 量 !) 的 z 分 量 1, 的 本 征 态 (oce”), 本 征 值 为 m#, (但 


@ 参阅 P. M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, (McGraw Hill,1953). 在 抛物 
线 坐 标 系 中 ,线段 元 ds 和 体积 元 dr 为 ds? 二 hfds 十 h8d 十 hdg? ,dr 二 hihzhadfdmdg, 其 中 


mV) rR) /Er 
/EE 
2 2 2 

-VE + 


所 以 
二 十 十 
ds 一 “ede ty +édy 
dr 一 十 (十 力 dtdydg 
Laplace 算 符 表 示 为 


V 2 一 


-a 
| 
@ 在 Coulomb 势 中 ,和 与 了 所 处 地 位 完全 等 当 . 6 一 常数 是 以 > 轴 为 对 称 轴 的 旋转 抛物 面 ( 线 ) ,焦点 在 


坐标 原点 ,开口 向 下 . /一 常数 的 形状 与 此 相似 ,但 开口 向 上 . 
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并 非 的 本 征 态 ). 设 粒子 沿 = 轴 方 向 人 射 ( 人 射 波 一 ze) , 则 志 一 0, 式 (13.5.10) 
中 应 取 m 二 0, 并 在 散射 过 程 中 保持 不 变 . 此 时 ,fi 与 fo 满足 


GE 


Elke 中 和 oz 一 G13 


(13. 5. 11) 


式 中 
cl 十 cs = qiqgap/#e (13. 5. 12) 
考虑 到 波 函 数 中 应 该 有 一 项 入射 波 (~ 一 ee 一 exe-?2) 以 及 一 项 出 射 波 ( 一 蜂 一 
ee 3) ,我 们 应 找寻 下 列 形式 的 f1 (8) 解 ， 


万 (6) cc ee (13. 5. 13) 
用 式 (13. 5.13) 代 入 式 (13. 5. 11) ,得 ci 一 这 /2. 考虑 到 式 (13. 5. 12) ,fz() 应 满足 
d gp 
(hf 0 wf, (人 一 学 ) 户 =0 (13. 5. 14) 
再 考虑 到 边 条 件 ,不 妨 令 
f(D = eiW(y) (13. 5. 15) 


上 式 中 到 (7 反映 Coulomb 场 的 影响 , 如 Coulomb 场 不 存在 , 则 W=1. 用 式 
〈13. 5. 15) 代 人 式 (13. 5. 14) ,得 


dW _.p dW _ 
va 本 (13. 5. 16) 
式 中 人 
= 人 22 
Pe (13. 5. 17) 
为 方便 , 令 
六 一 这 7 (13. 5. 18) 
则 
7 5 十 一 9 3 Ai 一 (13. 5. 19) 
这 正 是 合流 超 几 何方 程 , 它 在 原点 Cm 二 0) 邻 域 解析 的 解 为 合流 超 几 何 函 数 
W = F(—iy,1,iky) (13. 5. 20) 


于 是 整个 波 函 数 [ 式 (13. 5. 10)] 可 表示 为 
pf Of WD cc exp[ FED WD = FE— iy,1,ik(r—2)] 


(13. 5. 21) 
为 求 出 截面 ,要 知道 波 函 数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 . 为 此 ,利用 F(a,c,z) 在 


@ 当 g 一 一 和 一 时 ,7 一 一 pe2/( 超 有 一 一 1/(a),a 一 起 /Cupe2)， 
。 443 。 


|z| 一 ce 处 的 渐 近 表示 式 @. 当 六 >ce 时 ,[ 利 用 TG1) 一 ] 


F(—iy,1,ikn) i (kn)Yem? 十 让 (Rp) Gi D2 eity 
= 而 | expCiylnky) 斗 es 高 ?个 iylnkn 十 jy) | 
(13. 5. 22) 
习惯 上 取 
Wr) = T+iNDe erF[—iy,1,ik(r— 2)) (13. 5. 23) 
则 其 渐 近 式 表示 为 
plr) >e*| exp(iy ln kn) Pt i iy ln py) | 
= + (13. 5. 24) 
其 中 
f(r) = exp[ikz + iylnk(r — z)] (L350.25) 


是 入 射 波 , 入 射流 密度 ( 略 去 1/r 项 ) 为 j;== 亦 /4，exp[iy lnk(r 一 z)j 反 映 Cou- 
lomb 长 程 力 的 影响 . :代表 散射 波 , 利 用 17 一 7 一 z 一 r(1 一 cosO) 一 2rsin20/2, 有 
_ITU+Y) ee a 本 
se C7) Pe er exp[— iylnk(r ~— z)] 
_T(l 二 iY) exp(— iylnsin?0/2) explLi(kr — Yln2kr) 
FCD) 2sin:0/2 2 (57 
人 出 射 球面 波 


由 此 得 出 Coulomb 散射 波幅 


了 风土 Te Pp (13. 5. 27) 
利用 TO 一 i 二 (一 DT( 一 7) ,T(z* ) 二 T(z)* ,可 知 
PUti TU+W i;y)— PU .0 
工 (一 i7) PC1 一 i7) TO 二 17)* 
因 |rQ 十 i /TG 十 iy)* |==1, 上 式 可 记 为 eS (一 iy),6。 为 实 . 因此 fc (9) 可 改 
写成 


fe(0) 一 一 (sin’0/2) 7， ez 部 (13. 5. 28) 


@® P.M. Morse, H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, McGraw Hill, 1953, p. 611， 式 
(5. 3. 51)., 
当 z 为 纯 虚 数 = 一 |z|eiw: ,|z| 一 cc 时 ， 


LCo) —a pian/2 Tle ac pi(a—c)n/2 
F(a,c,z) Ta |z|™e + Fe |z | 和 ce ez 
当 z 为 纯 虚 数 > 一 |z|e 2 ,|z| 一 co 时 ， 
TCc) 这 FTCc) 入 XT 
F(a,c,2z) 一 下 ea | z | exp| i (a | |z| exp( i a) 
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当 y>co 时 ,散射 流 密 度 为 


: _ 训 2-_ 记 1 2 
sc | 人 (0) 13.5. 29 
i = lfc)| ( ) 
由 此 可 求 出 微分 截面 
do = jser? d0/j; = | fceC0) |?dn 
即 


da ey a 
dQ | fe |: 4k? sin*0/2 
用 式 (13. 5.17) 所 示 y 代 入 上 式 , 得 


do_qg 1 _gg 1 
df 444k4 sin40/2 16F: sin40/2 (13. 5. 30) 
此 即 Rutherford 公式 . 
以 下 讨论 散射 振幅 的 解析 性 . 


作为 能 量 的 函数 ,Coulomb 散射 振幅 fc (0)[ 见 式 (13. 5. 28)] 的 解析 性 如 下 ; 
考虑 到 T(z) 在 整个 复 = 平面 上 不 为 0, 所 以 T( 一 iy) 关 0. 利用 


= T(z 二 3) 0 
De z zx(z 十 1) zxz(z 十 1)(z 十 2) Se 


可 见 z= 二 0, 一 1, 一 2, 一 3,… 是 T(z) 的 一 级 极点 . 在 这 些 极点 处 ,T(z) 的 留 数 (resi- 
due) 分 别 为 1, 一 1,1/2,…. 因此 ,fc()[ 见 式 (13. 5.27)] 有 下 列 一 级 极点 ; 
je 
即 
iy =—1,—2,—3,. 

所 以 

y=in, n=1,2,3, (13. 5. 32) 
特别 是 ,对 于 qi 二 一 gs 二 e( 氨 原子 即 此 情况 ) ,y= 一 ye? /#8 二 一 1/ka( 其 中 a= 起/ 
pe 是 Bohr 半径 ) ,极点 位 置 y==in 相应 的 == 一 1/ya 二 i/na, 而 相应 的 能 量 为 


272 2 4 
E 2 se 0 广 一 一 化 二 n=1,2,3,.… (13.5.33) 
这 正 是 氢 原 子 束缚 态 的 能 级 公式 . 


点 所 在 ,极点 在 & 正 虚 轴 上 (& 二 i/na). 
13. 5.2 球 坐 标 解法 


除了 抛物 线 坐标 之 外 , Coulomb 势 中 的 Schr6dinger 方程 的 解析 解 也 可 以 在 
球 坐 标 系 中 求 出 . 在 处 理 氨 原子 的 束缚 态 时 ,我 们 已 经 这 样 做 了 . 下 面 采用 球 坐 标 
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系 来 处 理 散射 态 . 此 时 ,不 含 时 Schr6dinger 方程 的 解 ,可 选 为 轨道 角 动 量 (F ,4.) 
的 本 征 态 , 即 y 二 RiCr) YY (90,g) ,Ri(7) 为 径 向 波 函 数 . 入 射 波 则 按 /分 波 来 展开 
( 见 13.4 节 ) 这 对 于 分 析 各 分 波 的 散射 振幅 及 其 解析 性 是 方便 的 . 

按 中 心力 场 的 一 般 分 析 ,Coulomb 势 V 一 qqs/r 中 的 /分 波 的 径 向 波 函 数 民 满足 


攻 和 十 用 一 坎 二 于 一 2 慌 n = (13. 5. 34) 
式 中 
尼 一 2 > 0， 六 (13. 5. 35) 
考虑 到 一 0 邻 域 的 边 条 件 , 可 以 作 下 列 替换 , 令 
R= rerf, (13. 5. 36) 


代入 式 (13. 5. 34) ,得 | 
rfit [2 t+ 2+ DI +L2k+D -2% = 0 


C18007) 
引进 无 量 纲 变量 
z =— 2ikr (13. 5. 38) 
则 


z f+ [2 +tD —2] fdtD + = 0 (13. 5. 39) 


这 正 是 合流 超 几 何方 程 . 它 在 原点 邻 域 解析 的 解 为 合流 超 几何 师 数 ， 
户 ccFCGC 十 1 十 ji 2 十 2, — 2ikr) (13. 5. 40) 
利用 合流 超 几 何 函数 Fa,r,z) 在 一 |z|e ,|z| 一 co 处 的 渐 近 行为 ( 见 p. 444 脚 
注 ) ,可 求 出 
下 区 未 下 下 六 2 下 区 二 蚊 


有 DC27 十 2) il Ty /1 9 
i exp| i (iy l D |exp( 2ikr ) 
(2 十 2) 一 (HH _， 工 : 
让 ?exp| i GT 二 1 十 访 | (13. 5. 41) 
令 
FPC 十 1 十 iz) ==| TC 十 1 十 iy) | expG6,),(6,, 实 ) (13. 5. 42) 
则 
PC 十 1 一 iD =TCO 二 1 十 i * 
=| PC 十 1 十 iz) | exp( 一 这 ) 
即 
PC 二 ITiz) _ 
Ft 1 —iy) exp(2i6,) (13. 5. 43) 
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式 (13. 5. 41) 可 化 为 


7 7 
FOU+1+iy,2+2, 一 3) » TT . ee 


x [iexp(— 2ipr + iyln2kr +i 1d)—iexp(—iyin2br —i 到 4+ ) | 


(13. 5. 44) 
由 此 可 得 [ 见 式 (13. 5. 36) ,(13. 5. 40) ,(13. 5.44)], 当 r=>co 时 


Tn : 
TC27 + 2) exp(F7+i6,) 1 


. 本 
Ty 地 Sin(r 一 人 一 Yln2hr 十) 


1 OC 入 iewf,-> 


(13. 5. 45) 
上 式 的 sin(…) 中 , (kr 一 1x/2) 是 自由 粒子 的 浙 近 式 中 的 相位 ,一 yln2kr 则 是 除 相 
移 6, 之 外 Coulomb 长 程 力 额外 贡献 的 相 移 ,与 /无 关 . 
现在 分 析 / 分 波 散 射 波幅 及 其 解析 性 . 按 分 波 法 一 般 理论 [ 见 13.4 节 式 
(13. 4. 18) ] ,散射 波幅 (9) 可 表示 成 


f(0) = 3 C21+D) | 0 一 -| PCcosg) 


(21 十 1)wP,(cosO) (13. 5. 46) 


式 中 每 一 项 代表 / 分 波 的 散射 波幅 . 试 把 它 作 为 能 量 五 的 函数 , 延 拓 到 整个 复 & 平 
面 上 去 ,并 研究 其 解析 性 . 为 此 ,只 需 研 究 式 (13. 5. 46) 右 侧 中 
本 exp(2i0 ) 一 1 
2 这 
的 解析 性 ,或 exp(2i6,) 的 解析 性 . 对 于 Coulomb 散射 , 按 式 (13. 5. 42), 即 研究 TC 
十 1 十 iy) 的 解析 性 . TC 十 1 十 iy) 的 极点 出 现在 


(13. 5. 47) 


A Ha En (13. 5. 48) 
处 , 即 
iy 一 一 (人 十 1) ,一 十 1 一 1, 一 《十 1) 一 2,… 
或 
一 1 9 一 Ny L 1 
es 0 (13. 5. 49) 
n, = 0,1,2,." [7 eA 
对 于 和 氨 原 子 ， 
7 一 一 pe /大 (13. 5. 50) 


在 散射 波幅 的 极点 所 在 处 ,y=in 二 一 ye? /大 &, 相 应 的 能 量 本 征 值 下 一 已 


2 2 二 二 和 (人 了 二 上 证 攻 
FE, 24 (名 ) 2 2 ) nz 922n2” n L132,3, (13. 5, 51) 
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这 正 是 氧 原子 的 束缚 能 级 公式 . 我 们 再 一 次 看 到 ， 束缚 能 级 所 在 ， 正好 对 应 于 散射 
波幅 在 复 & 平 面 的 正 虚 轴 上 的 极点 . 


* 以 上 结果 也 可 以 从 抛物 线 坐 标 法 所 求 出 的 Coulomb 散射 波幅 fc (0)[ 见 式 (13. 5. 28)] 得 
出 . 与 式 (13. 5. 46) 相 似 , 令 


fe(0) = >》)(21 十 1)aPi(cosg) (13. 5. 52) 
利用 Legendre 多 项 式 的 正 交 性 ,可 得 
=| dzP(a 大 Ceosg) (13. 5. 53) 
式 中 [ 见 式 (13. 5. 28)] 
fc(0) 一 一 赤 (sinzb/2) et (13. 5. 54) 


利用 sin?0 一 去 (1 一 cosg) 一 让 (1 一 z) ,得 


a 一 一 2 2z| dzP, (2) (1— Zz) (13. 5. 55) 
有 一 1 
利用 Rodrigues 公式 
P(e = E21 


代入 式 (13. 5. 55) ,分 部 积分 ， 


Ye 六 d 2 —iy—1 
六 | ,a Ez —D' | 


其 中 
上 a a | C= Dt 


=— | 本 D' Gy+ 1)G x) 


~、 


=a+WEFWDAUTDED | Dd- Dridr 


出 
一 (1 十 iD)(2 十 0 (十 i)。 | Ga+axcd 二 人 


一 (1 十 DC(2 十 刘 DC 十 i。20071BC 二 1 一 i7) 
其 中 特殊 函数 

B(p,q) 下)FPCOACD 十 9) 
于 是 


ER e2i50 2 这 5 AN A TO DIC omi 
Wr roti , 


= ei Wl sg 2 
DE (1 十 DC2 十 1 (0 十 i7) re 


利用 
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下 GCC 十 1 一 1 一 (一 DC 一切 ) 
一 (一 DG 一 1 一 DRCGC 一 1 一 1 一 
=(—WD0U—1—W (WC— NI 
于 是 [参见 式 (13. 5. 28) , (13. 5. 43)] 


Po QU+inDO—1+iD (+ yi 
′ 2 记忆 一 t(C 一 1 一 1 (1 一 i) 
1 4 十 iD 轨 C 一 1 十 这 人士 访 PGL 十 iD) 
2 这 (1 一 这 CC 一 1 一 这 (1 一 DTFCGLE 一 1) 


_ 1 FTCT+I+i _ .1 yo 
一 共 TI 一 it 一 3 (13. 5.56) 


代 人 式 (13. 5. 52) ,得 


fe = D+D pT PCcost) (13. 5. 57) 
还 可 以 证 明 ,此 式 可 改写 成 
fe(0) = DTD xp) — lp, (cosg) (13. 5. 58) 
与 式 (13. 5. 46) 相 同 . 这 里 利用 了 下 列 公式 : 
8(1 — cosb) = 2 DP (cosh) (13. 5. 59) 


所 以 , 除 9=0( 向 前 散射 ) 之 外 ,上 式 为 0. 而 9=0 时 ,fc (90) 是 发 散 的 ,因此 把 式 (13.5.57) 改 写成 
式 (13. 5. 58) 是 可 以 的 . 


13.5.3 ” Regge 极点 


前 面 已 提 到 ,如 把 散射 波幅 看 成 能 量 EL 二 大 及/ (2y) ] 的 函数 ,解析 延 拓 5 到 复 
平面 上 ,人 们 发 现 ,体系 的 束缚 能 级 所 在 , 正 是 散射 波幅 在 复 * 平 面 的 正 虚 轴 上 的 
极点 . 下 面 从 另 一 个 方面 来 讨论 , 即 把 分 波 散 射 波幅 ai[ 见 式 (13. 5. 46)] 看 成 7 的 
函数 ,并 解析 延 拓 到 复 /平面 上 去 ,探讨 w 是 否 有 极点 ?a 在 复 7/ 平面 上 的 极点 ， 
称 为 Regge 极 点 . 在 复 /平面 上 ,ai 的 极点 组 成 的 轨迹 , 称 为 Regge 轨迹 . 当然 ， 
Regge 极点 还 对 应 一 定 的 能 量 . 

对 于 Coulomb 散射 ,其 分 波 振幅 [ 见 式 (13.5.46)，(13.5.57)] 中 , w 一 
exp(2i8)/(2 这 ) 而 [ 见 式 (13. 5. 43)] 

exp(2i8,) 一 PC 十 1 十 DARC 十 1 一 i7) (13. 5. 60) 

式 中 

y= qqu/ Rk), k= V2nE/e 
分 波 振幅 的 极点 在 复 /平面 上 的 位 置 是 

1 十 1 十 iy == 0, 一 1, 一 2,*… 

即 

[=— n+l)—iy, n,= 0,1,2,.: (13. 5. 61) 
对 于 ,二 0 情况 ,吸引 Coulomb 势 [q 二 一 gs 二 e,yY 二 一 je:/( 大 8)] 的 散射 振幅 的 
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Regge 轨迹 如 图 13. 13. 此 时 
1 一 一 1 一 这 一 一 1 十 ioe27/( 直 到 ) 
其 中 Im/ 一 0( 正 实 轴 ), Rel 二 0,1,2,… 所 相应 的 点 
—iy = 1,2,3,.… 


或 
y=in, n=1,2,3,. 
所 相应 的 能 量 为 | 
0 Be 
Ss 加 的 i 
式 中 
Le 
一 
对 于 Coulomb 排斥 势 (% 一 % 一 e,7y 一 we27/ 让 有 ) 
L 一 一 (n+ 1)— iye’ /tk, n; = 0,1,2,.* 
对 于 n, 二 0， 


1 =— 1— iye?/#ek 
当 E>0 时 ,Im/<0. 
E<0 时 ， 


尺 一 1V 一 9» [ 一 一 一 pe /tv—E, Rel 一 一 1 


(13. 5. 62) 


(13. 5. 63) 


(13. 5. 64) 


(13. 5. 65) 


(13. 5. 66) 


所 以 在 排斥 Coulomb 势 的 情况 下 ,Regge 轨迹 并 不 经 过 /平面 内 的 非 负 实 轴 , 没 有 


对 应 的 束缚 能 级 . 见 图 13. 14. 


图 13. 13 
吸引 Coulomb 势 的 复 /平面 中 的 Regge 轨迹 (n, 二 0) ,1 二 0,1,2,… 相 应 的 能 量 为 束缚 态 能 级 . 
(参见 G. Baym, Lectures on Quantum Mechanics (1978) , p. 220. ) 
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图 13.14 排斥 Coulomb 势 的 复 /平面 上 的 Regge 转 迹 (n= 二 0) 


"13.5.4 二 维 Coulomb 散射 的 |m | 分 波 与 Regge 极点 2 
二 维 Coulomb 势 VCo) 王 A/o 中 粒子 的 Schr6dinger 方程 为 (参见 6. 6. 4 节 ) 


A i 

Hy= ( 2 to)= Ey (13. 5. 67) 
。 9a? 1 9 1 9 

人 


由 于 二 维 空间 旋转 对 称 性 ,7. 一 一 先 蕊 为 守恒 量 , 能 级 一 般 有 简 并 通常 选用 
CH,1.) 为 一 组 守恒 量 完全 集 ,其 共同 本 征 函 数 的 形式 如 下 


job) eR m 一 0, 土 1, 土 2,*… CO: 6) 
径 向 方程 为 
k= VE /k, Y= M/k (13. 5. 69) 
考虑 到 p->0 处 RCp) 的 渐 近 行为 ,RCp) 可 表示 为 
ROp) 一 olm ewu (p) (13. 5. 70) 


引进 无 量 纲 变量 = 一 2ikp, 则 满足 下 列 合流 超 几 何方 程 
dz du 1 : 
| | (lmlt3)+tiyh =0 (13.5.71) 


@ 王 靖 , 曾 谨 言 《中 国 科学 》,G34(2004),311. 
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在 &~0 邻 域 方程 (13. 5. 71) 的 解析 解 可 表示 为 合流 超 几 何 函 数 

&ccEF(C|z| 十 1/2 十 iy)2|mz| 十 1 — 2iko) C1820772) 
对 于 和 氢 原 子 4 一 一 2?) 束缚 态 (E<0,k 纯 虚 ,é 正 实数 ) ,要求 在 o>oo 处 RC(p) 一 0. 
我 们 注意 到 , 当 F(a,y, 人 为 无 穷 级 数 时 ,在 &>co 处 ,F(a,y, 台 的 发 散 行 为 与 指数 
函数 e 相同 . 在 此 情况 下 ,所 得 解 式 (13. 5. 70) 不 满足 束缚 态 边 条 件 . 因此 ,对 于 束 
缚 态 ,a 必 为 非 正 整数 ,a 二 一 n,n 二 0,1,2,…, 此 时 F(a 二 一 n, ,7Y, 台 中 断 为 一 个 多 
项 式 . 考虑 到 式 (13. 5.72) ,a 二 |m| 十 1/2 十 jy 二 一 n 意味 着 


E 一 一 如 一 7 十 | 和 | 十 172 (13. 5.73) 


set 
2f2 n2 
np, Im|=0,1,2,.…， n= 1/2,3/2,5/2,.… 
这 正 是 二 维 毛 原子 能 级 的 Bohr 公式 ( 见 6. 6.4 节 ). 
对 于 二 维 Coulomb 势 中 粒子 的 弹性 散射 (E 二 0,k 实 ,& 为 纯 虚数 ) ,F(a,y, 
为 的 振荡 函数 . 利用 在 纯 虚 上 轴 上 = 16|ew ,16 一 co 时 FCa,y,5) 的 渐 近 公式 
(p. 444 脚注 ) 


Fla,y) ~ Fs él™e ian/2 + LD | =| re piee (13. 5. 74) 
F(T— 十 下 co 


在 oo 处 
A enti 


pe | 


少 


(|ml+ 雪 +iy) 一 |T(lml + 二 +iy) 


esln1， (6|ml 实 ) 
(13. 5.75) 

我 们 得 
r(lm| 二 二 一 加 = r(lml+ 寺 + 刘 = |T(Iml+ 雪 +iy)|e 


即 
T(lm| 十 却 十 i) 
Tr(|m|+ 记 一 Y) 


因而 径 向 波 函 数 RCp) 二 po1”! ex(o) 中 x(o) 的 渐 近 表达 式 为 
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一 e261m| (13. 5. 76) 


wp)ceF(|m| 十 到 十 ij,2|m| 十 1, — 2ito) 


po T'(2|lml+t1) e37 
1 2 | m | 二 二 
了 (2ko) 
x {exp| iinC2hp) 十 i 到 |m| 十 i 下 一 论 1m 一 2ito] 


+exp| 一 jinC2hp) 一 ;各 lm 一 i 亚 十] 
—_TQm+D) ein 1 


1 YopyTmT 
(ml 二 本 十 大 Gin 砚 


X2cos| 一 ?in(2i) 一 可 |ma| 一 至 十 Snl 十 如 | (13.5.77) 


下 面 考虑 能 量 为 五 的 粒子 沿 z 轴 方 向 人 射 ,下 一 下 尼 /20, 动 量 如一 雁 , 思 一 0， 
人 射 波 表示 为 
fs = ee = elves (13. 5. 78) 
对 于 弹性 散射 ,能 量 守 恒 ,但 动量 不 守恒 ,此 外 [p; ,7] 关 0. 我 们 注意 到 y; 是 镜像 
反射 算 符 I 的 本 征 态 (I== 十 ) ,I 为 平面 内 对 轴 的 镜像 反射 
H:(z—>X,y 一 一 y) 或 (pop 一 p,0 一 一 0) (13. 5. 79) 
对 于 二 维 中 心 势 中 的 粒子 , (再,, 了 ,与 (及 ,1.) 一 样 ,都 可 以 选 为 一 组 守恒 量 完 
全 集 . 因此 ,作为 甩 ( 二 Ey 和 了 (= 十 ) 的 本 征 态 , 式 (13. 5.78) 所 示 水 可 以 很 方便 地 
用 ( 互 , ,了 0) 的 共同 本 征 态 来 展开 ,在 展开 式 中 保持 玉 和 工 = 十 不 变 . 在 数学 上 表 
现 为 如 下 展开 式 


exp(iRzr ) = explikpcosb) = Jo (ko) 二 lm Ji (ko)cos(| m | 0) 
ml| 一 1 


(13. 5. 80) 
式 (13. 5. 80) 中 只 对 及 ( 即 |m|) 求 和 . 由 于 有 为 守恒 量 , 不 同 的 |m| 分 波 可 以 彼此 
分 开 来 处 理 . 事实 上 ,具有 == 大妈/2y 和 卫 二 十 的 粒子 的 波 函 数 可 以 表示 成 


y= > RIm (ko)cos(|m|0) (13. 5. 81) 
Im|l=0 、 
把 式 (13. 5. 81) 代 入 式 (13. 5. 67) ,可 以 得 出 |m| 分 波 的 径 向 方程 
1d 39 mm 
(DE [Rs 13. 5. 82 
攻 do do 4 O | Im ( ) 


U(p) = 2uV (p)/e 
在 散射 问题 中 ,y 满足 如 下 渐 近 边 条 件 
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ye 十 ($F)rw (13. 5. 83) 
这 里 /(9) 即 散射 波幅 . 在 |m| 分 波 展 开 中 
f(0) = 3 fim (0) (13. 5. 84) 
Im|=0 


flimn1(0) 即 |m| 分 波 散 射 波 幅 , 待 定 . 
ws 5. 80) 及 当 |zx| 一 co 时 Bessel 函数 的 渐 近 式 


](D> /二 cos( | 


| (13. 5. 85) 
可 得 出 
UR A (13. 5. 86) 
在 粒子 处 于 二 维 Coulomb 人 及 (kp) 既 含有 和信 射 波 ,又 含有 出 射 波 ， 


Ri (ho)—> 2im Re 让 din Him Gap) | 
ai- 二 


+exp| 一 (tp 一 -一 于 )]| (13. 5. 87) 
式 中 al 待定 . 对 于 弹性 散射 , | 1 十 alw | 二 1, 所 以 
1 十 am 一 em (6 实 ) (13. 5. 88) 
6 mi 称 为 |m| 分 波 的 相 移 ,而 
al = einl — 1 = 2iesml sind (13. 5. 89) 


对 于 |m| 分 波 的 散射 波 
Zi™ el Hn Rp)eos( [ml0) -> 


DiexpGiam ) sin6 ln exp (s 1 亚 jcos |m|0) i (13. 5. 90) 
联合 式 (13. 5. 90) 与 (13. 5. 86), 可 以 得 出 |m| 分 波 的 散射 波幅 
fm (0) =12. | sindlm| cOS( | m|0) (13. 5. 91) 


特别 是 对 于 m 王 0， 
PA /去 i (13. 5. 92) 
这 样 , 我 们 得 出 散射 波幅 f(0) 的 |m| 分 波 表达 式 
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Me [2 x, 
f(0) = Dkx 4 (e230 一 ]) 十 pre {Cm — LeosC 1m|0) 


(13. 5. 93) 
为 研究 散射 态 (E 汪 0) 和 束缚 态 (E 二 0) 的 关系 ,可 以 把 f(9) 解 析 延 拓 到 复 
&R(CE<0) 平面 . 考虑 到 式 (13.5.87) 与 (13.5.90), 可 研究 al (或 em ), 或 . 


(|mm| 十 去 十 这 )[ 见 式 (13. 5.75)] 的 解析 性 .T( |m| 十 去 十 iy) 的 极点 位 于 


| m | 二 去 十 y= 0， 一 1, 一 2,… 
即 
y=in, n=n+|m| 十 172 (13. 5. 94) 
no, Im| =0,1,2,.…, n= 1/2,3/2,5/2,.… 
对 于 吸引 Coulomb 势 ,例如 氧 原子 人 一 一 6 ”7 一 一 LE /tk. 在 这 些 极点 处 ,能 量 为 


RE el = Ey 
EB; = 2 282 浆 ， n= 1/2,3/2,5/2, (13. 5. 95) 


这 正 是 二 维 氧 原 子 束缚 态 的 能 量 本 征 值 [参见 式 (13. 5. 73)], 即 束缚 态 能 量 正好 处 
在 散射 波幅 在 正 虚 & 轴 上 的 极点 . 

下 面 把 分 波 散射 波幅 fi (20) (或 am) 作为 lm 的 函数 ,将 其 解析 延 拓 到 复 
Im| 平 面 上 ,并 研究 aiwl 的 极点 位 置 所 在 . 对 于 二 维 Coulomb 散射 . al 一 ezm 一 1 
[ 见 式 (13. 5. 89) ,考虑 到 式 (13. 5. 76) 

Tr(|m| 十 序 十 这 ) 

r(|m| 十 去 一 这 ) 

对 于 荷 电 为 g 和 gz 的 两 个 粒子 的 散射 ,7 一 qigzw/ 让 &, 有 一 V20E /无 因此 ， 
aiml 在 复 |m| 平 面 的 极点 位 于 


| 十 广 十 这 一 0, 一 1, 一 2 


e223lm| 一 


即 
Im| 一 一 序 一 一 i 一 0,1,2,* C1 0 96) 
对 于 吸引 Coulomb 势 (g 一 一 gs 二 e,Y 王 一 ye /大 k) 和 nn 二 0 的 情况 ， 
In| 一 一 去 一 这 一 一 去 十 ye/ 如 k,Regge 轨迹 如 图 13. 15 所 示 . 在 实 mm| 轴 (Im 


Im| 二 0) 上 的 极点 处 ,Re |m| 二 二 0,1,*…,y 二 in,n 二 十 |m| 十 1/2 二 1/2,3/2， 
…, 正 好 对 应 束缚 态 的 能 量 本 征 值 所 在 ,其 能 量 为 [ 见 式 (13. 5. 95) | 


ke wl__k, Le 党 
E, 2 2 和 5 广 5 mz (Rydberg 常量 ) (13. 5. 97) 
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= > 
E=-4R, Relm| 
13.15 二 维 吸引 Coulomb 势 的 在 复 |m| 平 面 上 的 Regge 轨迹 和 极点 
对 于 排斥 Coulomb 势 (q 二 qs 二 e,y 二 ye /六 ,|m| 二 一 1/2 一 n, 一 jye / 想 k. 对 于 
7 一 0 的 情况 ,|ml 一 一 序 一 jpe /起 对 于 散射 态 (E>0) ,Im |m| 二 <0. 但 对 于 E<0 情 


况 , 一 iv 一 巨 ,| 站 | 一 一 广 一 w2/ 逢 V 二 再 ,Re |m| 过 一 1/2. 因此 ,对 于 排斥 Coulomb 
势 ,Regge 极 点 不 在 非 负 的 实 |m| 轴 上 ( 见 图 13. 16) ,因而 不 存在 束缚 能 级 . 


图 13.16 二 维 排斥 Coulomb 势 的 在 复 |m| 平 面 上 的 Regge 轨迹 和 极点 
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附录 :质心 坐标 系 与 实验 室 坐标 系 的 关系 


散射 问题 的 理论 计算 ,以 使 用 质心 坐标 系 为 宜 , 但 实际 观测 则 在 实验 室 中 进行 . 为 进行 比 
较 , 有 必要 给 出 各 观测 量 在 质心 系 与 实验 室 坐 标 系 的 关系 . 


0 
2 有 a 
= oe < 
“” -0 
a 
(a) 实验 室 坐 标 系 (ob 质心 坐标 系 
13.17 


1. 散射 角 的 关系 
在 实验 室 坐标 系 中 [图 13. 17(a)] ,质量 为 m 的 粒子 ,以 速度 v 沿 z 轴 方 向 人 射 , 邯 粒 子 ( 质 
量 为 mz) 不 动 ,质心 运动 速度 为 
i (1) 
碰撞 以 后 ,入 射 粒子 以 速度 w 沿 0 方向 出 射 , 靶 粒子 则 以 速度 w 沿 & 方向 出 射 
在 质心 系 [图 13. 17(b)] 中 ,碰撞 以 前 ,mm 以 (一 w) 速 度 运动 (v 一 w 一 元 人 2 ) ,mm 以 一 


x 速度 运动 . 碰撞 之 后 ,粒子 mi 沿 0 角 方向 出 射 ,速度 为 za. 对 于 弹性 碰撞 ,速度 方向 改变 ,但 数 
值 不 变 , 即 


Ul 二 vv 一 (2) 
同样 
pe /A 
m1 十 m2 
粒子 mz 必然 沿 (x 一 候 方 向 出 射 (由 于 动量 守恒 1) 
利用 速度 合成 律 
wcosQ = vwWucoso (3a) 
wsint! = wu sinO (3b) 
cosb = vw ucos(n— 0) (4a) 
vw sinbs = wsin(x— (4b) 
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Ne 
(4b)/(4a) ,得 
tanb; = ee a 一 tan( TF 8) 
令 
Y= mi/mz 
则 (图 13. 18) 
”tanbi = oe 和 = (x—0/2 
特例 
(1) 设 m= 二 ms, (y=1) 
tange = 二 二 tanb/2 
所 以 
0 = 0/2 
从 而 
i 十 如 = 7/2 


即 两 个 粒子 成 直角 而 出 射 , 而 且 # 委 r/2,% 委 r/2. 
由 于 (0 )wx 一 x/2( 此 时 二 0) ,其 碰撞 图 像 如 下 ， 


质心 坐标 系 中 , 碰 前 .一 一 > .一 


Uc 


Uc 
磁 后 < 一 -。 一 
1 


VE ped Ul 一 WU2 一 从 


实验 室 坐 标 系 中 , 碰 前 .<* (静止 ) 
碰 后 (静止 ) < 


(2) mi <m; , (Y=1) 


v2 2vc = 


0=0 过 Lh 一 0 
0 =arccos(—7) 过 Th 一 /2 
0 一 Tb 一 


(3) m1 >>me 9 (7>1) 


0=0 守 0 一 0 
随 0 增 加 ,4 也 增加 . 与 4 的 极 大 值 相应 的 9=arccos( 一 1/7) 之 x/2. 因 
d in0 
于 0=>ycos0 十 1 二 0 


此 时 ,0 一 arc sin( 一)<r/2 


当 0->r 时 ,sin0->0+ ,cosg->1- ,0 一 0+. 
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(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


2. 截面 的 关系 0 


arcsin (7 -!) 


/2 
利用 式 (6) 
_ sing 
7 十 cosb 
可 求 出 9 
wa ) —_’y-l 
et i We 
求 微分 得 图 13. 18 


下 
由 于 广 一 ,dp 一 dp, 所 以 


do 三 sinh db dm = | (1 十 Ycos0) | 


Fag DR | C+ Ye0%) | 人 


但 注意 
o(0 ,g) dl = ol0,9) dN (10) 
所 以 


3/2 
dO 0 Dy) (11) 


| 1 十 ycos0 | 
这 就 是 实验 室 坐标 系 中 的 截面 a(0. ,om ) 与 质心 系 中 的 截面 c(b,p) 的 关系 式 . 
对 于 mi 二 ma (7 一 1) 的 特殊 情况 ， 
o(01 ,91) = 4cos(0/2) » ol0, 9) 
(0 =0/2,9 = 9p) (12) 


3. 能 量 的 关系 
实验 室 坐 标 系 中 ,入 射 粒子 的 能 量 为 
Eo 二 mv 
质心 坐标 系 中 ,两 粒子 的 总 能 量 ( 即 相对 运动 能 量 ) 为 


FE 二 地 十 去 mo 划 


2 
lm /mr 1 mo Y’ 
2 Mi 全 十 m2 )+ 2 8 (a go 
= 地 (13) 
其 中 
一 m mz / (mi 十 ma ) ( 约 化 质量 ) 
所 以 


ee re C1 
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对 于 11 一 7772 (7 一 1) 情 况 ， 


ei 
E= 2 Eo (15) 
习 ”是 
13.1 用 Bom 一 级 近似 , 求 在 下 列 势 场 中 的 散射 微分 截面 : 
—Vo 9 r<a 
(1)VCr) 一 | 
0， r>a 


(2)V(r)=Voexp(—ar) (a>0) 
(3)V(7)=Xexp(—ar)/r (a>0) 
(4)V(7)=Voexp(—ar) (a>0) 
(SIV) =a/7 

和 


(1)o(0)= a Vi (singa 一 gacosga) 2 ， gq=2ksinb/2 


(2)0(0) = WY: a 


(3)o(0)= CE 


oe )? 
Re 
(4)o(0) 加 (og +g )4 


2 
C5)cCO) 一 亲人 


13. 2 证 明 散 射 波幅 的 Born 二 级 修正 表示 式 为 


于， RS WOVE a 
人 ( dr Cs ki dp 


其 中 
Vi = [exp(—iq* DV Er 
13. 3 用 Born 近似 处 理 快速 电子 对 氢 原 子 ( 处 于 基态 ) 的 散射 ,证 明 (1) 氢 原子 的 形状 因子 
为 F(O) 一 (Ite) ,其 中 g=2ksin(0/2) ,有 一 V2 吾 /8,a 一 起 /uez (Bohr 半径 ). (2) 微 分 堆 


面 为 


(0 二 4a 8+ fa) 
(4 十 oza2)4 


(3) 总 截面 为 
TQ2 7ktat 十 18&2a2 十 12 
和 31) 
(4) 在 高 能 极限 下 ， 


、 
3g 
13.4 ”质量 为 的 粒子 被 球 过 势 场 V(r) 二 YCr 一 a) 散 射 ,在 高 能 散射 情况 下 ,可 用 Born 近 
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似 计算 其 散射 波幅 和 截面 ,给 出 计算 结果 . 
答 ， 


[一 


a 2ya’? sin(2ak sin(0/2)) 
天 2ak sin(0/2) 
a 


Ds ks G 2 ly 
o0) = | f(0) ?~ 3 (i ( 当 ha0 六 1 时 ) 


13.5 用 Born 近似 法 计算 粒子 对 $ 势 V(~) 一 V8(r) 的 散射 截面 . 截面 有 何 特点 ? 并 与 低 
能 粒子 的 散射 截面 及 Coulomb 势 的 散射 截面 的 特点 比较 . 
管 :go( 四 二 J2VE/4R 枯 .向 各 同性 ,a 二 JV /x 二 . 


13.6 质量 为 m， 自 旋 为 放 ,能 量 为 五 的 两 个 全 同 粒子 ,从 相反 方向 人 射 (质心 系 即 实验 室 


坐标 系 ) ,发 生 弹性 散射 . 设 粒子 之 间作 用 势 为 Yukawa 势 V(m) 一 各 exp( 一 or)(o>0). 两 个 粒子 


均 未 极 化 . (1) 设 人 射 能 很 大 (ka 六 1) ,用 Born 近似 求 散射 截面 . (2) 设 在 9 和 x 一 9 方向 同时 测 两 
个 出 射 粒子 , 求 它们 处 于 自 旋 三 重 态 (S==1) 的 概率 ,以 及 两 个 粒子 自 旋 都 向 上 的 概率 . 如 E>0， 
两 个 粒子 自 旋 都 向 上 的 概率 又 如 何 ? 3) 讨论 Born 近似 对 能 量 已 的 要 求 . 


| __288 1 
答 :(1) f(0) 起 “42zazsinz(012) 十 ] 


~ 260 区 
~ 4f2k?sin: (0/2) ( 当 如 祥 1,0s*0 邻 域 除外 ) 


EY 
8Esin: (0/2) 
(2) 二 粒子 处 于 自 旋 单 态 (S 一 0)， 
er 一 一 有 
oO) 一 | 70) 十 Fr 一 9) 1? 2B nd 
二 粒子 处 于 自 旋 三 重 态 (S==1)， 
mal0) = |f(0)— fr) 一 .Ecos 0 


4F? sin40 
二 粒子 均 未 极 化 ， 
3 1 _ BU+3cos’0) 
ol0) 4 Oa (0) 十 4 o; (0) ee 16F2 sin40 
i (0) 
es oD) ~ 1+3cos:0 
3 
PS 二 1) = 0) 3cos20 


ca(0) 1 十 3cos20 


让 _]1、. cos:0 
Pe i 1 十 3cos?0 


但 当 E>0 时 ,只 有 /==0 分 波 有 贡献 ,此 时 f(9) 二 常量 ,o,(9) = 二 0, 即 只 有 自 旋 单 态 (S=0) 有 和 贡 
献 . 所 以 散射 后 必 处 于 S=0 态 ,S 二 1 概率 为 0,P(+ 个 ) 一 0, 此 结论 并 不 依赖 于 Born 近似 . 
(3) ESmp /2e. 
13.7 设 中 性 原子 的 电荷 分 布 为 球 对 称 ,密度 p(x) 具 有 如 下 性 质 ;r>oo,p(7) 迅 速 趋 于 0， 
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且 |epdz= 0, 但 ecDzez 一 人 天 0( 正 负电 荷 分 布 不 均匀 ). 今 有 质量 为 m, 荷 电 e 鞋 子 沿 z 


轴 方 向 人 射 ,受到 此 电荷 分 布 所 产生 静电 场 的 散射 . 试用 Born 近似 计算 向 前 散射 (9 一 0) 的 微分 
截面 . 
答 :o(0) 王 | 7CO) = 办 
13.8 考虑 中 子 束 对 双 原 子 分 子 Hs 的 散射 . 中 子 束 沿 z 轴 方 向 人 射 ,两 个 氨 原 子 核 位 于 
Z 一 士 a 处 ,中 子 与 电子 无 相互 作用 ,中 子 与 氢 原 子 核 ( 即 质子 ) 之 间 的 短程 作用 取 为 
V(r =— VoLd(z— a)d(y) dz) + zt a) dy) dz)] 


为 简单 起 见 , 不 考虑 反 冲 . 试用 Born 一 级 近似 公式 计算 散射 波幅 及 微分 截面 . 
答 ;o(9,9) -区 之 [1 十 cos(C2kasinbcosp) ]. 


13.9 质量 为 的 粒子 被 中 心 势 V(r) 二 各 (a>0) 散 射 ,(1) 求 各 分 波 的 相 移 6. (2) 设 作用 


势 较 弱 8ya/ 基 <1, 求 相 移 .散射 波幅 和 截面 的 表达 式 .(3) 用 Born 近似 计算 散射 波幅 和 截面 ,并 
与 (2) 结 果 比 较 . 


答 ;(1) 3 一 (一 0 = 一 王 NMo+l25 束 -CHU |， 是 方程 CD 十 各 一 


1/2 


vv 二 ID 的 根 , 即 "十 去 一 | (22+ 称 | ， 


A es > ee 和 
ca 0 garg [利用 2 oP (eos) — seh J+o(0) = 
4 k? sin? (0/2)° 

(3) 与 (2) 相 同 . 

13. 10 质量 为 的 粒子 被 球 壳 势 场 V(r) 二 r5(y 一 a) 散 射 , 求 各 分 波 的 相 移 5. 并 和 刚 球 散 
射 的 结果 比较 . 


答 :引进 无 量 纲 参 数 0, 令 ) 一 入 0, 则 


po0[j Cia) 


On 


当 QS1, 则 


] CRa ) 
PDCAa) 


与 刚 球 (半径 a) 的 散射 相 移 公 式 相同 . 对 于 低能 散射 ,ka<<1， 
8 tang 一 一 ML Ka) 1 SO 
与 球 方 势 垒 ( 阱 ) 低 能 散射 结果 类 似 . 


13. 11 粒子 被 势 场 V(7) 二 a/x (a>>0) 散 射 , 求 低能 极限 下 (只 考虑 s 波 ) 散 射 的 散射 长 度 、 
相 移 、 散 射 波幅 和 截面 . 


提示 :引进 无 量 纲 变量 $=r/ V 2p. 
答 : 散 射 长 度 ao 一 V 了/ 和 = 一 to 一 一 嵌 / 古 ,大 一 am ,总 截面 o, 二 4x|f|? 二 8rya/ 天 . 
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tand: SO 


(ka)’t! 
RT 


13. 12 粒子 被 势 场 VCD) 一 一 友 | -5 ] 散射 , 求 低能 散射 (只 考虑 s 波 ) 的 截面 
答 :c =2xf /pFE. 


13.13 计 及 s 波 .p 波 及 d 波 情况 下 ,给 出 截面 与 散射 角 9 的 依赖 关系 的 一 般 表示 式 . 
ol(0) = (Ao 十 Alicosg 十 Aascos20 十 Ascos30 十 Acos40)7/R2 


Ao = sin:6 十 他 sin 6z 一 5cos(6o 一 2 ) sindo sind; 
Ai = 6cos(6% — $1 )sindo sind: 一 15cos(8 一 2 )sing sinds 
As = 9sin?8, — Dsintd, + 15cos(6, — tr) sing, sing, 
A; = 45cos(@ 一 0 ) sinO1 sin6d; 
二 -225 


pa = 下 sin2 62 


13.14 求 中 子 - 中 子 低能 (E>0)s 波 的 散射 截面 . 设 中 子 - 中 子 作 用 势 为 
_ fa GVo, r<a(V>0) 
四 0， r>a 
设 入 射 中 子 及 靶 中 子 均 未 极 化 . 


答 : 自 旋 单 态 (S 一 0) 下 ,总 截面 a 一 16xag ,其 中 om (散射 长 度 ) 一 一 (222 一 1) ,加 一 
V6pVo /ji 一 V3mmVo /fw 一 mo/2( 约 化 质量 ). 自 旋 三 重 态 (S==1) 对 s 波 无 贡献 . 对 于 非 极 化 中 
子 -中 子 散射 ,co( 非 极 化 ) 一 二 ma 一 4xo8. 


13. 15 ” 慢 中 子 对 氢 分 子 散射 . 设 散射 波幅 近似 等 于 中 子 被 两 个 质子 散射 的 波幅 之 和 , 即 散 
射 波幅 算 符 可 表示 成 
f= 人 toAre, 。 (gyi 二 Gp2 ) | 


令 S 一 方 (gn 十 oo )( 取 天 一 1) ,表示 两 个 质子 总 自 旋 . (1) 证 明 (@,，S)? 二 $$ 一 g,。。S. (2) 证 明 


= 地 [C3 有 二 有 ?十 (5 及 一 3 及 一 2f; 后) (Gs) 十 (js 一 所 )?57]. (3) 对 于 正 所 分 子 (S 一 1)， 
总 截面 of 二 x(11 有 8 十 3 上 肛 十 2 及). 对 于 仲 氨 分 子 (S 二 0),opw 二 x(3 记 十 及 ?7. 从 而 证 明 
全 /oh 一 1 人 二 人生. (4 常温 下 ,氧气 中 约 -为 正气 ,二 为 仲 所. 求 总 入 面 平均 值 . 


答 :org 一 站 of 十 十 o 虽 一 x(3 户 十 方 )2 十 亚 ( 广 一 广 )2. 

13. 16 质量 为 m 的 粒子 被 一 个 很 重 的 靶 粒 子 散射 ,两 粒子 的 自 旋 均 为 1/2. 设 相互 作用 势 
为 V 二 Asi *s26C7),r 二 ri 一 rs ,A 是 很 小 的 常量 ,因此 可 以 用 Bom 一 级 近似 来 处 理 . 设 人 射 粒子 
的 自 旋 “向 上 ”, 靶 粒子 的 自 旋 取向 为 无 规 分 布 , 求 散射 总 截面 以 及 散射 后 粒子 自 旋 仍然 保持 “向 
上 ”的 概率 . 

答 :0 一 -A 散射 粒子 保持 自 施 “向 上 ”概率 为 1/3. 

13.17 考虑 np 低能 s 波 散射 . 相 移 与 自 旋 态 有 关 . 三 重 态 和 单 态 下 的 s 波 相 移 分别 记 为 6 
和 6.. 设 入 射 中 子 自 旋 指 向 前 进 方向 (z 轴 ). 靶 质 子 则 未 极 化 . 试 求 (1) 中 子 自 旋 取向 不 变 的 散射 
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截面 . (2) 中 子 自 旋 反 向 的 散射 截面 . (3) 总 截面 . 
: 令 令 万 一 元 exp( 这 )sin8 , 户 一 二 exp( 这 )sin8,( 散 射 波 杠 )， 则 


(1) ot+ 一 2r| fs 站 | 
(2) orl | A | 


(3) @ =or+t 十 c++ =r(|fil +3|f |)= 二 a 十 这 0 


(ol =4xX | 并 ,03 一 4r| fs |2) 
13.18 能 量 为 E== 基 屁 /2y 的 粒子 被 一 个 非 定 域 势 VCr,r ) 散 射 , 波 函数 满足 方程 


(V+ RG) 一 |Verr gr ja (1) 
设立 可 分 离 变量 如 下 : 
V(r,r) ne 00 0 (2) 


证 明 只 有 s 波 对 散射 有 贡献 ,并 证 明 在 Born 近似 下 散射 波幅 可 表示 为 (注意 ,与 角度 无 关 1) 
HpD =4m1U ||1- 了 | ap 人 | 一 下 
其 中 
UR 一 | Un rar 
提示 : 势 场 是 轴 对 称 的 . 人 散射 波 也 是 轴 对 称 . 令 yr,0) 一 
DRiGD YC) 代入 式 (D) ,利用 式 (2) ,由 于 |Y?C0)d0 一 0 (对 二 0), 只 有 s 波 对 式 (1) 右 边 积分 


有 贡献 . 
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第 14 章 其 他 近似 方法 


在 自然 界 中 我 们 广泛 碰 到 有 相互 作用 的 多 粒子 体系 . 例如 ,研究 分 子 .原子 、 原 
子 核 和 粒子 结构 ,研究 固体 中 电子 运动 以 及 电子 与 晶 格 的 相互 作用 等 , 碰 到 的 都 是 
有 相互 作用 的 多 粒子 体系 . 与 经 典 力学 中 的 情况 相似 ,有 相互 作用 的 多 粒子 体系 问 
题 是 很 难 严格 求解 的 ,实际 上 是 不 能 严格 求解 , 而 只 能 近似 处 理 . 这 里 包含 两 个 含 
义 .一 是 采用 适当 的 模型 ,把 物理 问题 简化 . 其 次 ,即使 对 于 已 简化 了 的 模型 ,往往 
也 只 能 用 近似 计算 方法 求解 . 这 些 近 似 方法 中 用 得 最 广泛 的 是 微 扰 论 和 变 分 法 . 本 
章 将 对 一 些 最 简单 的 多 粒子 体系 的 常见 的 近似 方法 和 模型 做 初步 的 介绍 . 多 粒子 
体系 (特别 是 由 同类 粒子 组 成 的 多 粒子 体系 ) 的 更 一 般 的 近似 理论 方法 将 在 本 书卷 
I 第 3 章 中 介绍 . 在 那里 ,将 采用 更 为 方便 的 二 次 量子 化 理论 形式 . 


14. 1 变 分 原理 及 其 应 用 
14.1.1 变 分 原理 与 Schrodinger 方程 


设 量子 力学 体系 的 Hamilton 量 为 互 , 则 体系 的 束缚 态 能 量 本 征 值 可 以 在 一 
定 的 边 条 件 下 解 Schr6dinger 方程 


Hy= Ey (14. 1.1) 
并 要 求 yy 满足 归 一 化 条 件 ( 平 方 可 积 ) 
jy Jdr = 1 (14. 1. 2) 


而 得 出 . 可 以 证 明 , 上 述 原 则 与 变 分 原理 等 价 . 变 分 原理 说 : 设 体 系 的 能 量 平均 值 表 
未 为 


H = |y° Hydr (14. 1.3) 
则 体系 的 能 量 本 征 值 及 本 征 函数 ,可 以 在 条 件 (14. 1. 2) 下 ,让 互 取 极 值 而 得 到 , 即 
dH 一 人 | 人 gdr=0 (14. 1. 4) 


式 中 4 为 Lagrange 乘 子 . 
将 式 (14. 1.3) 代 入 式 (14. 1.4) ,并 利用 五 的 厄 米 性 ( 瑟 * = 五, 见 4.2 节 ), 上 
式 可 以 化 为 


| 上 (3 Hy +-y* Hg) 一 1 y+ y* Sp)] 


= |dfoyp Hy—Mp tagH'y —W')] =0 4.1.5) 
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少 一 般 为 复 函 数 ,3y 与 3y* 是 彼此 独立 ,并 且 是 任意 的 ,因此 从 上 式 可 得 出 
Hy=Wy,. 再 入 一 Mr (14. 1.6) 
此 即 Schr6dinger 方程 ,这 里 的 Lagrange 乘 子 就 是 体系 的 能 量 本 征 值 . 
我 们 也 可 以 反 过 来 证 明 , 凡 满足 Schr6dinger 方程 的 本 征 函 数 ,必定 使 能 量 取 
极 值 . 设 


Hy Ey (14. 1. 7) 
五 为 厄 米 算 符 ,本 征 值 EE 取 实 数 ,yg 是 相应 的 本 征 函数 . 假定 波 函 数 已 归 一 化 ， 
Ix 内 dr 一 1 (14. 1. 8) 
显然 
EB = |y Hyadr (14.1.9) 
现在 让 人 与 LN 作 微 小 变化 , 即 
内 一 内 让 Sn 9 [og Sw [2 Sx (14. 1. 10) 


为 保证 归 一 化 条 件 (14. 1. 8) ,y 的 变化 要 受 下 列 限 制 : 
| arc Bg + hd + dg dh) 一 0 


即 
arcw 8 + dy ) =— | 13g ldr (14. 1. 11) 
能 量 E 相应 地 变化 如 下 : 
E>Et+8E = | + ) HG + dg)dr 
所 以 


SB.= | dr Hag + 8 Hy + dp HB) 
= | arm 天 + 8p Hy + 3g Hag) 


a E| dr 8 十 由 B ) + | arays Ha 
利用 式 (14. 1. 11) 可 得 

SE, —— Edrl 8p. |’ + [dray Fa (14. 1. 12) 
试用 包含 及 在 内 的 一 组 力学 量 完 全 集 的 共同 本 征 态 y, 展开 3 办 ,3 办 = 》) Sa, ， 
5a, 为 无 穷 小 量 ,于 是 式 (14. 1. 12) 可 以 化 为 

8E 一 一 及 >) |64|+ DE,|5a,|? (14. 1. 12) 


由 于 式 (14.1. 12) 或 (14. 1. 12) 中 不 含 变 分 的 线性 项 , 当 变 分 为 零 时 , 囊 一 定 取 极 
值 . 这 就 是 说 ,从 Schrodinger 方程 求 出 的 办 与 愉 一 定 使 能 量 取 极 值 
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以 上 说 明 , 从 原理 上 讲 , 变 分 原理 与 Schr6dinger 方程 等 价 . 从 应 用 上 讲 , 变 分 
原理 的 价值 在 于 :根据 具体 问题 的 特点 , 先 对 波 函 数 作 一 定 的 限制 (例如 选择 某 种 


® 0 0 0 0 。0 0 。® ®。 ¢。 。 。 ®。 。 。 。 。 。 。 。 


函数 形式 下 的 能 量 平均 值 瓦 ,并 让 万 取 极 值 ,从 而 定 出 在 所 取 的 试探 形式 下 的 最 
好 的 波 函 数 ,用 它 作为 严格 解 的 近似 . 
按 上 述 变 分 原理 所 求 出 的 万 之 体系 的 基态 能 量 的 严格 值 . 证 明 如 下 ， 


设 体系 的 包括 互 在 内 的 一 组 力学 量 完全 集 的 共同 本 征 态 为 yo 、yn 、yp，…, 相 
应 的 能 量 本 征 值 为 EE 过 Ei 一 EE 一 …. 展开 试探 波 函 数 


B= Da (14. 1. 13) 
于 是 
FH= | Hodr/|@ Gda = 的 Hy'dr/ ar andm 
A NN LY 
即 


HE, 

上 式 说 明 , 用 变 分 法 求 出 的 能 量 极 值 互 给 出 了 体系 基态 能 量 的 一 个 上 限 . 

用 变 分 法 求 激发 态 的 波 函 数 ,要 麻烦 一 点 . 例如 , 求 第 一 激发 态 的 波 函数 , 试 取 
为 @. 先 要 求 此 波 函 数 与 已 求 出 的 基态 波 函 数 B 正 交 . 若 与 @ 不 正 交 , (@， 
8B) 关 0, 则 可 以 把 @ 换 成 == 一 (GB ,8), 则 GB 与 Bo 正 交 , (G1,@)= 二 0. 然 
后 再 用 与 处 理 基 态 相 似 的 办 法 来 处 理 . 若 要 找 第 二 激发 态 , 则 要 求 试 探 波 函数 与 已 
求 出 的 基态 和 第 一 激发 态 波 函数 都 正 交 . 可 以 看 出 ,用 变 分 法 求 基态 波 函 数 和 能 量 
是 比较 方便 的 ,而 处 理 激发 态 则 比较 麻烦 ,而 且 一 般 说 来 ,近似 性 也 逐渐 变 差 . 但 有 
时 基于 对 称 性 的 考虑 ,这 些 正 交 性 条 件 , 是 自动 满足 的 . 例如 , 角 动 量 守恒 的 体系 ， 


如 果 第 一 激发 态 的 角 动 量 与 基态 不 同 , 则 它们 的 正 交 性 可 自动 得 到 满足 . 


练习 ” 设 体系 的 Hamilton 量 为 电 ,$ 为 基态 的 试探 波 函 数 . 令 


Ki= ($F|g), 了 一 1, 2 (14. 1. 15) 
已 为 体系 的 基态 能 量 . 证 明 
Ki—~VR—Ki<E<K (14. 1. 16) 
上 式 给 出 了 基态 能 级 的 上 限 和 下 限 . 


例 设 荷 电 多 粒子 体系 处 于 定 态 ,证 明 体系 的 动能 平均 值 T 和 Coulomb 相互 作用 的 平均 值 
V 满足 下 列 关系 ( 位 力 定理 ) 


2T+V=0 (14. 1. 17) 
证 明 设 e 与 m; 分 别 代表 第 i 个 粒子 的 电荷 与 质量 , 则 体系 的 Schr6dinger 方程 为 
7 > > sy = Ey (14. 1. 18) 
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亚 满 足 归 一 化 条 件 


[ae …drv | Vn,ry) | = 1 (14. 1. 19) 
体系 的 动能 平均 值 世 及 Coulomb 相互 作用 的 平均 值 立 分 别 为 
人 2 
二 一 一 六 2 |- jan drwy vy (14. 1. 20) 
V= 广 3 Deies | dn edery /ra (14. 1. 21) 
izk 
而 
E=T+V (14. 1. 22) 
试 作 尺 度 变换 (scale transformation) 
地 一 jz QA 实 ,待定 ) (14. 1. 23) 
为 保证 归 一 化 条 件 仍然 成 立 , 要 求 亚 变 为 
WT = NWCA, ,NN) (14. 1. 24) 
这 样 
Jadarh | 于 |? 二 1 (14. 1. 25) 
然而 在 变换 (14. 1. 23) 下 有 
A (14. 1. 26) 
7 大 7 站 
而 式 (14. 1. 22) 化 为 
EEC) = XT+AV (14, 1. 27) 


把 式 (14. 1. 27) 中 的 4 看 成 变 分 参数 ,[ 当 X==1 时 , 波 函 数 (14. 1. 24) 是 正确 的 波 函 数 ] ,相应 的 能 
量 取 极 值 , 即 


2 一 (14. 1. 28) 
用 式 (14. 1. 27) 代 入 , 即 得 
2T7T+V=0 (定理 证 毕 ) 
练习 设 粒 子 的 势能 函数 VC(z,y,z) 是 坐标 的 nn 次 齐 次 函数 , 即 


VOz ,Ny ,Ne) = Vz, y, 2) (14. 1. 29) 
试用 变 分 法 证 明 :在 束缚 态 下 ,动能 及 势能 V 的 平均 值 满足 下 列 关系 : 
2T=nV (14. 1. 30) 


运用 变 分 原理 的 具体 形式 有 多 种 ,以 下 介绍 常用 的 两 种 . 
14. 1.2 Ritz 变 分 法 


设 给 出 了 波 函 数 的 具体 形式 ,函数 中 含有 待定 参数 . 例如 ,体系 的 基态 波 函 数 
试 取 为 
Dlgqg,c1 cz ，…) (14. 1. 31) 
g 代表 体系 的 全 部 坐标 ,cl 、cs、… 是 待定 参数 . 此 时 
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H= | HBdd/| 5 Gdo = 万 (cycs ，…) (14. 1. 32) 
H 依赖 于 参数 Cl9C29"""。 按 变 分 原理 , 波 函 数 应 使 H 取 极 值 ， 即 5 及 二 0, 亦 即 
5 ac; = (14. 1. 33) 
2 Ey (14. 1. 34) 
这 就 是 c; 满足 的 方程 组 . 解 出 上 列 方程 组 , 可 求 得 c;, 代 和信 式 (14.1.32) 与 
(14. 1. 31) ,分 别 求 得 基态 能 量 及 基态 波 函 数 , 这 就 是 波 函 数 限制 在 式 (14. 1. 31) 形 
式 下 的 最 佳 结果 . 


例 类 氨 离 子 的 基态 波 函数 
在 11. 2 节 中 用 微 扰 论处 理 类 氨 离 子 的 基态 时 , 零 级 近似 波 函 数 的 空间 部 分 取 为 


和 exp[- pA (14. 1. 35) 


考虑 到 两 个 电子 同时 处 于 1s 轨道 ,每 个 电子 感受 到 的 原子 核 的 Coulomb 引力 会 受到 另 一 个 电 
子 的 屏蔽 ,我 们 不 妨 取 试 探 波 函数 


Dn pr 和 全 exp[ 一 Mn 区 (14. 1. 36) 


其 中 4 二 2Z 一 o,o 是 刻画 屏 项 效应 大 小 的 量 (0<o<1).4( 或 o) 作 为 变 分 参数 . o 二 0, 即 一 Z, 表 示 
无 屏蔽 . 单 电子 波 函 数 uy) 满足 


(> V1 一 全 )uCr) = 一 仿 u(n) (14. 1. 37) 
利用 式 (14. 1. 36) (14, 1. 37) ,可 得 


ri re 
学 6 
2 +| exp(— 2wi)dn + | Bexp[— OR 
利用 11. 2 节 , 式 (11. 2. 64) 积 分 公式 
| 二 exp( 一 2Ari)dr 一 好 | exp( 一 2Ari)nidr = TAX 


ea 元 exp[ 一 2A(ni 十 7r2)] 一 5r2 /8A5 


五 一 一 和 一 20Z 一 DA 十 癌 ， (14. 1. 38) 
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人 一 和 一 5/16 (14. 1. 39) 


因此 ,基态 能 量 
FE 一 一 i2 一 2 . (2Z 一 2 十 下) 十 号 4 
a = 一 (2 一 玄 ) ， (原子 单位 ) (14. 1. 40) 
而 离 化 能 为 
1 二 E— (Z 一 喜 ) 一 到 a A 


计算 结果 与 实验 的 比较 , 见 11. 2 节 表 11. 1. 
在 11. 2 节 例 4 中 ,用 微 扰 论 一 级 近似 计算 过 氨 原 子 的 基态 能 量 ,其 结果 为 ( 原 
子 单位 ) 


FE( 微 扰 ; 仓 ) 一 一 到 十 言 Z 一 (14. 1. 42) 


6 
I( 微 扰 论 = 和 (2 一 a I( 变 分 法 ) 十 加 2 (14. 1. 43) 


从 表 11. 1 可 以 看 出 , 变 分 法 的 计算 结果 更 接近 实验 值 . 其 原因 在 于 变 分 法 的 试探 
波 函 数 式 (14. 1. 36) 考虑 了 另 一 电子 的 屏蔽 效应 , 优 于 微 扰 论 的 零 级 波 函 数 式 
(14. 1. 35). 


14.1.3 Hartree 自 浴场 ,独立 粒子 模型 


用 变 分 原理 来 处 理 实际 问题 时 , 另 一 种 常用 办 法 是 只 对 波 函 数 的 一 般 形 式 作 
某 种 近似 ,然后 用 变 分 原理 求 出 相应 的 能 量 本 征 方程 . 这 个 方程 比 原来 严格 的 
Schrodinger 方程 解 起 来 要 容易 一 些 . 例如 ,处 理 原 子 中 的 多 电子 问题 时 提出 的 
Hartree 自治 场 方法 了, 以 及 处 理 金属 的 超 导 现 象 提出 的 BCS 方法 都 是 根据 这 精 
神 来 处 理 的 . 下 面 以 自治 场 方 法 为 例 ,讲述 其 主要 精神 . 

Hartree 自治 场 方法 的 物理 图 像 是 :在 原子 中 ,电子 受到 原子 核 及 其 他 电子 的 
作用 ,可 以 近似 地 用 一 个 平均 场 来 代替 ( 单 电 子 近 似 , 或 独立 粒子 模型 ). 假设 原子 


的 基态 波 函 数 表 示 为 各 单 电子 波 函数 之 积 


以 六 1) 一 pe (71) $i Cr2) °° $e (r,) (14. 1. 44) 
在 此 状态 下 ,Hamilton 量 (采用 原子 单位 ) 
Z Z 
i (14. 1. 45) 
i 一 1 2 i TY 
H; 一 一 地 ?一 和 (14. 1. 46) 


的 平均 值 为 


中 D R. Hartree, Proc. Camb. Phil， Soc. ，24(1928) ,111，Hartree 方 法 与 变 分 原理 的 联系 是 后 来 
才 清 楚 的 , 见 J. C. Slater， Phys, Rev. 35(1930), 210; V. Fock, Zeit. Physik, 61(1930), 126. 
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H= >|y, (r) Higs, Cr) dx; 


+ 去 2 ?| 加 《ri) |? | $e ri) [drdz, (14.1.47) 
i ry 7 

在 归 一 化 条 件 

[gd le =1， i=1,2,.,2 (14.1.48) 
下 , 求 互 的 极 值 , 即 

SH — Deis| lg Gr) lz =0 (14. 1. 49) 
其 中 6:(i 一 1,2,…,2Z) 是 Lagrange 乘 子 . 按 式 (14. 1.47) ,有 
8H = 5 | Gy Higi 十 te Hd ) dx: 


+ 却 2 5 cg: $a pe Spa ja $e Ci) |2 ds zxidiz; 
5 Ty 
十 子 > >) $e ri) |? 记 (82 $s + $e Spe )d xidsz, 
一 于 | Gp Hg + HHidgs dz 


也 了 | on pi Tt BE SPL > | $e, (7;) | ?da zxidiz; 
代入 式 (14. 1. 49) ,并 注意 68x 和 8 加 都 是 任意 的 ,因此 得 到 
[H: 右 | pz Cr;) | diz, I = ph (14. 1. 50) 
iD) y . 
1 一 1,2,…,Z 
及 其 复 共 思 方 程 . 此 即 Hartree 方程 , 它 是 单 电 子 波 函数 满足 的 方程 . 方程 
(14. 1. 50) 中 左边 方 插 号 内 的 第 二 项 代表 其 余 电子 j( 关 让 对 于 第 i 个 电子 的 Cou- 
lomb 排斥 力作 用 . 
Hartree 方程 虽然 比 原来 的 多 电子 Schrodinger 方程 简单 一 些 ,但 它 是 一 个 非 
线性 的 微分 积分 方程 组 ,严格 求解 仍然 很 困难 . Hartree 提出 ,采用 逐步 近似 ,最 后 


达到 自治 (selfconsistent) 的 方案 来 求解 它 , 即 先 假设 一 个 适当 的 中 心 场 VO Cx;) 代 
替 方 程 (14. 1. 50) 中 的 


= > $x, (77) |? Lz, (14. 1. 51) 

i #0 Ty 
求解 出 单 电 子 波 函 数 g (i 一 1,2,…, 2Z), 然 后 用 所 得 到 的 波 函 数 代 入 式 
(14.1. 51) ,计算 出 它 的 值 . 比较 它 与 原来 假设 的 VO (Cx;) 的 差别 . 根据 这 差别 , 重 
新 调整 中 心力 场 ,; 取 为 VY (7;) ;重复 上 述 步 又 9 直到 在 要 求 的 精确 度 范围 内 ? 假设 
的 中 心力 场 与 计算 得 到 的 中 心力 场 相 一 致 为 止 , 即 达到 前 后 自 洽 . 所 以 这 种 方法 称 


» 471] 。 


为 自 洽 场 方法 . 

注意 :尽管 Hartree 波 函 数 没有 考虑 电子 的 交换 反对 称 性 要 求 , 但 在 Hartree 
方法 中 ,Pauli 原理 已 部 分 地 考虑 进去 了 . 这 表现 在 写 出 Hartree 波 函 数 (14. 1. 44) 
时 ,每 个 电子 的 量子 态 都 不 相同 . 

Fock 改进 了 Hartree 方 法 ,在 写 出 多 电子 体系 的 波 函 数 时 严格 考虑 了 交换 对 
称 性 ,Pauli 原理 已 自动 考虑 在 内 ( 详 见 本 书卷 贡 3. 5 节 ). 


练习 ”证明 在 Hartree 方 法 中 ， 
H= >)ei 一 方 > Sa | $a C7) 1? | ga Gn) irs A Pe: (14.1.52) 
i izj i 
说 明 上 式 的 物理 意义 . 


14.2 分子 的 振动 和 转动 , Born-Oppenheimer 近似 


14. 2. 1 Born-Oppenheimer 近似 


分 子 的 运动 比 原子 要 复杂 . 它 不 仅 涉 及 电子 的 运动 ,而 且 涉及 原子 核 的 运动 . 
在 质心 坐标 系 中 ,分 子 中 的 各 原子 核 在 其 平衡 位 置 邻 近 做 小 振动 . 各 原子 核 的 平衡 
位 置 在 空间 的 构 形 , 即 分 子 的 构 形 . 而 整个 构 形 还 可 以 在 空间 转动 , 即 分 子 的 转动 . 
由 于 电子 的 质量 m<< 原 子 核 质 量 MCm/M 志 10“) ,分 子 中 的 电子 运动 速度 远大 于 
原子 核 的 速度 . 证 es Re 即 暂时 把 


有 效 作 用 依赖 于 电子 的 组 态 , 并 与 分 子 构 形 有 关 . 这 就 是 Born-Oppenheimer 近似 
思想 在 处 理 分 子 结构 和 分 子 光谱 中 的 应 用 @. 

以 下 先 粗略 地 分 析 一 下 分 子 中 的 电子 激发 能 、 振 动能 和 转动 能 的 相对 大 小 . 设 
分 子 的 大 小 ssa( 一 般 为 几 个 从, 生物 大 分 子 则 更 大 些 ). 一 部 分 电子 可 以 在 整个 分 
子 中 运动 ,Azssa( 即 电子 运动 的 特征 长 度 ) ,所 以 电子 的 特征 动量 并/a ,特征 能 


量 已 ~ 刀 /2ma2. 其 次 ,假设 分 子 振动 圆 频率 为 ,分 子 振动 能 心志 Maj ,8 为 原 
子 核 偏离 平衡 位 置 的 距离 . 显然 , 当 3xa 时 ,大 幅度 的 振荡 已 足以 使 电子 激发 , 即 


Q@ ”Born-Oppenheimer 近似 是 他 们 研究 固体 中 电子 的 运动 时 提出 的 , M. Born and R. Oppenheimer， 
Ann，Physik,84(1930)457, 其 基本 思想 是 :在 研究 一 个 多 自由 度 体系 时 ,如 不 同 自 由 度 的 运动 特征 频率 (或 
运动 的 快慢 ) 相 差 悬 殊 , 则 可 以 近似 分 开 来 处 理 . 也 就 是 把 一 个 复杂 的 多 自由 度 体系 简化 为 若干 个 自由 度 较 
小 的 子 体系 ,分 开 进行 处 理 . 关于 Born-Oppenheimer 近似 的 更 详细 的 数学 处 理 ,例如 参阅 :C. P. Sun and ML 
L. Ge, Phys Rev. D41 (1990) 1349; T. Bitter and D. Dubbers, Phys. Rev. Lett., S9(1987) 251, 
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1 2 _h 
30 ~ 2 了 (14. 2. 1) 
即 us/ 筷 。 -二 5 ,因而 振动 能 与 电子 激发 能 之 比 为 


Ew wm /和 
pled | 如 (14. 2. 2) 


即 把 电子 运动 和 分 子 振动 分 开 来 处 理 的 近似 性 ,可 以 用 参数 /个 来 表征 . 
再 其 次 ,分 子 的 转动 能 为 


Ew 心 大 LCLTD, 之 3 二 5， (J = Ma? ,转动 价 量 ) (14.2.3) 
所 以 
Ew/Ew ~ jw/ 去 5 ~ 钨 (14. 2. 4 
因此 ， 
E.: Eu :FE 1: 六 :站 守 1:107:107 (14. 2. 5) 
即 
转动 激发 能 < 振动 激发 能 < 电子 激发 能 
三 种 激发 形式 相应 的 特征 频率 (能 量 ) 相 差 很 悬殊 ,常常 可 以 把 三 种 运动 ( 自由 度 ) 
近似 地 分 开 来 处 理 . 
“分 子 的 Hamilton 量 】 
H=T.+ T+Vs +Va+Vig (14. 2.6) 


其 中 Ve 是 电子 之 间 Coulomb 排斥 能 ,Vm 是 原子 核 之 间 Coulomb 排斥 能 ,Vw 是 电子 与 原子 核 
之 间 Coulomb 吸引 能 ， 


Ts 到 (对 所 有 电子 求 和 ) (14. 2.7) 
i m 
是 电子 的 动能 . 原子 核 动 能 为 
. ee 


苗 (14. 2. 8) 


由 于 <M.， 2 Tg 和 可 以 忽略 J 


效 势 (依赖 于 原子 核 之 间 的 的 卫 训 ii 这 就 是 a Es 
运动 的 基本 思想 . 


14.2.2 双 原 子 分 子 的 转动 与 振动 


双 原 子 分 子 包含 两 个 原子 核 和 若干 电子 . 按 Born-Oppenheimer 近似 ,可 以 把 
原子 核 的 运动 与 电子 的 运动 近似 分 离 . 这 样 ,一 个 自由 度 较 大 的 体系 将 简化 为 自由 
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度 较 小 的 两 个 彼此 独立 的 体系 . 此 时 ,分 子 的 波 函 数 表示 成 这 些 原子 核 组 成 的 体系 
的 波 函 数 和 诸 电 子 的 波 函 数 之 积 ,而 能 量 则 是 两 部 分 之 和 . 对 于 双 原 子 分 子 ,两 原 
子 核 满足 的 Schr6dinger 方程 为 


2 2 2 a 
YVR y= Ey (14. 2.9) 
| VC(R) 是 两 个 原子 核 之 间 的 有 效 势 , R = 
"I |Ri 一 Rs | 是 两 个 原子 核 的 相对 距离 . VCR) 形 状 大 


致 如 图 14. 1 所 示 , 其 细节 依赖 于 两 原子 中 的 电子 
R ”的 组 态 及 激发 状态 (例如 见 14. 3 节 ). 
与 所 有 两 体 问题 一 样 ,可 引进 相对 坐标 和 质 


心 坐 标 ， 
R 一 Ri — RR, 
R= RR (14.2.10) 
图 14.1 Mi++M; 
~ 
J = fR.) FR) (14. 2. 11) 
方程 (14. 2. 9) 可 以 分 离 变 量 ， 
一 去 1V&f(R.) = FE.f(R.) (14. 2. 12) 
之 
人 VET VR) )$(R) = ES CR) (14. 2. 13) 
式 中 
x = MiM; ee ee 
M=M+M, y= iM’ E=E-E. (14. 2. 14) 


E. 为 质心 运动 能 量 ,E, 为 总 能 量 ,FE 为 两 原子 核 的 相对 运动 能 量 . 在 研究 分 子 内 部 
结构 时 ,不 必 考 虑 质心 运动 . 

对 于 两 个 原子 核 的 相对 运动 ,考虑 到 相对 运动 角 动 量 工 为 守恒 量 , 波 函数 上 
可 以 选 为 (LC,L,) 的 共同 本 征 态 . 此 时 ,如 采用 球 坐 标 , 则 $CR) 可 表示 成 


$(R) 一 LE YY 0, 9) (14. 2. 15) 


L=0,1,2,……, M=L,L—1,.…,—L 
代入 式 (14. 2. 13) , 求 得 径 向 方程 
[- 和 
2 dz 27R: 
XCR) 满 足 边界 条 件 


)# 
十 VCR) |xCR) =FxX(R) (14.2.16) 


X(0) 二 0，X(oo) = 0( 束 缚 态 ) (14. 2. 17) 


式 (14. 2. 16) 左 边 第 二 项 是 分 子 转动 带 来 的 离心 势能 . 令 
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W(R) = VCR) 十 (14. 2. 18) 


当 工 不 太 大 时 ,W(R) 仍 有 极 小 点 (平衡 点 )R,, 由 下 式 确定 
室 | (14. 2.19) 


即 


下 | LL+DE -0 (14. 2. 20) 


2/ 肛 ; 
在 R。 邻 域 展 开 W(R) ,保留 二 次 项 ， 


W(R)= WR,) + FW (RY R— Ro)’ 


— VCR) + 汪 FW'(R)R 一 RD) (14.2.21) 
0 


令 
R—R, =—é, WR) = Fu (14. 2. 22) 
则 式 (14. 2. 16) 与 (14. 2. 17) 化 为 
ee 天 < d2 十 1 3& / 
2 二 (14. 2. 23) 
XE=—R)=0, XCcoe) = 一 0 (14. 2. 24) 
/mm _LCL+T DR 
FE’ = E—V(R,) RS (14. 2. 25) 


方程 (14. 2. 23) 的 [满足 边 条 件 (14. 2. 24) ,在 一 R, 志 二 oo 中 有 界 ] 解 为 
XE) cc eH, Co) 


SE o/h (14. 2. 26) 
H, 为 Hermite 函数 | 
NS (一 ) 1 一， 
H,(e) = 元 它 之 由 (14. 2. 27) 
的 值 由 边 条 件 确定 
H,( 一 oRo) =0 (14. 2. 28) 


一 般 说 来 ,> 不 为 正 整数 . 但 如 工 不 太 大 , aR 很 小 ,v 仍然 接近 于 正 整数 . 方程 
(14. 2. 23) 的 本 征 值 为 


/ 1 
oR ee > jw (14. 2. 29) 
代入 式 (14. 2. 25) ,可 求 出 双 原 子 分 子 的 相对 运动 能 为 
入 二 沪 一 VGR) 十 (二 于 jn 十 下 (14. 2. 30) 


其 中 J 二 yR? 表示 双 原 子 分 子 的 转动 惯量 . 式 (14. 2. 30) 右 边 第 一 项 为 常数 项 ,与 
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能 谱 无 关 , 第 二 项 为 振动 能 ,第 三 项 为 转动 能 . 通常 起 /2J<fo， 能 谱 将 出 现 转动 
带 结构 . 即 给 定 的 振动 态 ( 由 ，* 刻画 ) ,不 同 的 工 的 诸 能 级 构成 一 个 转动 带 ， 能 量 遵 
守 工 ( 工 十 1) 的 规律 . 同一 个 转动 带 中 相 邻 能 级 的 间距 随 L 增 大 而 线 性 增 大 [参阅 
式 (14. 2. 34)1]. 
如 双 原 子 分 子 是 由 相同 的 原子 构成 ,例如 H;、N;、O; 等 , 则 波 函 数 要 求 具 有 
一 定 的 交换 对 称 性 .这 类 分 子 的 转动 谱 线 的 强度 将 时 现 强 红 交 赫 的 现象. 
例 ”H; 分 子 转动 谱 线 强度 的 交替 变化 
了 HH: 分子 的 两 个 原子 核 是 质子 , 自 旋 为 1/2. 当 两 个 质子 的 空间 坐标 交换 时 , 即 Ri 一 R; ,它们 
的 质心 坐标 R. 不 变 , 而 相对 坐标 R-> 一 R, 即 
RKR—>R, 0 一 T 一 0， 一 T 十 0 (14. 2. 31) 
所 以 当 两 个 质子 空间 坐标 交换 时 ,质心 运动 与 振动 波 函 数 保持 不 变 , 但 转动 部 分 波 函 数 改 变 如 
下 : 
YO,9) —> YY (x—0,NA+o9) = (~ 1)YY(0,9) (14. 2. 32) 
考虑 到 Fermi 子 体系 波 函 数 的 交换 对 称 性 ,Hz 分 子 的 原子 核 部 分 的 波 函 数 有 下 列 两 种 形式 
工 一 偶 ， R, (R) YY (0, 9) Xo (su szs) 
L== 奇 ， R, (R) YY (0, 9)X1 Cs1: , 50: ) 
R,(R) 是 振动 波 函 数 ,x。 和 x 分 别 是 两 个 质子 的 自 旋 单 态 (S 二 0) 和 三 重 态 (S==1) 波 函数 . H， 
分 子 中 两 个 原子 核 ( 质 子 ) 之 间 的 作用 力 通常 可 以 认为 与 核 自 旋 无 关 ,所 以 两 个 原子 核 自 旋 之 和 
5 二 si 十 sz 可 认为 是 守恒 量 , 即 S 为 好 量子 数 . 处 于 S 一 0 态 的 称 为 仲 氮 《parahydrogen) ,处 于 
5 二 1 态 的 称 为 正 氨 (orthohydrogen). 在 光路 迁 的 短暂 过 程 中 ， 两 者 还 来 不 及 转化 . 在 自然 界 中 ， 
正 氢 与 仲 氨 分 子 数 之 比 为 3 : 1, 因 此 正 氨 发 出 的 光谱 线 强 度 较 强 . 图 14. 2 给 出 正 氢 和 仲 氨 在 一 
个 转动 带 ( 具 有 相同 的 振动 量子 数 由 的 相 邻 能 级 之 间 的 电 四 极 既 迁 , 例 如 从 能 级 工 -> 工 一 2 发 射 
出 的 转动 谱 线 的 频率 为 


+D -CL- 2)(L—1)] = i 常数 (14. 2. 34) 


因此 转动 谱 线 随 频率 (或 en Av=2h/x] 为 


5 


(14. 2. 33) 


仲 氢 (S=0) 正 氢 (S=1) 仲 正 
图 14.2 
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常量 . 

练习 1 由 两 个 全 同 原子 核 组 成 的 分 子 , 如 原子 核 自 旋 为 *, 则 转动 光谱 中 的 明 线 与 暗 线 的 
强度 比 为 (* 十 1)/s, 试 证 明之 . 

练习 2 ”比较 Hz、D;、O; 及 HD 诸 分 子 的 转动 光谱 线 的 强度 变化 规律 (D 原子 核 自 旋 为 天， 
O 原子 核 自 旋 为 零 ). 

练习 3 设 原子 核 ?Be 可 以 看 成 两 个 a 粒子 组 成 (a 粒子 自 旋 为 零 ) ,相对 运动 的 轨道 角 动 量 
量子 数 用 工 表示 .证 明 工 必 为 偶数 . 


“14.2.3 三 原子 直线 分 子 的 振动 
以 二 氧化 碳 分 子 为 例 ,其 结构 式 为 0 一 C 一 0O, 是 一 个 直线 


分 子 ,如 图 14. 3. 设 相 邻 两 原子 间 的 平衡 距离 为 a, 相 邻 两 原子 = ~ - 
间 的 弹性 力 系数 为 于 是 Hamilton 量 为 (这 里 没有 计 及 分 子 在 。 ” l 
空间 的 转动 自由 度 以 及 偏离 直线 形状 的 振动 ) 图 14. 3 

日 = 一 各 了 小 二 和 [Cmy 一 na)? 十 (my 一 一)?] (14. 2. 35) 


求解 Shcrddinger 方程 时 , 先 作 如 下 变换 ,把 质心 运动 分 离 出 去 (分 子 结构 问题 与 质心 运动 无 
关 )， 


及 一 方 Com 十 1 zz 十 maxs) (质心 坐标 ) 


M= mi 十 ma +ms (总 质量 ) (14. 2. 36) 
€= (zs— XxX)—a 
7 一 (Ts—x2)—a (&,n 是 相对 坐标 ) 
由 上 式 易 得 
3 ma._9 
9x1 MoaX 9é 
3 _m9 _ 9_ 9 
Bh M9gaX 9eé 37 
人 
进而 可 求 出 
工 号 = 十 ( 叹 9 二 人 二 和 9- ) 各 村 
mad M\M a m1 a8 
Es 2 
十 (合演 a +? 3x 5 和 孙权 (二 二 和 | 
1 3 1 


ms 37 小 
ms 9x 南 ( 萝 训 9X2 | ms 9 入 
所 以 


@ 参阅 S Fliigge, Practical Quantum Mechanics (1974), Prob. ，149 
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- 
We We ee 
2 WS 7 ms ean ‘14. 2.37) 


把 式 (14. 2. 37) 代 入 式 (14. 2. 35) ,把 质心 全 标 部 分 分 离 出 去 后 , 剩 下 的 相对 运动 的 Schradinger 
方程 为 8 
So ee 3 (让 十 直 ) 襄 Se ee 更 十 与 (Ce +7)V= Ev 
(14. 2. 38) 
式 中 玉 是 相对 运动 的 能 量 . 由 于 在 式 (14. 2. 38) 中 还 
有 交叉 项 ,还 不 能 分 离 变换 . 为 此 ,引进 “转动 ”坐标 
.、 ” 系 ( 见 图 14. 4) 
é" fs = écosa + ysina 
7 =~— ésina 十 7cosa 


7 


(14. 2. 39) 
a 待定. 此 时 
é 兰 十 和 一 振 十 六 
9 
图 14.4 = coseag 一 a 


十 co 3 
G7 na 0 


2 2 2 2 


一 = cosasing 十 (cosza 一 sin2za) Se Sinwcosa a 
9é9n a€? ge 97 oan 2 
于 是 方程 (14. 2. 38) 化 为 


(- 专 | (去 + 去 ) (ee 
(去 + 址 ) (sim?a 六 a a + sin2e 57 + eo a I) 


一 之 (sin2a ar + 200s20 F857 sin2a 2) 
2 
+ (E+ )) y= Ey (14. 2. 40) 


我 们 要 求 消去 交叉 项 , 即 让 3 的 系数 为 零 ,得 


a (让 十 直 )sin2a 十 (元 十 起 )sinze 一 之 cos2u 一 0 


m1 


即 


(二 十 一 1 ) sin2a = 一 之 cos2a (14. 2. 41) 
ms TIX1 


或 


2m1ms 
m2 (m1 一 ms ) 


这 就 是 确定 变换 (14. 2. es 的 式 子 . 6 ,7 ) 称 为 简 正 坐 标 . 令 
(= ee 2 ) eos’ a 十 (二 -十 元 )sinta 一 工 sin2u 一 
m1 m1 


m2 


tan2Ze 一 (14. 2. 42) 


] 1 (14. 2. 43) 
(一 十 一 )sinfa 十 (< ee = 
nD m2 m2 


ms m2 
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则 方程 (14. 2. 40) 可 以 化 为 
Es 熙 十 二 DW 汉 )+ (= a 1) = 到 (14. 2. 44) 
此 时 方程 就 可 以 分 离 变 量 了 . 令 


Y= f(€)g(7) (14. 2. 45) 
则 
(- 蓝 下 二 二 6 ) FeD -Efe) 
入 (14. 2. 46) 
(于 六 137) = Esg Cn) 
其 中 
Fa+Es=E (14. 2. 47) 
方程 (14. 2. 46) 是 简 谐 振子 的 能 量 本 征 方程 ,其 解 是 已 知 的 , 即 
Es = (na + 去)hwa na = 0,1,2,°.， wA 一 Vk/A 
(14. 2. 48) 


Es 一 (me 十 十 )ios ns—0,1,2,, ws = VE/B 


其 中 A、B 由 式 (14. 2.43) 给 出 [a 由 式 (14. 2. 42) 确 定 ]. 这 样 我们 就 求 出 了 三 原子 直线 分 子 的 两 
种 振动 频率 . 
对 于 0 一 C 一 O 分子,m 一 ro , 按 式 (14. 2. 41) ,得 cos2a=0, 即 o 一 xy/4. 代入 式 (14. 2. 43) 
可 求 出 
A=m, B= mm /2m + mz) (14. 2. 49) 
因而 


WA 一 k/mi 


wa = VkC2m ma) /mima = wa VL 2m /ma 
这 结果 与 经 典 力学 计算 值 相同 中 
A 型 振动 的 角 频 率 wa 与 碳 原子 质量 ms 无 关 , 它 描述 的 是 两 个 氧 原子 的 对 称 振动 , 碳 原 子 
保持 不 动 (在 质心 系 中 ) ,如 图 14. 5(a). 这 可 以 从 分 子 的 振动 的 基态 波 函 数 看 出 ,因为 


(14. 2. 50) 


WE ,7) ccexp 人 (一 人 ee) exp (一 Sy’) (14. 2. 51) 

A 型 振动 的 平衡 点 在 8 = 二 0 处 , 即 8 十 y=0 处 ,或 

T= 0 (14. 2. 52) 
即 两 个 氧 原子 的 距离 保持 在 zs 一 z= 二 2a 附近 振动 . 

B 型 振动 的 平衡 点 在 y= 二 0 处 , 即 一 & 十 w=0 处 ,或 

3 十 而 ry 2x2 一 0 
即 

zn 一方 (Zi 十 z3) (14. 2. 53) 


碳 原子 保持 在 两 个 氧 原子 的 中 点 附近 ,是 反对 称 振动 ,如 图 14. 5Cb). 


DD L. D Landau, E. M. Lifshitz, Mechanics，3rd. edition, p，72, 世界 图 书 出 版 公司 (北京 ,1999). 
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14. 5 
14.3 氢 分 子 离子 与 氢 分 于 
氢 分 子 Hs 是 最 简单 的 中 性 分 子 , 氢 分 子 离子 H+ 则 更 简单 . 氢 分 子 与 氢 分 子 


离子 的 原子 核 的 组 成 相同 ,但 H; 含有 两 个 电子 ,而 Hz 则 只 含有 一 个 电子 ,所 以 
H: 的 结构 比 Hi 复杂 一 些 , (图 14. 6). 


M b 
(a) 氧 分 子 离子 (b) 氮 分 子 


图 14.6 


H; 分 子 稳定 存在 于 自然 界 中 ,而 Hz# 则 很 活泼 ,很 容易 与 一 个 电子 结合 而 形成 
H; ,并 释放 能 量 

Hi 二 +e— H 十 354kcal/mol 
Hz 的 存在 是 从 它 的 光谱 得 以 证 实 的 . Hz 也 可 以 吸收 能 量 而 离 解 ， 

Hi 二 6lkcal/mol > H 十 H+ 
即 离 解 能 为 61kcal/mol, 或 每 一 个 Hz 离子 的 离 解 能 为 D 二 2. 65eV. 

按 Born-Oppenheimer 近似 ,在 讨论 电子 运动 时 ,原子 核 的 相对 距离 尺 视 为 参 

量 ( 而 不 是 动力 学 变量 ) , Ht 的 Hamilton 量 ( 未 计 及 电子 自 旋 ) 表 示 为 (采用 原子 
单位 e 一 无 一 me 一 1). 


于 :二 = 如 。 十 元 (14. 3. 1) 
H.=—+vy:-+-l1 
2 ra rp 


1/R 为 两 个 原子 核 之 间 的 Coulomb 排斥 能 , 互 。 为 电子 的 Hamilton 量 . H; 分 子 的 
Hamilton 量 可 以 表示 成 
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新 兰 HH. 十 去 (14. 3. 2) 
H, =—4 (Vit+ v9) | 
及. 为 两 个 电子 的 Hamilton 量 . 

从 Heitler-London 的 氨 分 子 结构 的 量子 力学 理论 0 开始 而 发 展 起 来 的 化 学 键 
的 量子 理论 ,是 应 用 量子 力学 取得 的 一 项 很 重要 的 成 果 . 在 量子 力学 提出 以 前 ,化 
学 与 物理 学 被 认为 是 不 相干 的 两 门 学 科 . 原子 的 电子 壳 结构 的 量子 理论 对 于 化 学 
元 素 周 期 律 的 阐明 ,以 及 化 学 键 的 量子 理论 的 建立 , 人们 逐步 认识 到 化 学 与 物理 学 

之 间 的 密切 关系 . 这 种 联系 目前 已 进一步 延伸 到 生物 分 子 结构 的 研究 . 


14.3. 1 得分 子 离子 
氢 分 子 离子 的 能 量 本 征 方程 为 
H.y = es (一 元 多 (14. 3. 3) 


EE 为 Hi 能 量 ,(E 一 1/R) 为 电子 能 量 . H。 所 描述 的 是 单 电 子 在 双 中 心 势 中 的 运 
动 


工 十 工 症 工 十 1 ) 


Tal Ta2 Tol (0 


下 面 用 变 分 法 来 求 Hz 的 基态 波 函 数 ,由 于 五 。 与 自 旋 无 关 , 以 下 只 考虑 波 函 
数 的 空间 部 分 . 从 物理 上 考虑 ,Hj 中 的 电子 分 别 受到 两 个 全 同 的 原子 核 的 Cou- 
lomb 引力 场 的 影响 ,因此 容易 想到 把 它 的 波 函数 表示 成 如 下 又 加 : 

p= capa 十 co 加 (14. 3. 4) 

A oy, 12/2 

内 = e °°“,， 内 在 

名 \ 和 为 归 一 化 的 类 气 原 子 波 函 数 ,4 作为 变 分 参数 ,4 依赖 于 及 .一 1, 即 氢 原 子 基 
态 波 函 数 . 可 以 想到 ,由 于 另 一 个 原子 核 的 存在 ,4 应 略 大 于 1. 由 于 电子 感受 到 的 
势 场 对 于 两 个 全 同 核 的 联 线 的 中 点 M 具 有 反射 不 变性 (或 者 说 ,对 于 ae>6 交换 是 


称 ,c. 王 一 c. 因此 单 电 子 的 试探 波 函数 可 表示 为 

由 三 ct (gu 土 Jy) (14. 3. 5) 
由 归 一 化 条 件 可 得 

cd (2+297)=1 
不 妨 取 c+ 为 实 | 

ci 二 (2 二 279) (14. 3. 6) 


DD W. Heitler, F. London, Zeit. Physik, 44(1927), 455.S，C.，Wang ( 王 守 竞 ), Phys Rev, 31 
(1928),579. H. W. James, A, S. Collidge, J. Chem. Phys. , 1(1933),825;3(1935),129. 早期 工作 总 结 
可 参阅 LPauling, The Nature of the Chemical Bond, (Cornell University Press, Ithaca, N. Y,, 1935), 
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其 中 
了 一 (四 办) (14. 3.7) 
是 y 与 ys 的 重合 (overlap) 积 分 .不必 计算 从 物理 上 考虑 就 可 以 看 出 , 当 R>0 时 ， 
9 一 1 ,而 R>co 时 ,9 二 0,[ 参 见 式 (14. 3. 10)]. 
利用 试探 波 函 数 (14. 3. 5) ,可 求 出 能 量 平均 值 ,分 别 为 


‘a|lH.|a)+ 必 | H. |a) 
1 十 了 


这 里 利用 了 (a| 且 .| a) 二 (65| 昌 .15),《a| 昌 .15) 二 (6|H。|a). 经 过 计算 后 ( 见 本 节 
末 附 录 ) 可 得 


已 一 元 = (gr, Hy4) = (14. 3. 8) 


12 十 AQ 一 了 一 居士 一 2)6 


一 1 
Eas 2 1 十 了 


1 
2 (14. 3. 9) 


3 
了 一 4 | 2 (1 十 迟 十 3 R? )e™ (14. 3. 10) 


一 20r。 
X= [dye/n = [dvi/rs = [de 一 一 下 [1 一 (1 十 4R)e*] (14.3.11) 


Tn 
3 —ACri tr ) 
s= | Lar = | bode = Lde =A(1+AR)eR (14.3.12) 
a rp Tn re 


式 (14. 3. 4) 中 的 变 分 参数 4 由 
aEs; 
: aA 
定 出 Q 值 还 与 参数 尺 有 关 ). 所 得 结果 巨 .CR) 作 为 参数 尺 的 函数 ( 见 图 14. 7). 中 
当 Rl 时 (两 个 原子 核 离开 很 远 ) ,A 一 
1, 重 和 至 积 分 97->0, 交换 积分 E-~0, 而 一 Xec 


交 ,表示 一 个 原子 核对 电子 的 Coulomb 吸引 
能 . 当 尺 六 1 时 


a (14. 3. 13) 


和 去 (14. 3. 14) 


由 图 14. 7 可 以 看 出 ,E_(R) 随 RR 单调 下 降 ， 
无 极 小 点 ,所 以 不 能 形成 束缚 态 分 子 . 这 可 以 

图 14.7 从 波 函数 /一 (由 一 如) 对 ae>8 交换 的 反对 
称 性 (或 对 M 点 反射 是 奇 宇 称 态 , 在 M 点 %- 一 0) 来 理解 , 它 表现 为 两 个 原子 核 之 
间 具 有 排斥 力 . 


二 jur0.00457 


@ 详细 数字 计算 可 参阅 S. Fliigge, Practical Quantum Mechanics, vol. 1，p，117. 
。 482 。 


与 此 相反 , 尼 + (R) -R 曲线 呈现 一 个 极 小 点 ， 因此 可 以 形成 束缚 态 Ht. 在 物理 

图 像 上 可 如 下 理解 :由 于 y; 态 对 于 两 个 原子 核 的 交换 ,a<>8 是 对 称 的 ,电子 在 a 

核 和 2 核 连 线 的 中 点 M 处 有 较 大 的 几率 分 布 ,形成 负电 荷 云 , 它 分 别 对 带 正 电 的 a 

核 和 65 核 有 吸引 作用 ,并 达到 平衡 . E_(R) 的 极 小 点 出 现在 R==R,。 二 2.08( 原 子 单 

位 ) 一 1. 10A 处 ,此 即 Hi 的 键 长 ,其 实验 值 为 1. 06A. 按 数 字 计 算 结 果 , 在 Re 邻 
域 ,F(R) 可 表示 为 

瓦 ;一 一 0. 5866 十 0. 0380( 尺 一 2.08): (14. 3. 15) 


利用 它 可 以 计算 Hi 的 离 解 能 (如 图 14.7 中 所 示 ). 注意 ;这 里 需要 扣除 Hj 离子 
振动 的 零点 能 方 fun ,wo 由 下 式 定 出 ， 


Fp 一 0.0380， /一 六 poems 是 质子 质量 ) (14. 3. 16) 


由 此 得 出 io 一 0. 00913 二 0. 248eV. 最 后 计算 出 Hz 离 解 能 为 


D= (¢. bb 也)= 0.082 = 2. 24eV 


2 2 
与 观测 值 2. 56eV 大 致 相近 . 
附录 积分 次 7 和 6 的 计算 


利用 公 趟 Vs GD= 二 下 Cr ,由 式 (14. 3. 1) 与 (14. 3. 3) 可 求 得 


(14. 3.17) 
因此 
2 a 2 
(alH le) = 大 | de (~ 等 +4 二 1 一 十) 一 和 TAQ 一 DX (14.3.18) 


Va 


久 2 ea 3 
IH le 一 和 大 | aero (S41 1) SIA)e (4.3.19) 
A 2 ro 2 


ra 
其 中 了 办 6 分 别 如 式 (14. 3. 10) (14. 3. 11) (14. 3. 12) 所 示 . 积分 % 较 易 计 算 . 利用 
1 /rn 
去 袜 ( 革 ) P (cos0)， zs <R 


人 (14. 3. 20) 


工 > (R)PpCeom, ,>R 
代入 式 (14. 3. 11) 的 积分 ,只 有 /==0 项 对 积分 有 贡献 ,积分 后 即 得 式 (14. 3. 11) 右 边 的 结果 . 
积分 7 与 8 的 计算 ,要 利用 旋转 椭 球 坐标 系 En、y, 它 的 焦点 在 两 个 原子 核 a 和 5 上 ,p 角 是 


绕 分 子 对 称 轴 (ab 联 线 ) 的 转角 . 
| 一 工 ( 一 
《一 R (ra 十 xs) 9» 7 R (ra 7 ) (14. 3. 21) 


其 递 表示 式 为 
六 一 到 (十 力 ， 六 一 站 (一 用 (14. 3. 22) 
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体积 元 为 . 
dc 一 (县 ) (一 7)dsdyag 
经 坐标 变换 后 ,可 以 计算 出 了 和 6, 如 式 (14. 3. 10) 和 (14. 3. 12) 右 边 的 结果 ， 


14. 3.2 和 氢 分 子 


以 下 用 变 分 法 来 求 H; 分 子 的 基态 能 量 和 波 函 数 . 考虑 到 当 尺 很 大 时 ,HL 的 
基态 波 函 数 可 以 近似 表示 成 两 个 氨 原 子 基 态 波 函数 的 乘积 ,两 个 电子 都 处 于 1s 
态 . 为 计 及 另 一 个 原子 核 和 电子 的 影响 ,与 处 理 Ht 类 似 , 单 电子 波 函 数 不 妨 取 为 

二 


Cr) = 3 (14. 3. 23) 
n 


4 作为 变 分 参数 ,相当 于 电子 受到 的 有 效 电 荷 ( 对 于 和 氧 原 子 ,4 二 1). 对 于 氧 分子， 
1<4<2. 但 考虑 到 男 一 个 电子 的 影响 ,其 4 值 应 比 Hi 的 变 分 法 处 理 中 得 出 的 4 
值 M 王 1. 236) 略 小 一 些 . 

计 及 两 个 电子 波 函 数 的 交换 对 称 性 , H: 分 子 的 基态 的 试探 波 函 数 [ 见 图 14. 6 
(b) 可 以 取 为 (未 归 一 化 ) 

VV (1,2) = goll ,2) Xo (sl ,52 ) 

下 (1,2) 一 页 (1 2)X (sz, 522) 
go(1,2) 一 [yra) ylrs) 十 pra pr )] 
$1C1,2) = [yra) yrs) 一 pra2 pr ) 

其 中 Xx。 和 xi 分 别 是 两 个 电子 的 自 旋 单 态 (S=0, 两 个 电子 的 自 旋 “ 反 平 行 ”) 和 三 
重 态 (S 二 1, 自 旋 “ 平 行 ”). 亚 : (1,2) 的 空间 部 分 波 函 数 $o(1,2) 对 于 两 个 电子 空间 
坐标 是 交换 对 称 的 ,两 个 电子 在 空间 彼此 靠近 的 概率 较 大 ( 即 处 于 两 个 原子 核 之 间 
的 概率 较 大 ,形成 负电 荷 云 . 借助 于 它们 对 两 个 原子 核 的 Coulomb 吸引 力 , 可 以 形 
成 稳定 的 束缚 态 ， 

利用 式 (14. 3. 2) ,可 以 计算 出 H; 分 子 的 能 量 (详细 计算 见 后面 的 附录 ) 


(14. 3. 24) 


(14. 3. 25) 


E. 0) = 去 十 (CW, ,H.W,) (14. 3. 26) 
参数 和 由 下 式 给 出 
ee 
E+ = 0 (14. 3. 27) 


注意 ,4 依赖 于 尺 . 经 过 计算 可 以 求 出 E+ (4) 随 RR 的 变化 ,如 图 14. 8 所 示 . 

计算 给 出 ,El 在 4==1.166,o=1.70 处 有 极 小 点 . 此 处 尺 =R。 = 二 1. 458( 原 子 单 
位 ) 一 0.77X10 0m, 而 E+ (Ro) 二 一 1.139( 原 子 单位 ). Hz 分 子 的 键 长 的 实验 值 
为 0.742X10-“m, 比 这 个 计算 值 Re 略 小 . 当 R 一 co 时 ( 即 Hs 分 子 解体 )H 变 成 
两 个 中 性 氧 原子 , 均 处 于 1s 轨道 ,它们 的 能 量 和 为 2X (一 1/2) 一 一 1( 原 子 单位 ). 
因此 ,H; 分 子 的 离 解 能 的 计算 值 为 
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一 | 


1 
1 hw 0.010 
-1.139|------s 本 


图 14. 8 ”和 氢 分 子 
D1 (1 139 十 去 jo )== 0.139 十 广 和 mn 
其 中 地 ww 为 零点 振动 能 ,可 以 根据 ,CR) 计 算 曲 线 (在 R=R, 邻 域 ,用 抛物 线 近 


似 ) 来 近似 估算 . 其 结果 为 志和 ~0.010( 原 子 单位 ) 二 0. 27eV. 与 Hs 分 子 振动 谱 


的 实验 观测 定 出 的 foos*0. 54eV 相符 . 这 样 ,可 以 计算 出 D20. 129( 原 子 单位 ) = 
3. 54eV , 约 为 实验 值 D 二 4. 45eV 的 80%. 车 用 更 细致 的 含有 较 多 参数 的 试探 波 函 
数 ,计算 结果 将 更 接近 于 实验 值 . 

附录 

以 空间 对 称 波 函 数 亚 ; 为 例 , 计 算 氨 分 子 的 能 量 平均 值 . 

首先 ,利用 类 氨 原 子 ( 有 效 电 荷 为 和) 的 1s 态 波 函 数 (14. 3. 23) 满 足 的 能 量 本 征 方程 ( 取 原 子 
单位 ) 


1 A x 
CS YY 一生)g(7) 一 一 Wn) ; (14. 3. 28) 


对 于 电子 1, 上 式 中 r>ra 或 Tel ,Vi—>V? ;而 对 于 电子 2, 则 r>raw 或 722 ,Vi—>V3. 这 样 , Hamil- 
ton 量 (14. 3. 2) 对 波 函 数 亚 : (1,2)[ 见 式 (14. 3. 24)] 运 算 后 ,可 得 出 
H¥+= Flora) Yrs) + fra Frsz) t+ Fra graz) + fra ) Faz) 


1 1 1 1 1 a Wr 
书 (= es 十 责 )(rma)Wme) 六 GG ee RR )y rz) Gra) 
= E;: LyCra) ylrs) 二 plraz ) flrs1 ) J (14. 3. 29) 
上 式 中 
1 = 让 
FnD) = (一 忌 开 一 和)yCn) (14. 3. 30) 


用 人 ma )Y(nzz ) 左 乘 (14. 3. 29) 式 ,积分 | dc dr ,可 得 出 


2(A+AD—2XK+ED+ XH +E) = (EHF (14.3.31) 
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即 


_ 1 .2M+AD 2(X4 ET) — (XN +E') 


上 式 中 出 现 了 7 个 积分 ,其 中 区.6 三 个 积分 已 在 前 面 式 (14. 3. 10 一 12) 中 计算 过 了 . 令 pop 二 4R， 
则 


3 
= [dny’ Gd yra) = SE |dnexp[—aCra + ra)] = (1+p+ 圭 # )exp(—p) 
(14. 3. 33) 
3 
X= Jan | yr) /rm = A |dn Texp(— 2ra) — 全 [1 一 GT 二 Perp( 一 2 


(14. 3. 34) 
|an yg (ra pra ) /ra SEE Can 六 exp[ 一 ACral 十 rol )] 
—4+pexp—p —4[ Np —Bp pp | (14. 3. 35) 
另外 三 个 积分 为 
A= |dny* Ce)Foa) 一 |dn1wrao12( 一 二 二 ) 
1 1 一 1 pb 
= |an exp(— 2Ara1 ) (一 py 十 5 ) Se 十 XGA 一 11) (14. 3. 36) 


A= dry dR) = [dnyr ra) (— 二 Vv 二)ym) 一 去 23TQ 一 D8 
(14. 3. 37) 
3 \、2 : 
X= dndr | gra) ?| yr) |/me = (ST) |dnexp(— 2ra) JarzexpC— Za) /ra 
= 二 [一 = 六 p+ 访 g 十 二 P )exp(— 2p) | (14. 3. 38) 


(计算 光 时 , 先 对 zc 积分 , 取 球 坐标 系 ,原点 取 在 5 点 , 极 轴 为 红 , 然 后 积分 ). 
最 后 还 剩 下 一 个 积分 8“， 


6’ = Janaryg Ga dr ra) yr) /me (14. 3. 39) 
是 不 能 用 初等 函数 表示 出 来 的 . 经 计算 后 中 ,可 以 表示 成 
2 ) exp( 一 2o) 十 人 | (14. 3. 40) 


其 中 
pp) = [HPF npt+O — [NoPE (4o) +2NR NR p) jE 2p) (14.3.41) 
C= 二 0.57722(Euler 数 ) ,而 . 
EW =| TexpC—Dd (14. 3. 42) 
pp 


以 下 讨论 这 些 积 分 的 物理 意义 . 


@ Y. Suguira，Zei Physikg, 45(1937)，484. E1(p) 可 查 表 , 见 Jahnke-Emde, Tables of Functions 
(1933). 


»。 486 。 


(D) 5= | dca)wma) 是 电子 的 两 个 波 丙 数 Ya) 和 Wu ) 的 重 区 积分 . 当 两 个 原子 核 a。 各 
距离 RR 很 远 时 (RSS1) ,95-0, 反 之 ,车 两 个 原子 核 重 合 (R=0) , 则 59=1. 在 一 般 情况 下 ,0 二 41. 

(2) WX' 和 A. 这 三 个 积分 与 9 无 关 , 有 经 典 对 应 . 

一 和 %== -| | ylrai) |? /rs ,表示 一 个 电子 的 电荷 分 布 密度 (一 | yra) |?) 与 男 一 个 核 的 
Coulomb 吸引 能 . 当 RSl1 时 ,( 一 加 ~~( 一 1/R). 当 R->00, 一 >0. 

一 | tndn | fra ) | 2 | 以 zz ) | 2 /ri 表示 两 个 原子 中 的 电荷 密度 分 布 一 | pral) | e 和 
一 | yrse) | ?之 间 的 Coulomb 排斥 能 . 当 R->ce , 沙 一 1/R->0. 

当 R>co 时 ,X41,A 一 一 1/2( 氨 原子 的 基态 能 量 ). A 可 以 看 成 在 Hz 分 子 中 的 一 个 原子 的 
基态 能 量 . 在 实际 的 H; 分 子 中 ,由 于 另 一 个 原子 的 存在 ,4 不 再 是 1. 对 于 Hz 分 子 基态 ,) 一 
1. 166 ,计算 给 出 A 王 一 0. 487. 

(3) 6,6E 和 A“ .它们 无 经 典 对 应 , 纯 属 量子 效应 ,是 两 个 电子 波 函 数 的 交换 对 称 性 所 引起 
的 . 当 R>oo, 这 几 个 积分 都 趋 于 0. 因为 在 此 极限 下 ,两 个 电子 各 自 定 域 于 所 在 的 原子 中 ,彼此 
可 以 分 辨 ,因而 两 个 电子 波 函数 的 交换 对 称 性 就 不 必 考 虑 了 . 交换 积分 随 之 趋 于 0. 


14. 3.3 ”化 学 键 的 量子 力学 定性 描述 


在 量子 力学 提出 之 前 ,人 们 已 经 在 实验 上 发 现 了 分 子 结构 的 许多 规律 . 但 在 经 
典 物理 学 框架 内 ,不 仅 不 能 对 分 子 结构 作 定 量 的 计算 ,甚至 对 于 已 经 有 所 了 解 的 一 
些 经 验 规律 及 分 子 结构 ,也 不 能 给 出 令 人 信服 的 定性 解释 . 例如 ,为 什么 仅仅 是 两 
个 氢 原 子 而 不 是 三 个 .四 个 ,或 更 多 的 氢 原 子 组 成 一 个 稳定 的 氢 分 子 ? 为 什么 氨 以 
及 其 他 惰性 气体 以 单 原子 分 子 的 形式 非常 稳定 地 存在 于 自然 界 中 ? …… . 量子 力 
学 的 重要 成 就 之 一 是 对 分 子 结构 提供 了 一 个 正确 的 理论 诠释 ,并 在 原则 上 能 对 它 
进行 定量 计算 . 现今 ,对 于 分 子 结构 的 定性 描述 和 理解 ,量子 力学 的 语言 和 概念 已 
是 必 不 可 少 的 了 V. 近年 来 ,由 于 计算 机 技术 的 进步 ,甚至 对 某 些 高 分 子 的 结构 也 
能 进行 量子 力学 的 计算 ,并 取得 了 不 少 积极 的 成 果 . 以 下 我 们 对 这 方面 的 工作 做 一 
些 定 性 的 介绍 . 


1. 离子 键 与 共 价 键 


为 了 描述 分 子 的 结构 ,化 学 家 曾经 唯 象 地 引进 了 化 学 键 的 概念 . 分 子 的 化 学 . 
键 , 可 以 分 为 离子 键 (ionic bond) 与 共 价 键 (covalent bond) 两 类 . 例如 ,Nat -Cl 
(氧化 钠 蒸气 分 子 ) 就 是 靠 离子 键 结 合 起 来 的 . Na 原子 的 金属 性 很 强 , 易 于 失去 一 
个 外 层 价 电子 而 形成 Na . Cl 原子 则 非 金属 性 很 强 , 易于 得 到 一 个 电子 而 形成 
Cl .Nat 与 Cl 的 电子 过 都 是 满 壳 , 很 稳定 . Na+ 与 CI 靠 Coulomb 引力 而 联系 在 
一 起 . 但 当 Na 与 CI 很 靠近 时 ,它们 的 电子 云 将 发 生 显著 的 重奏 ,就 有 强烈 的 排 
斥 作 用 . [其 根本 原因 在 于 Pauli 原理 . 按照 Fermi 气体 模型 , Fermi 气体 的 平均 能 


@ 例如 ,J. C, Slater, Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 1(1963). 
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量 cc( 电 子 云 密度 )8? , 见 14. 4 节 式 (14. 4. 10) 与 (14. 4. 13). 当 电子 云 密度 增 大 时 ， 
能 量 将 增 大 . 这 相当 于 有 强烈 的 排斥 作用 . ] 离 子 之 间 的 Coulomb 引力 与 这 种 排斥 
力 达 到 平衡 时 ,两 个 离子 的 距离 就 是 离子 键 的 键 长 . 

共 价 键 与 离子 键 不 同 0. 例如 , 氧 分子 就 是 靠 共 价 键 结合 起 来 的 . 在 共 价 键 结 
合 中 ,原子 之 间 没 有 电子 转移 ,两 个 原子 各 自贡 献 一 个 电子 ,形成 共 价 键 ,两 个 电子 
是 两 个 原子 所 公有 的 . 共 价 键 的 量子 理论 ,是 根据 Heitler-London 的 氢 分 子 理论 
逐步 发 展 起 来 的 . 按照 前 面 的 计算 及 图 14. 8 可 以 看 出 ,尽管 氢 分 子 是 由 两 个 中 性 
的 原子 组 成 ,但 它 的 确 存 在 一 个 稳定 的 束缚 态 . 它 的 两 个 电子 的 波 函 数 的 自 旋 部 分 
是 反对 称 的 (S 一 0, 自 旋 “ 反 平行 ”, 见 图 14. 8) ,而 空间 部 分 波 函 数 则 是 对 称 的 . 因 
. 此 ,两 个 电子 在 空间 能 够 彼此 靠近 ， 即 在 两 个 原子 核 之 间 的 空间 区 域 中 ,形成 密度 
较 大 的 “电子 云 ”, 它 同 两 个 原子 核 都 有 较 强 的 吸引 力 , 从 而 把 两 个 原子 结合 在 一 
起 . 这 种 为 两 个 原子 公有 的 、 自 施 取向 反 平 行 的 配对 电子 结构 ,就 形成 共 价 键 

与 此 相反 ,车 两 个 原子 中 的 电子 的 自 旋 平行 (S=1, 三 重 态 ) , 则 空间 部 分 波 函 
数 必定 是 反对 称 的 ,两 个 电子 不 能 靠近 . 从 图 14. 8 也 可 看 出 ,在 此 情况 下 分 子 的 能 
量 _ 随 RR 增 大 而 减 小 , 即 表现 为 排斥 力 ,所 以 不 能 构成 束缚 态 . 

共 价 键 的 特征 在 于 它 的 饱和 性 与 方向 性 . 

饱和 性 是 指 一 个 原子 只 4 能 提供 一 定数 目的 共 价 键 这 取决 于 该 原子 中 未 配对 
的 电子 的 数目 . 例如 , 氧 原子 只 有 一 个 1s 电子 , 氨 分 子 中 的 两 个 氢 原 子 各 提供 一 个 
未 配对 的 电子 ,形成 一 个 共 价 ( 单 ) 键 , 记 为 H-H 或 H :H .又 例如 Li( 锂 蒸气 分 
子 ) 中 的 Li 原子 ,虽然 有 三 个 电子 ,但 有 两 电子 已 经 配对 (1s): ,形成 满 壳 ;未 配对 
的 电子 只 有 一 个 (2s)! 电子 . 见 图 14. 9(b), 当 两 个 Li 原子 中 的 2s 电子 的 自 旋 反 
平行 时 ,也 能 形成 一 个 共 价 键 ,构成 稳定 的 Li 分 子 (气体 ). 

由 于 电子 的 自 旋 为 1/2 ,在 分 子 中 两 个 电子 配对 之 后 ,就 不 能 再 与 第 三 个 电子 
配对 . 例如 , 氧 分 子 中 两 个 电子 已 经 配对 ( 自 旋 反 平 行 ), 若 有 第 三 个 氢 原 子 接近 它 ， 
是 不 能 形成 Hs 分 子 的 . 因为 第 三 个 氢 原 子 中 的 电子 的 自 旋 总 是 与 已 形成 H: 的 两 
个 电子 中 之 一 的 自 旋 相 平行 ,因而 会 被 排斥 开 , 这 就 是 共 价 键 的 饱和 性 的 根源 . 又 
例如 氨 原 子 [ 图 14. 9(a)] ,其 电子 组 态 为 (1s): ,两 电子 已 经 配对 ,不 能 再 与 别 的 原 
子 中 的 未 配对 电子 去 配对 , 即 不 能 提供 共 价 键 ,所 以 在 自然 界 中 , 氨 以 单 原子 分 子 
(而 不 是 以 化 合 物 分 子 ) 的 形式 非常 稳定 地 存在 . 

ee 本 ac 各 共 价 键 之 间 N 


@ ” 共 价 键 结构 中 的 电子 虽然 为 两 个 原子 公有 ,但 共 价 键 仍 可 分 为 极 性 键 与 非 极 性 键 . 靠 极 性 键 结合 起 
来 的 分 子 的 正 电 荷 中 心 与 负电 荷 中 心 不 重 合 . 例如 , HCI( 燕 气 分 子 ) 是 靠 共 价 键 结合 起 来 的 (H 提供 一 个 1s 
电子 与 Cl 提供 的 未 配对 的 3p 电子 相配 对 ) ,Cl 负电 性 较 强 , H 正 电 性 较 强 ,但 是 还 不 能 算是 离子 键 . 当然 , 极 
性 很 强 的 共 价 键 与 离子 键 之 间 并 无 严格 的 分 界线 . 
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电子 的 电子 云 的 密度 和 重 倒 程度 . 一 个 原子 提供 的 共 价 键 的 方向 总 是 沿 着 价 电子 
的 波 函数 强度 最 大 的 方向 . 例如 ,p 轨道 中 的 3 个 p,py，*p。 价 电 子 的 电子 云 呈 哑铃 


?一 一 一 一 2 一 2 一 人 人 一 2 一 一 忻 才 -一 
> 一 一 2 一 一 > 一 人 -一直 一 


(a) 氨 原 子 (1s? (b) 锂 原 子 (1s)(2s) (c) 氮 原 子 (1s),(2s)(2p》 (四 氧 原子 (1s7(2s)(2p) 
图 14.9 原子 中 的 电子 组 态 (Configuration) 


例如 ,水 分 子 (H:O) 中 ,O 原子 有 两 个 未 配对 的 2p 电子 (图 14.9(d)), 可 以 认 
为 一 个 在 p; 轨道 ,一 个 在 p, 轨道 ,于 是 两 个 H 原子 的 电子 (都 在 1s 轨道 ,是 球 对 
称 的 ) 将 沿 z 轴 与 y 轴 方 向 接近 O 原子 ,形成 两 条 共 价 键 . 若 按 这 种 简单 的 考虑 ， 
两 条 键 的 夹 角 应 为 90", 但 实验 测 得 键 角 为 104"27’( 图 14. 10)@ ,两 者 相差 14"27/， 
即使 考虑 两 个 原子 的 电子 云 的 排斥 ,计算 表明 ,角度 大 约 可 增加 5", 还 不 足以 解 
释 实验 . 类 似 的 情况 存在 于 NHs 分 子 中 ,NN 原子 的 电子 组 态 为 (1s)? (2s)? (2p)3， 
见 图 14. 9(c). NHs 的 三 条 键 中 任何 两 条 键 之 间 的 夹 角 似乎 也 应 为 90", 但 实验 观 
测 值 为 106*46'( 见 图 14. 11). 解释 这 个 矛盾 的 较为 流行 的 理论 是 所 谓 轨道 “ 杂 
化 ”2(hybridization) , 即 电 子 轨道 (状态 ) 的 某 种 混合 . 


H 
104°277 
O 
H 
图 14.10 水 分 子 HzO 的 键 角 图 14.11 NH; 分 子 的 键 结构 
2. 轨道 杂 化 


先 以 甲烷 (methane,， CH ) 为 例 . CH 分 子 中 C 原子 提供 了 四 个 未 配对 的 电 


D J. March, Advanced Organic Chemistry, 2nd ed. , p. 10(1977). 
@ 参阅 Cohen-Tannoudji, et al. ,Quantum Mechanics, Vol. 1,p. 841 一 855. 
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子 ,与 四 个 H 原子 中 的 电子 配对 . 通常 认为 C 原子 中 电子 的 组 态 为 (1s)2(2s)? 
(2p) ,其 中 (1s)?(2s)? 为 满 壳 结构 ,所 以 只 有 两 个 未 配对 的 电子 (2p):. 实则 不 然 . 
(1s) 能 级 与 (2s) 和 (2p) 能 级 相差 很 大 , (1s): 是 一 个 理想 的 满 壳 . 但 (2s) 能 级 与 
(2p) 能 级 相当 靠近 . (2s)? 并 非 理 想 的 满 壳 结构 ( 见 9.5 节 , 图 9.7), 因 而 2s 态 可 
以 与 三 个 2p 态 (Wr. ,ypp, ,or ) 进 行 线性 春 加 ,形成 新 的 单 电子 态 , 例 如 ,这 四 个 态 
的 如 下 等 权重 的 至 加 态 ( 即 杂 化 轨道 ) 


fh = (pas + yoo, + gow, + Yon, ) 


fo = Cys + Yao, — yoo, — yn,) 
(14. 3. 43) 

1 

业 


(yns 一 Yep, 再 frp, 一 Yop, ) 


Ya = BCs — Yr, — Yor, + yor, ) 

这 4 个 量子 态 ( 杂 化 轨道 ) 的 “电子 云 ”的 分 布 集中 在 0. ,Qu,O. 和 Os 四 个 方向 ( 见 
14. 12). 这 样 形成 的 四 条 键 从 C 原子 (处 于 正四 面体 中 心 ) 出 发 , 伸 向 四 个 顶 角 . 
两 条 键 的 夹 角 为 0 一 2arcsin V273 一 10928'. 当 C 原子 中 的 未 满 过 中 的 四 个 电子 
分 布 在 这 四 条 杂 化 轨道 上 时 ,就 是 实验 上 观测 到 的 CH, 的 分 子 构 形 . 通常 认为 C 
原子 中 电子 组 态 为 (1s)* (2s)* (2p)?, 是 基于 纯 Coulomb 势 ( 氢 原子 ) 中 能 级 分 布 
(2s 与 2p 简 并 ). 在 多 电子 原子 中 ,原子 核 提供 的 并 非 纯 Coulomb 场 ,而 2s 能 级 略 
低 于 2p 能 级 ( 见 9. 5 节 ,图 9. 7). 由 于 电子 之 间 的 相互 作用 , 疤 加 态 ( 杂 化 轨道 ) 反 
而 更 稳定 . 


/22 a 


图 14.12 CH 的 键 角 


根据 上 述 轨道 杂 化 图 像 ,也 可 以 较 好 地 解释 水 分 子 的 键 角 . H:O 分 子 中 O 原 
子 有 8 个 电子 [ 见 图 14. 9(d)], 满 过 电子 (1s)? 不 参与 化 学 作用 ,其 余 6 个 电子 组 
态 ( 不 计 及 杂 化 ) 为 (2s)?*(2p)* 一 2C(s)?(2p)“. 计 及 轨道 杂 化 后 ,形成 yj 、Ys 、y 、yna 
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四 个 轨道 ,每 个 轨道 上 可 容纳 两 个 电子 . 例如 ,有 两 个 电子 处 于 必 , 两 个 电子 处 于 
各 , 男 外 一 个 电子 处 于 y 与 H 原子 中 的 电子 形成 自 旋 单 态 , 构 成 一 条 键 , 另 外 一 
个 电子 处 于 yg, 与 男 一 个 H 原子 中 的 电子 形成 自 旋 单 态 ,也 构成 一 条 键 . 按 图 
14. 12 所 示 , 两 键 夹 角 0=109"28”, 比 实验 观测 值 104"27“ 略 大 . 实际 HzO 分 子 的 电 
子 态 介 于 完全 杂 化 [ 见 式 (14. 3. 43)] 与 不 杂 化 组 态 (2s)? (sp)' 之 间 , 原 因 是 2s 能 
级 略 低 于 2p 能 级 ,在 2s 与 2p 轨道 杂 化 时 ,各 态 的 权重 会 稍 有 差别 ,使 杂 化 态 中 有 
3 个 更 接近 于 p 轨道 ,有 一 个 更 接近 s 轨道 ,而 两 个 H 原子 中 的 电子 则 与 第 一 种 轨 
道 ( 更 接近 于 p 轨道 ) 上 的 电子 组 成 键 , 因 此 键 用 介 于 90" 与 109"28 "之 间 . 按 类 似 的 
论据 可 以 说 明 NHs 的 键 角 ( 见 图 14. 11). 


3. 水 分 子 的 毛 键 (hydrogen bond) 


按 上 述 水 分 子 HzO 的 构 形 ,可 以 解释 自然 界 中 观察 到 的 氢 键 . 水 分 子 中 共有 
10 个 电子 ,其 中 (1s)” 为 理想 满 壳 结构 ,激发 被 冻结 . 剩 下 的 8 个 电子 ,粗糙 看 来 ， 
可 以 认为 是 填 布 在 4 个 杂 化 轨道 yy 、y 和 ya 上 . 于 是 O 原子 好 像 伸 出 4 只 带 
负电 的 手臂 ,形成 四 面体 结构 . 两 个 H 原子 核 (原子 ) 则 靠 Coulomb 吸引 力 而 维系 
在 其 中 两 条 壁 的 顶部 . 在 液态 水 中 , 当 两 个 HO 分 子 靠近 时 ,一 个 水 分 子 中 的 质子 
与 另 一 个 水 分 子 中 的 负电 臂 结合 ,就 形成 氢 刍 (hydrogen bond) , 见 图 14. 13 ,结合 
能 约 为 0. 2eV , 比较 微弱 . 这 样 ,每 一 个 水 分 子 均 可 用 和 氢 键 与 另外 4 个 水 分 子 束缚 
在 一 起 ,形成 有 四 面体 结构 的 大 水 分 子 集团 (cluster) Hz,O,. 由 此 可 以 说 明 液态 水 
的 黏 清 性 (viscosity) 随 温度 的 变化 . 当 温度 较 低 时 ,大 水 分 子 集团 结构 使 水 流动 困 
难 , 黏 滞 性 较 大 . 但 当 水 温 升 高 , 热 运 动 将 破坏 氢 键 ,使 大 分 子 集团 减少 ,因而 黏 滞 
性 减 小 . 此 外 ,水 溶性 物质 分 子 之 所 以 能 溶 于 水 ,是 由 于 水 分 子 可 以 使 物质 分 子 离 
散 , 并 与 水 分 子 形成 氢 键 , (物质 分 子 与 水 分 子 附着 在 一 起 , 比 它们 自己 附着 在 一 起 
的 能 量 要 低 一 些 . ) 反 之 ,如 物质 分 子 不 能 与 水 分 子 附着 而 形成 氢 键 , 则 不 溶 于 水 ， 
例如 , 油 . 


图 14. 13 ”水 分 子 之 间 的 氧 键 
在 氢 键 中 二 离开 两 个 HzO 分 子 中 的 OO 原子 的 间距 分 别 约 为 1. 8A 和 1A( 参 见 
G. Baym, Lectures on Quantum Mechanics) (1978) ,p. 494. 
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14.4 Fermi 气体 模型 


自然 界 中 大 量 碰 到 自 旋 为 1/2 的 同类 粒子 组 成 的 多 体系 . 例如 ,金属 中 的 导电 
电子 组 成 的 多 粒子 系 , 重 原子 中 的 电子 系 ,原子 核 中 的 质子 系 和 中 子 系 ,中 子 星 等 . 
Fermi 气体 模型 把 它们 看 成 为 在 一 定 空间 中 的 无 相互 作用 的 Fermi 子 组 成 的 集 
合 , 在 这 里 Pauli 原理 起 了 重要 的 作用 . 虽然 这 个 模型 是 很 粗糙 的 ,但 对 于 粗略 地 


描述 体系 的 粗 块 性 质 (bulk properties) 还 是 很 有 用 的 .( 所 请 粗 块 性 质 ,是 指 体系 的 
大 多 数 粒子 都 参与 贡献 的 那些 性 质 . ) 


14.4.1 金属 中 的 电子 气 


作为 一 粗糙 的 近似 ,金属 中 的 导电 电子 可 以 视 为 限制 在 金属 导体 内 部 做 自由 
运动 的 电子 气 . 为 简单 起 见 , 考 虑 边 长 为 工 的 方块 金属 . 按 3. 2 节 计 算 , 电 子 能 级 
由 下 列 公式 给 出 ; 


下 一直 ( 肛 十 居 十 居 ) 
2m 


有 == 他 ?， Re nzsnys nz 一 1,2,3,.° (14. 4. 1) 
即 
E= 下 ( 胡 十 双 十 到 ) (14. 4. 2) 


考虑 到 电子 的 自 旋 态 ,每 一 个 空间 量子 态 (n, ,n,,n.) 上 可 以 容纳 两 个 电子 . 设想 以 
(nz ,ny,nz) 为 坐标 的 三 维 空间 ,每 一 组 正 整 数 (n,,n,,n,) 对 应 于 该 空间 的 第 一 象 
限 中 的 一 点 . 从 坐标 原点 引 向 (nj ,n,n,) 点 的 距离 为 ,而 

和 一 下 十 计 十 7 (14. 4. 3) 
以 原点 为 球 心 , 半 径 在 (n,n 十 dn) 之 间 的 球 壳 在 第 一 象限 中 的 体积 为 


1 sm dn = dn 


8 
每 单位 体积 中 有 一 个 格 点 (用 一 组 正 整数 n,n,,n, 刻画 ) ,因而 对 应 有 两 个 量子 态 
( 计 及 电子 自 旋 ). 因此 在 (n,n 十 dn) 范 围 中 的 量子 态 数 目 , 即 可 容纳 的 电子 数 , 为 

dN = midn (14. 4. 4) 
以 上 的 分 析 , 基 于 下 述 考 虑 : 即 人 金属 中 自由 电子 的 数目 N 很 大 , 它 的 变化 可 近似 看 
成 连续 的 . 式 (14. 4. 2) 改 写成 


E= TR, (14. 4. 5) 
所 以 
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因而 


再 利用 式 (14. 4. 5) ,可 求 出 电子 气 的 量子 态 密度 随 能 量 的 分 布 为 


实 = /mE DE cc mL3E (14. 4. 6) 


设 电子 气 处 于 基态 , 即 电子 从 最 低 的 能 级 开始 填充 ,在 不 违反 Pauli 原理 的 原 
则 下 一 直 填 充 到 能 级 Ey. 能 量 高 于 Ej 的 能 级 是 空 着 的 ,而 低 于 Ey 的 能 级 则 完全 
被 填 满 . Ej 称 为 Fermi 能 量 . 设 电子 气 的 电子 总 数 为 N, 则 


五 
= | /EdE = -三 3 mE ) (14.4.7) 
令 
PO py (14. 4. 8) 


pj 称 为 Fermi 动量 . 由 式 (14. 4.7) 可 求 出 电子 气 在 空间 的 密度 ( 令 二 0) 


N 1 mE 3/2 1 
p= -sl( “3 一 村 (14.4.9) 
式 (14. 4. 9) 还 可 改写 成 
大 2 2 , 
Ee pm 3 0) = pn 3 N/O) 2 (14. 4. 10) 
或 


ky es (C370) eo (37r2 N/O) 
这 是 电子 气 的 Fermi 能 量 (动量 ) 与 电子 气 密度 的 关系 . 显然 ,o 愈 大 , 则 Ej 愈 大 . 
在 Ts*0K( 即 不 计 及 热 运 动 的 影响 ) 的 情况 下 , 若 以 能 量 为 横 坐 标 ,能 级 被 电 
子 对 填充 的 概率 W 为 纵 坐 标 ,其 曲线 如 图 14. 14 中 粗 实 线 所 示 . 这 种 能 态 分 布 的 
电子 气 , 称 为 完全 简 并 Fermi 气体 . 
利用 式 (14. 4. 9) ,电子 气 的 态 随 能 量 分 布 的 密度 可 改写 成 


3/2 
氏 = 故 (党 | /EZE%E (14.4.11) 
因此 在 Fermi 面 附 近 (ESXEy) , 态 密度 为 
dN\ _3N 
(EE); > (14. 4. 12) 


按 式 (14. 4. 6) 或 (14. 4. 11) ,容易 求 出 ,对 于 完全 简 并 Fermi 气体 ,电子 的 平均 
能 量 为 


E= |EaNn/[an IE VE dE/| “VEdE 二 SE; (14. 4. 13) 
讨论 
1) 电 子 气 的 压强 


设 电 子 气 的 体积 变化 为 d2, 需 要 外 界 对 它 作 的 功 为 dA, 则 电子 气 的 压强 P 
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图 14. 14 Fermi 气体 的 完全 简 并 分 布 ( 实 线 ) 


在 T 关 0K 情况 下 ,Fermi 面 下 部 分 电子 可 以 激发 到 Fermi 面 以 上 的 能 级 上 去 ,如 虚线 
所 示 , 例如 ,对 于 银 块 , 它 的 质量 密度 为 10. 5g/cms , 银 原子 质量 为 1. 80 X10 ?g. 每 一 


个 银 原子 有 一 个 导电 电子 .所 以 


p=(10. 5/1. 80X10-22)cm-3 一 5.85X10-22cmr-3 


代入 式 (14. 4. 10) ,得 Ej 二 8. 80X10-12erg 一 5. 55eV. 


注意 :对 于 常温 导体 (TAS:300K) ,kTA0. 026eV (k 是 Boltzmann 常数 ), 所 以 Ey 污 kT. 


热 运动 只 引起 电子 气 的 能 态 分 布 发 生 很 微小 的 变化 . 


可 由 下 式 定义 ， 
dA = 一 Pd02 
此 时 ,电子 气 的 内 能 增加 dU 一 dA, 因 此 
六 六 
dn 


对 于 完全 简 并 Fermi 气体 (Tz-0K) ,有 
U= NE =- BNE 
所 以 


而 按 式 (14. 4. 10)， 


3 
所 以 
dEr -2 d0 
E, 3 0 
或 
dE:_ 2E 
d02 3 0 


因此 ,电子 气 的 压强 为 
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(14. 4. 14) 


(14. 4. 15) 


(14.4. 16) 


(14.4.17) 


(14. 4. 18) 


P22.06 X 10ldyne/cm’ ~ 20 X 104atm 

2) 电 子 气 的 磁化 率 ? 

在 没有 外 加 磁场 的 情况 下 , Tsz0 K 的 金属 中 的 电子 气 在 能 级 上 的 分 布 ,是 完全 简 并 分 布 ， 
即 BE 的 能 级 都 被 电子 对 填 满 ,而 E>Ey 的 能 级 则 完全 空 着 , 见 图 14. 15. 当 加 上 外 磁场 时 ， 
则 部 分 电子 将 被 拆散 , 自 旋 沿 反 磁 场 方向 顺 排 ,但 由 于 Pauli 原理 限制 ,拆散 的 粒子 对 中 的 一 个 ， 
只 能 往 Fermi 面 之 上 能 级 跳 . 

设 有 v 对 电子 被 拆散 , 自 旋 沿 反 磁场 方向 顺 推 ,电子 气 
能 量 将 降低 2wB (py 一 2 和 ,Bohr 磁 子 ). 但 另 一 方面 ,拆散 。 一 

| 

的 电子 对 中 的 一 个 电子 必须 依次 往 Fermi 面 之 上 能 级 的 能 ”6 AE, 
级 填充 ,这 要 付出 一 定 的 能 量 . 按照 付出 能 量 的 大 小 来 纺 一 


序 ， -= 


E A 
第 1 对 (处 于 Ey 能 级 ) 拆 散 , 需 要 能 量 AP ， 
第 3 对 拆散 ,需要 5AE。， 


总 起 来 ,v 对 电子 被 拆散 后 依次 往 上 填充 ,电子 气 的 能 量 将 增加 
[1 十 3 十 5 十 … 十 (2y 一 1)]AE。 一 也 AP 
所 以 ,由 于 磁场 使 得 电子 气 的 能 量 改变 为 


W =—— 2uuB + YAE, (14. 4. 19) 
而 达到 平衡 时 ,W 取 极 值 , 即 
dW/dy 二 0 
由 此 可 以 定 出 
,_ 8 
AEo 
此 时 ,电子 气 能 量 的 变化 为 
全 全 “各 (14. 4. 20) 


达到 平衡 后 ,如 拆散 电子 对 的 数目 继续 增加 ,反而 不 稳定 . 
在 平衡 时 ,电子 气 的 总 磁 矩 为 


22B 
M= 2vw = 2 (14. 4. 21) 
可 以 看 出 ,M 二 dW/dB. 磁化 率 定义 为 
_M_ 22 
XxX 三 9B 一 DAE (14. 4. 22) 
按照 式 (14. 4. 12) , Fermi 面 附近 的 能 级 间距 约 为 (AN=2) 
4E: _ 4Er | 
AbB, = 57 300 (14. 4. 23) 


D S. Fitigge, Practical Quantum Mechanics, Prob. 168. 
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用 式 (14. 4. 10) 及 (14, 4. 23) 代 入 式 (14. 4. 22) ,可 得 
3 173 
| (14.4 24 


“14. 4.2 ”原子核 的 Fermi 气体 模型 


原子 核 的 液 滴 模 型 和 Fermi 气体 模型 是 早期 (20 世纪 30 年 代 ) 提 出 的 两 种 核 模型 ,表面 看 
来 ,两 种 模型 差异 很 大 ,但 它们 在 定性 描述 原子 核 的 粗 块 性 质 方面 ,都 各 自 取 得 一 定 成 功 . 后 来 
Mayer & Jensen(1949) 提 出 的 具有 强 自 旋 - 轨 道 耦合 的 壳 模 型 以 及 Bohr & Mottelson(1952) 提 
出 的 集体 运动 (转动 和 振动 ) 模 型 , 才 为 原子 核 结 构 理论 奠定 了 可 靠 的 基础 ,人 们 对 于 核 结 构 才 
有 了 较 系 统 的 了 解 . 壳 模 型 与 Fermi 气体 模型 有 某 些 相似 之 处 . 它们 都 把 原子 核 看 成 在 某 种 公 
共 势 场 中 运动 的 无 相互 作用 的 Fermi 子 体系 . 在 壳 层 模型 中 ,这 个 公共 势 场 常 采用 谐振 子 势 或 
Woods-Saxon 势 (球形 或 变形 ) ,并 含有 强 自 旋 - 轨 道 耦合 . 在 Fermi 气体 模型 中 ,这 个 公共 势 场 
则 取 为 无 限 高 势 又 所 包围 的 一 个 匣子 . 

从 核子 散射 实验 知道 ,核子 之 间 有 很 强 的 短程 相互 作用 ,而 壳 模 型 和 Fermi 气体 模型 在 说 
明 原 子 核 的 低 激 发 态 性 质 上 又 都 取得 相当 大 成 功 ,这 是 很 令 人 感 兴趣 的 理论 问题 . 这 在 很 大 程 
度 上 与 Pauli 原理 和 不 确定 度 关系 以 及 核子 之 间 的 短程 作用 力 的 特点 有 密切 的 关系 . Pauli 原理 
与 不 确定 度 关系 都 阻止 核子 在 空间 靠近 . 实验 还 表明 ,核子 之 间 有 很 强 的 排斥 心 , 其 半径 x 过 
0. 4fm. 与 原子 相 比 ,原子 核 这 个 体系 似乎 是 很 密集 的 . 事实 上 不 尽 然 . 实际 原子 核 中 ,核子 之 间 
平均 间隔 2 二 2. 4fm, 因 此 原子 核 的 实际 体积 与 最 密集 体积 之 比 约 为 © 


( ~ 06 (14. 4. 25) 


巴 " 部 分 . 此 外 ,由 于 Pauli 原理 限制 ,核子 (特别 是 在 Fermi 面 下 深 处 的 核子 ) 之 间 磁 撞 时 ,很 难 
改变 其 量子 态 . 除 Fermi 面 附近 的 少数 价 核子 外 ,大 多 数 核子 的 激发 实际 上 被 冻结 . 有 可 靠 的 实 


下 面 我 们 用 Fermi 气体 模型 来 讨论 原子 核 的 一 些 粗 块 性 质 . 首先 估算 一 下 Fermi 能 量 . 按 
照 式 (14.4. 9)， 


2 为 原子 核 体积 . 设 原子 核 的 中 子 数 N= 质子 数 2 一 方 A( 质 量 数 ) (这 只 对 很 轻 的 8 稳定 核 成 
立 ), 则 


因此 , 诸 核 子 的 空间 分 布 密度 


@ 参阅 A. de Shalit & H. Feshbach, Theoretical Nuclear Physics, Vol, 1, Nuclear Structure (John 
Wiley & Sons), chap, 2, 1974. A. Bohr & B, R. Mottelson, Nuclear Structure, Vol, 1, Single-Particle 
Motion, (Benjamin) 1969. P. Ring &, P, Schuck, The Nuclear Many-Body Problem, (Springer-Verlag, 
1980). 曾 谨 言 、 孙 洪 洲 ,《 原 子 核 结构 理论 》. 上 海 科技 出 版 社 ,1987. 
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p 一 各 = 入 (14. 4. 26) 
实验 观测 表明 ,在 原子 核 中 心 附近 ，. 


osz 0.17 核子 /fm (14. 4. 27) 
由 此 可 以 得 出 
kr 2 1. 36fr! (14. 4. 28) 
而 Fermi 能 量 
Ej ~ 二 多 > 38MeV (0M 是 核子 质量 ) (14. 4. 29) 
按 式 (14. 4. 13) ,核子 动能 平均 值 
二 EE x 23MeV (14. 4. 30) 
其 次 ,我 们 来 讨论 一 下 原子 核 结 合 能 .其 定义 为 
B(Z,A) = [ZM + NM, — M(A, 2)Je’ (14. 4. 31) 


Ms .MM 、M(A,2) 分 别 表示 质子 、 中 子 和 原子 核 的 质量 . Weizsicker(1935) 曾 经 给 出 原子 核 结合 
能 的 一 个 半 经 验 公式 ， 

B(A,Z) = aA — aA a2 /A a, (N— 2):/A+B, (14. 4. 32) 
其 中 第 一 项 与 A 成 线性 关系 , 按 核 半 径 的 A7 律 (R= mA ) ,也 就 是 它 与 核 体 积 成 比例 , 故 称 
为 体能 (volume energy). 它 反映 核子 之 间作 用 有 饱和 性 , 即 在 原子 核 内 的 一 个 核子 最 多 只 能 与 
一 定数 目 ( 与 A 无 关 ) 的 近邻 核子 作用 . 第 二 项 为 表面 能 (surface energy). 处 于 核 表 面 的 核子 , 相 
邻 的 核子 的 数目 相对 说 来 要 小 一 些 , 核 子 近邻 之 间作 用 未 能 充分 发 挥 出 来 ,所 以 处 于 表面 的 核 
子 对 结合 能 的 贡献 要 小 一 些 , 因 此 要 从 线性 项 中 减 去 这 一 部 分 . 第 三 项 为 Coulomb 排斥 能 . 若 认 
为 核电 荷 Ze 均匀 分 布 于 半径 为 R 的 球 内 , 则 经 典 Coulomb 能 量 为 
E = 名 和 cc 生 - (14. 4. 33) 
若 考 虑 到 质子 波 函 数 的 交换 对 称 性 (反对 称 ) ,Pauli 原理 倾向 使 质子 彼此 离开 远 一 些 , 所 以 Cou- 
lomb 能 比 此 估计 值 还 要 小 一 些 . 第 五 项 B, 是 对 能 (pairing energy) , 它 反映 实验 观测 到 的 结合 
能 的 奇偶 差 , 即 偶偶 核 结合 能 较 大 ,最 稳定 , 奇 A 核 次 之 ,而 奇 奇 核 最 不 稳定 . 第 四 项 为 对 称 能 
(symmetry energy) , 它 完 全 是 一 种 量子 效应 ,无 经 典 对 应 . 它 可 以 用 Fermi 气体 模型 来 定性 说 
明 . 令 


Z 一 全 01 一)， N= 会 (+ (14. 4. 34) 


其 中 


_ CN 一 人 
4 一 A 


按 Fermi 气体 模型 ,原子 核 基态 能 量 为 
2/2 N/2 
中 EdN 十 下，EaN 


它 与 中 子 数 N 一 质子 数 2 一 今 的 体系 的 能 量 差 为 


ACIHA) /4 
EdN 十 2| EdN (14. 4. 35) 


A/4 


Ee 他 


A(1 一 )/4 
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N 
FN =| EdN 
则 
AE=2| F(AQ+D)-2F(A)+F(Ad—»)| 
oAMY /EF -AX/(dE 
~2( 4 ) (Ir ) 8 (KK) 
利用 式 (14. 4. 12)， 
dN_3N 
dE 2E, 


得 


_ AX BE _ Fi (N-D:  ,, (N-2)’ 


(14. 4. 36) 


其 形式 与 式 (14. 4. 32) 的 第 四 项 相同 . 但 实验 定 出 的 参数 cs 23MeV. 所 以 Fermi 气体 模型 (未 


计 及 核子 剩余 相互 作用 ,只 考虑 了 Pauli 原理 ) 只 能 说 明 大 约 一 半 的 对 称 能 . 
下 面 按 类 似 的 精神 来 估算 一 下 壳 模型 谐振 子 势 


VD = FMo'r 
中 的 参数 w 按 6. 3 节 的 计算 ,各 向 同性 谐振 子 势 中 粒子 的 能 级 
FE = (4 十 祁 )iw， k= 0,1,2,.: 


其 简 并 度 ( 见 6. 3 节 , 计 及 自 旋 态 ) 
fi = (k++ 1) (+2) 


因此 ,按照 Pauli 原理 ,从 & 一 0 壳 一 直 填 充满 8 一 K 壳 时 ,共有 粒子 (质子 或 中 子 ) 数 


Kk 
n(K) = > 上 DGE 十 2) 一 半 ( 玫 十 D)(K 十 2)(K 十 3) 
k=0 
此 外 , 按 位 力 定 理 ,处 于 这 的 粒子 的 x? 平均 值 满足 
1 1 1 3 
雪 Mo? (7) 一 训 甩 一 也 (十 亨 ) 翅 
所 以 
(2% = (4 十 六)( 直 ) 
当 & 一 0 到 一 K 壳 均 已 填 满 时 ,x 平均 值 为 
i 3)h 3 
(7) 一 aE E+ D+2) (二 > ) 丰 一 二 (K 十 2) 有 
如 假设 原子 核 内 中 子 数 N= 质子 数 Z=A/2( 这 只 对 8 稳定 的 轻 核 近似 成 立 ) , 即 
n(K) 一 去 (K 二 DCK 二 2CK+3) = A 
所 以 
3A 3A\' 
(K+2) 心 党 ，(K 十 2 和 (党 


代入 式 (14. 4. 42) ,可 求 出 
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(14. 4. 37) 


(14. 4. 38) 


(14. 4. 39) 


(14. 4. 40) 


(14. 4. 41) 


(14. 4. 42) 


(14. 4. 43) 


3 起 3A 1/3 
4M(7) 人) 


vV (7) 称 为 原子 核 的 方 均 根 半径 ,通常 引进 等 效 的 均匀 分 布 半径 


/5 
R= FE (14. 4. 45) 


实验 观测 表明 ,原子 核电 荷 分 布 半径 0 
R= nA (14. 4. 46) 


但 其 中 x。 并 不 严格 是 常量 , 它 随 A 增 大 而 系统 递减 ， 


过 人 32fm  〔 轻 核 ) (14. 4. 47) 
1.20fm  【〔 重 核 ) 


如 用 n= 二 1. 20fm 代入 
2 1/3 1/3 
jw = (3 3 志 z (这 ) A = 41.0A-VMeV (14. 4. 48) 


14.1 试用 变 分 法 求 一 维 谐振 子 的 基态 波 函 数 和 能 量 . 
提示 :建议 试探 波 函 数 取 为 exp[ 一 4z?],4 是 待定 参数 . 
答 : 因 为 试探 波 函数 的 形式 与 严格 解 相同 , 变 分 法 计算 结果 与 严格 解 相同 . 


14. 2 ”一 维 谐振 子 , 取 自然 单位 (# 一 m 一 w 一 1),Hamilton 量 可 表示 成 日 -一 十 让 十 
取 . 取 基态 试探 波 函 数 为 


S| 


;= zl<a 
0， [zl|> 盖 0 


@ 大 量 实验 数据 (高 能 电子 散射 ,x 原子 X 射线 谱 ) 表 明 , 原 子 核电 荷 分 布 方 均 根 半径 或 等 效 均匀 电荷 
分 布 半径 系统 偏离 A13 律 ,从 轻 核 到 重 核 ro 值 系 统 地 逐渐 减 小 ,变化 幅度 S10%. 如 采用 Z15 律 ,R=rp2Z1， 


0 0。 。 。 。 ee。 . 


则 rp 非常 接近 于 常数 ,rp 二 1. 635fm. 详 见 曾 谨 言 ,物理 学 报 ,13C1957) ,357;24(1975) ,151. 
实际 上 ,8 稳定 核 中 ,质子 数 Z 汉 中 子 数 N, 式 (14. 4. 44) 中 A/2 应 分 别 代 之 为 Z 或 NN. 为 保证 质子 分 布 


半径 与 中 子 分 布 半径 相同 ,可 得 出 fw = 1 (3DD1 ,hm = Tz (3N) YS ,wp 和 wa 分 别 依赖 于 核 内 的 质 


子 数 和 中 子 数 , 而 op/o=(CZ/N)UV3. 再 利用 ZU3 律 ,以 及 Z=(4A/2 一 T 亿 )，N=(4A/2 十 思 ) (T=(N 一 2)/2 
是 同位 旋 )， 


2 
从 而 得 出 
和 pn = 41. 0AY (1 SAA) MeV 
这 是 目前 国际 文献 中 常用 的 公式 . 
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a 为 变 分 参数 , N 为 归 一 化 常数 . 求 基态 能 量 ,并 与 精确 解 比 较 . 
答 ,E 一 0. 5477. 精确 解 为 
14. 3 一 维 非 简 谐振 子 ， 
下 和 4 
H= 2m dz? tr 
假设 处 于 基态 . 试用 简 谐振 子 的 波 函 数 


gh (Zz) = 各 。 exp( 一 广 2 ) 


Eo, 一 2 (起 ) an 和 1, 082 (去 ) a 


严格 数值 积分 结果 为 1.060 (去. )”X ,偏差 2%. 

14.4 设 y 为 基态 的 试探 波 函 数 , 是 真实 的 基态 波 函 数 ,两 者 均 已 归 一 化 . 令 6。 一 1 一 
| (gp 19) |? 表示 $ 偏离 yo 的 程度 . 令 E=(3| HI| $) ;证明 EE 一 包 之 ( 巨 一 己 )e, 其 中 忆 和 Es 分 
别 是 体系 真实 的 基 太 和 第 一 激发 态 能 量 . 

14.5 “ 设 试探 波 函数 g 与 本 征 函 数 Ye 差 一 个 小 量 , 即 g 二 We 十 ef(e<1) ,Wi 及 /已 归 一 
化 .证 明 吾 = (9, Hp) 与 本 征 值 之 差 为 O(e?). 

.14. 6 设 不 加 微 护 前 体系 的 Hamilton 量 蕊 的 基态 能 量 和 波 函 数 分 别 记 为 E 和 加 (已 归 
一 化 ). 设 体系 受到 微 扰 HY ,HH 十 本 取 试探 波 函 数 为 JA) 二 N(1 二 4H ) 如 ,4 为 变 分 参数 ， 
NN 为 归 一 化 常数 . 试用 变 分 法 求 昌 基态 能 量 的 上 限 . 计算 时 保留 二 级 小 量 


答 : 上 限 为 
/2 a / 人 
B+ lH lm) tr 抱 二 向 有 全 和 
]4.7 设 Hamilton 量 互 的 最 低 的 (一 1) 个 本 征 函 数 已 知 , 写 出 变 分 法 的 试探 波 函 数 的 形 
式 , 用 以 求 出 第 n 条 能 级 的 上 界 . 
答 : 设 Hp 一 玉 $4,k 二 1,2,…,n 一 1. 先 任 取 波 函数 yla) ,已 归 一 化 . 要 求 与 (k= 二 1,2,…， 
n 一 1) 正 交 , 可 取 


nl 
$0) = Woa) 一 Dy gr, Ya)) 
k=1 
它 与 所 有 加 正 交 . 所 以 
(gs, Hy,) Pe 3 | Ce ,pa)) | 2 FE 
HO = C—O 
1 一 >)| (Cg,Io0)) 1? 
k=1 
14.8 设 氧 原子 的 基态 试探 波 函 数 取 为 
WA,7r) = Nexp[ 一 1(r/a)2] ， a 二 所/ue? 
NN 为 归 一 化 常数 ,7 为 变 分 参数 . 求 基态 能 量 ,并 与 精确 解 比 较 . 
。500 。 


3X#2? 4e2AL2 2/ ,2 
HOA) = es a=#e/ue 
2ya’ V2na 认 
Ho 8 
3) 9r 


局 = 一 肯 ( 乞 ) ，。 严格 解 是 一 以 /2c 


14.9 处 于 基态 的 所 原子 ,受到 沿 z 轴 方 向 的 均匀 电场 《的 作用 ,试用 变 分 法 计算 其 极 化 
率 . 试探 波 函 数 取 为 (1 十 MAz)woo ,4 ee 设 电场 6 较 弱 ,计算 时 略 去 6 的 高 次 项 . 

答 : 极 化 率 o 一 4q 一 0.59X10-%#cm 

参阅 D. Rapp， Oa 291. 

14. 10 ”粒子 在 一 维 势 场 VCz) 中 运动 ， VO. 当 zx 一 土 co 时 ,V(xz) 一 0. 用 变 分 法 证 明 ， 
至 少 存在 一 个 束缚 态 (E<0). 


14. 11 粒子 在 无 限 深 方 势 阱 (一 a 二 x 过 十 a) 中 运动 , 试 选用 多 项 式 形式 波 函 数 为 试探 波 函 
数 , 求 基态 能 量 ,并 和 精确 解 比较 . 


提示 ,这 里 定 态 波 函 数 必 有 一 定 字 称 . 基态 为 偶 宇 称 . 如 取 J(z) 二 co 十 cs (三 ) . 根据 边 条 
件 凡 | z| = 四 一 0, 必 然 w 一 一 ao: 归 一 化 后 ,MD=al1l -所 )= 过 (1 一 必 /a?) ,已 无 变 分 
之 余地 ,而 求 出 的 能 量 平均 值 为 二 若 取 (DD=mto (EE) 十 ce (于 ) ,由 边 条 件 ,必须 
一 一 Co 十 c) ,因此 Xz)=N[1+44( 王 ) 一 (TD (三 ) |,N 为 归 一 化 常数 ,为 变 分 参 


数 , 可 求 出 基态 能 量 为 1. 233719 二. 精确 解 为 瑟 起 5 一 1 233701 二. 可 见 精度 极 高 . 
14.12 同上 题 , 求 第 一 激发 态 的 能 量 . 并 与 精确 解 比较 . 
提示 :第 一 激发 态 宇 称 为 奇 , 取 yz)==a ( 宇 )+a ( 宇 ) cs (三 ) ,利用 边 条件 yz== 


二 a) 一 0, 得 6 一 一 (ei 十 a), 因 此 可 表示 成 g( 力 一 N[ ( 主 )+4( 宇 ) 一 (4D ( 主 ) ]. 从 字 


称 考虑 ,已 自动 保证 与 基态 正 交 . 计算 结果 为 =4. 9377 二 7. 精确 解 为 所 二 5 一 4. 9348 -下 


精度 仍 很 高 ,但 稍 逊 于 基态 的 计算 结果 . 

14. 13 ”转动 惯量 为 I, 具有 电 侦 极 矩 D 的 空间 转子 ,自由 转动 时 ,Hamilton 量 表示 为 Ho 一 
天 /27. 设 转子 置 于 均匀 电场 ( 沿 z 轴 方向 ) 中 , 则 受到 作用 五 一 一 Dl&eos0,0 是 电 侦 极 矩 姜 与 电 
场 方向 的 夹 角 . (1) 写 出 Ho 的 本 征 值 与 本 征 函 数 . (2) 视 万 为 微 扰 , 求 基态 能 级 (到 二 级 微 扰 修 
正 ). (3) 取 试探 波 函 数 为 Jy 一 N(1 十 4H )y .内 为 Ho 基态 波 函 数 ,4 为 变 分 参数 . 求 基态 能 量 ， 
并 与 微 扰 论 计算 结果 比较 . 


Eh 


答 .(1)FEi 一 = ,了 一 0， 1,2,…, 波 函数 YY (0， 2)，M 一 工 ,了 一 ]， 机 一 工 , 能 级 为 


(2L 十 1) 重 简 并 . 基态 E, 二 0 不 简 并 , 波 函 数 加 =1/ V4x. (2) 基 态 微 扰 一 级 修正 ES? ==0, 二 级 
。501 。 


修正 EP 一 一 寺 疡 人 一 去 它 ,与 微 扰 论 计算 结果 一 样 . 


14. 14 质量 为 y i V(z)= 二 F|z|(F>0) 中 运动 . 
分 别 取 下 列 类 型 试探 波 函数 求 基态 能 量 . (1)% 一 AMexp( 一 人 | zx|). (2)% 一 Nexp( 一 oz2/2). 


Se 
《3)% 一 a NN 为 归 一 化 常数 ,a 为 变 分 参数 . 并 与 精确 解 比较 ,给 予 物理 
0， |z|>a : 
上 说 明 . 
答 :精确 解 为 EE 一 0. 80862 (EE ) (1) E=0. 9494 (LE) . (2) E = 0. 81289 
Co . (3)E= 0. 85854 (2 ) 


14.15 设 在 气 核 中 ,质子 与 中 子 的 作用 表示 成 V(r)= 一 Aexp( 一 r/a), (A 二 32. 7MeV,a= 
2. 16X10 “cm). 气 核 内 部 的 中 子 与 质子 的 相对 运动 波 函数 试 取 为 Rr) 一 N exp( 一 Ar/24) ,A 
为 变 分 参数 , N= v 愉 /2a: 为 归 一 化 常数 . 用 变 分 法 计算 氛 核 的 基态 能 量 . 

答 ;E= 一 2. 15MeyV. 

14. 16 设 气 核 中 质子 与 中 子 的 作用 为 Yukawa 势 V(7) = 一 Voexp( 一 工 )/(z) , (Vosa 
二 0). 取 试探 波 函数 Jy~exp( 一 Ar/2a) , 求 基态 能 量 . 

_Vo (一 1 和 4(3 十 就 

根 , 从 而 求 出 基态 能 量 巨 

14.17 所 原子 置 于 均匀 外 电场 & 沿 = 轴 方 向 ) 中 ,外 场 作用 H’ =ebz. 取 试 探 波 函数 为 /一 


NG 十 AI) 和 ,加 是 无 外 电场 时 的 基态 波 函数 ( 即 po ) , 求 基态 能 量 和 电极 化 率 ,和 微 扰 论 计算 
结果 比较 . 


答 ;基态 能 量 为 E 一 瓦 一 26?a,g= N(1 十 款 -ebx )go ,其 中 二 一 /24 是 所 原子 基 态 能 


量 . 电极 化 率 4=—2 0. 微 扰 论 计算 结果 ( 见 11.2 节 , 例 2) ,a a. 
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1. 波 包 的 频谱 分 析 


具有 一 定 波长 的 平面 波 可 表示 为 
f(x) = exp(iRzr) (Al.1) 
波长 4 二 2x/&, 其 特点 是 波幅 (或 强度 ) 为 常数 . 严格 的 平面 波 是 不 存在 的 ,实际 问 
题 中 碰 到 的 都 是 波 包 ,它们 的 强度 只 在 空间 有 限 区 域 中 不 为 0. 例如 ,Gauss 波 包 


Jz) 一 exp( 一 于 cz) (A1.2) 

其 强度 分 布 |1y(z) 1 一 exp( 一 a?z?), 如 图 A. 1 所 示 . 可 以 看 出 , 波 包 主 要 集中 在 
|z| < 二 区 域 中 ,所 以 波 包 宽度 可 近似 估计 为 

Az ~ 1/a (Al. 3) 


1 | pcoP 1 | 1 人 


1 
1 1 
1 1 
-l/la 0 l/la x -a 0a k 


图 A.1 


波 包 可 以 看 成 许多 不 同 波 数 ( 长 ) 的 平面 波 的 又 加 ,这 就 是 波 包 的 Fourier 分 
析 或 频谱 分 析 . J(x) 的 Fourier 变换 8(&) 定 义 如 下 : 


YD 一 二-| gC)expCikr)dk (Al. 4a) 
A 2 了 一 
其 逆 变 换 为 
$b) = 二 | wz)expC 一 idz CAl.4b) 
AMW 2Tyv 一 


例如 ,Gauss 波 包 的 Fourier 变换 为 
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$k) 和 exp(— Dar a ikr )dz 一 =exp(— k/20) (Al.5) 


$(%) 代 表 波 包 y(z) 中 所 含 波 数 为 的 分 波 的 波幅 ,| $C&) |? 代表 该 分 波 的 成 分 . 
对 于 Gauss 波 包 , | $C&) | 的 图 形 如 图 A. 1 所 示 , 仍 为 一 Gauss 波 包 . 波 数 主要 
集中 在 |&| ~<a 范围 中 ,因此 ,yg(%) 的 宽度 可 粗略 估计 为 

| Ak~a (Al. 6) 
这 样 . 

Az» Ak~1 (A1.7) 

此 关系 式 不 限于 Gauss 波 包 ,对 任何 波 包 都 适用 , 它 是 从 波 包 的 频谱 分 析 得 出 的 
一 般 结论 . 


练习 1 设 Wz) 是 归 一 化 的 , 即 
1walzdaz=1 
证 明 其 Fourier 变换 此 刀 也 是 归 一 化 的 , 即 
| 一 wblzae=1 
练习 2 设 欠 z) 一 8(Cz), 求 相应 的 8(&). 


与 上 类 似 , 对 时 间 的 函数 f(z) 也 可 作 Fourier 分 析 ， 


A 站 [sepliot do ”A 
gC) = | fexpC—iwt)d CA1. gb) 
W 2 .一 
wo 是 角 频 率 . f(z) 的 宽度 At 与 g(w) 的 宽度 Aw 满足 
Ai。 Aw~ 1 (Al. 9) 
2. 波 包 的 运动 与 扩散 
对 于 平面 单 色 波 
fTX,t) = expliCkz — wt)] (Al. 10) 
其 等 相 面 是 一 个 运动 的 平面 ,由 下 列 方程 给 出 : 
9 二 Rr 一 wt 二 常数 (Al. 11) 
等 相 面 运 动 的 速度 , 即 相 速 (phase velocity)u, 由 上 式 看 出 (dg 二 0) 
& = w/Ek (Al. 12) 
现在 来 考虑 波 包 
en 去 | ee CA1. 13) 


式 中 依赖 于 &， 
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w = wlk) (Al. 14) 
称 为 色散 关系 (dispersion relation). 下 面 来 研究 波 包 的 运动 及 波形 的 变化 . 波 包 
(Al. 13) 可 视 为 很 多 平面 单 色 波 的 线性 辣 加 . 波 包 中 心 出 现在 相 角 pg 二 kz 一 w(k)t 
取 极 值 处 , 因为 在 这 点 附近 ,不 同 波 数 的 分 波 相干 释 加 的 结果 是 加 强 最 厉害 ,而 不 
是 相 消 . 这 个 极 值 点 的 位 置 由 下 式 确定 : 


ao do\, ， 
P=0， 即 z— ( 怨 ): =0 (Al.15) 
所 以 波 包 中 心 位 置 z. 是 
X= Xx. 一 (最 } (Al. 16) 
其 运动 速度 为 
dz， /dw 
Te = 人 (Al. 17) 


一 般 说 来 , 波 包 的 群 速度 与 各 分 波 的 相 速 度 不 相同 (真空 中 的 电磁 波 除 外 ). 例 
如 , 非 相对 论 性 实物 粒子 下 = 万 /2 , 按 de Broglie 假定 ,E=#w,p 二 (k= 二 2x/A)， 
可 得 


w 二 页?/2m (Al. 18) 
u 一 ww/ 有 一 了 让 /277 (Al. 19) 
= dw/dk = 礁 /m = 2u (Al. 20) 


可 以 看 出 , 波 包 的 群 速度 vs OR 二 p/m 二 妇 /m 相同 . 但 对 于 
真空 中 的 电磁 场 ,w 一 ck(Cc 为 真空 中 光速 ) ,wx 一 内 一 <. 对 于 介质 -折射 系 数 为 MCA)] 
中 的 电磁 波 ,o 王 2rc/AzCA) ,一 般 说 来 ,u 与 vs。 并 不 相同 . 

现在 ,我 们 来 研究 波 包 形 状 随时 间 的 改变 , 它 与 w(%) 的 具体 形式 有 关 . 设 $(&) 
是 一 个 颇 罕 的 波 包 , 波 数 集中 在 & 附近 一 个 不 大 范围 中 . 在 & 附近 对 w(&) 作 
Taylor 展开 


2 二 wd) 十 ( 铬 )，: (一 ko) 十 二 站 。( 有 一 有 )2 十 … 
Au wo ve 。 (ko— ko) 十 三 B， (有 一 有 OoD) (Al. 21) 
其 中 
~ (dw 
8 一 【3 (AL 22) 


代入 式 (Al1. 13) ,得 
~ EXp(— lwot) Se oz ,vy 
HX, A $exp|i (如 vs (ko— ko)t 7B% ko) 中 | 人 


一 em[iuz 一 wb] 8E+A)em[ilez 一 a2 一 到 be 人 性 CAL29) 
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其 中 上 一 & 一 ARo. 
以 Gauss 波 包 为 例 ( 波 包 中 心 取 为 & = 二 0), $ (8) 一 exp( 一 妈 /2a2 )， 按 式 
(Al. 13) 和 (Al. 21)， | 


1 fe /202 | 
yz,0) = ye dk (A1. 24) 


Ws i ss Cpt Sp 
es 


2 exp(— iwot) re | (Al1.25) 
强度 分 布 为 
[gzst) |? 一 Es Tc CA1. 26) 
波 包 宽度 
Ar 一 二 VT 下 Br (A1. 27) 
令 :一 0 时 波 包 宽度 为 
(Az)o = 1/a CA1. 28) 
则 
Az 2 AzoV lBE/(Aro)’ (Al. 29) 


可 以 看 出 ,如 一 壬 8 关 0, 则 当 :oo 时 ,Ax>co, 即 波 包 最 后 将 扩散 到 全 空间 . 此 
外 ,如 波 包 初始 傅 害 (Azo 愈 小 ) , 则 波 包 扩散 愈 快 


附录 二 5 函 数 
1. 6 函数 的 引进 
考虑 长 度 为 7 的 一 条 细 杆 ,质量 为 1( 见 图 A. 2) ,假设 密度 均匀 , 即 
or(z) 一 ee (A2. 1a) 
pdr=1 CA2. 1b) 


现在 让 /->0( 即 缩短 为 一 点 ) ,但 保持 质量 不 变 , 记 
limp, (xX) = H(z) 

则 

co,， Z 一 0 


80 — | 
0， 区 关 0 


(A2. 2a) 
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te 十 co 
| Se | ee CA2. 2b) 


上 述 积分 域 ( 一 ,十 e) 只 要 包含 x 一 0 点 在 内 即 可 . 6 函数 的 性 质 是 很 奇异 的 . 它 除 

了 了 Zz 二 0 点 之 外 ,在 其 他 地 方 函数 值 都 为 0, 但 积分 又 等 于 1, 没 有 一 个 平常 的 函数 

有 此 性 质 . 严格 说 来 , 它 不 是 传统 数学 中 的 函数 , 它 只 是 一 种 分 布 (distribution). 更 

严格 的 处 理 , 涉 及 分 布 理论 ,我 们 不 在 此 讨论 它 . 5(z) 描 述 的 分 布 当 然 是 一 种 理想 

的 分 布 (点 模型 ) ,但 由 于 它 在 数学 上 的 简单 性 ,在 物理 学 中 被 广泛 引用 . 如 果 在 数 

学 上 不 过 分 追求 严格 ,8 函数 可 以 看 成 一 个 非 奇异 函数 的 某 种 极限 情况 来 处 理 . 在 
计算 过 程 中 ,如 果 由 于 引用 6 函数 而 碰 到 困难 时 ,可 以 把 8$ 函数 换 成 某 种 非 奇异 函 

数 ,直到 运算 过 程 的 最 后 ,再 取 极限 . 


一 /2 0 82 7 


图 A. 2 图 A. 3 


例如 ,分布 ( 图 A. 3) 


ps CX) A x’ /20) 
它 满足 
十 oo 
| acoadz 一 1 
limp, (0) 一 co 
它 具有 5 函数 的 性 质 , 即 
DE ee (A2. 3) 
o>0 2n0 
如 令 20 二 1/a, 则 上 式 可 改写 成 
lim, Ee exp( 一 az2) = d(x) (A2. 4) 


在 上 式 中 若 让 ->io, 利 用 Ji 一 exp(ix/4), 可 得 


lim, / > Ete 一 SCz) (A2. 5) 
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练习 1 证 明 


lim See 一 3(z) 


2 
li = d(x) 


练习 2 证 明 
lim 6 = 8(2) 
e0 Ze 

练习 3 证 明 
lim sz wz) 


练习 4 证 明 
二 | exp(ikz)dk = d(x) 
Ty 一 co 


提示 : 元 | ”expGikz)dk 一 了 ez ,再 利用 式 (A2.6). 
练习 5 证 明 
lim 一 = P 1 Find() 
其 中 己 表示 Cauchy 积分 主 部 ,其 定义 如 下 : 设 f 站 Z 一 0 点 是 规则 的 (regular)， 
P| gw = im(| + ) Br 8>0 
提示 :利用 


按 式 (A2. 9) ,其 虚 部 可 表示 为 
lim Es —T ind(z) 
e+0 


6 函数 还 可 以 用 分 段 连续 函数 的 “导数 ?来 表示 . 
例 1 设 阶梯 函数 (图 A.4) - 


1， rz>>0 
90) = | ce 
0 (x) = SCz) 
因为 
goD 一 人。 人 
co，Z 一 0 
而 


-oo 上 
| war= lim| 9' rdzr = HK0+)—00)=1 


例 2 设 ( 图 A.5) 
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(A2. 6) 


(A2.7) 


(A2. 8) 


(A2. 9) 


(A2. 10) 


(A2. 11) 


(A2. 12) 


(A2. 13) 


(A2. 14) 


0 x 
图 A.4 
_ [fz2(z) TX>Zxo 
J - (ZX)， Tro 
则 
i folz) ， 工 这 Xo 
EE 
f(z) d(x a a 
其 中 
h= f(xo) — fi(zo0) 
提示 :f(x)==0C(zx 一 zo) f(zx) 二 [1—0Czx—zxo) fi (x) 
练习 6 证 明 
qz 一 二 一 imC) 
因 
i ln|z|， Z 之 0( 正 实 轴 上 ) 
In|z|++ in, Z< 0( 负 实 轴 上 ) 
所 以 
jnz = In| xz|++[1— 0(Czx) Jix 
VE = 1 —ingz) 
练习 7 证 明 
了 和 |z| = 8(z) 
2.6 阴 数 的 简单 性 质 
(1) (一 Z) 一 SCZ) 
利用 变换 替换 ,不 难 证 明 


| ac- zx)dr=1 


(A2. 15) 


(A2. 16) 


(A2.17) 


(A2. 18) 
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所 以 
| [sea 一 sco]dz=o 


又 8(z) 与 5 一 z) 在 除 z=0 点 外 , 均 为 0, 所 以 
dC— Zz) = SCz) 
这 表明 8(z) 为 偶 函 数 . 因此 


| acoaz=| (2)dz = 


(2) (om) 一 [8Cz) (A2. 19) 
提示 : 


[aardz = | dcar)dc lalz) = 
| 
(3) | faz)dzr = f00) (A2. 20) 
式 中 f(x) 是 任意 连续 函数 . 因为 
左边 一 | 7CDa(z)dz= fC0)| 8C2)dz = Fo) 
有 一 些 书 上 就 用 式 (A2. 20) 作 为 $ 函数 的 定义 . 它 与 式 (A2. 2) 是 等 价 的 . 
练习 8 证 明 8”(Z) 一 SCz) (A2. 21) 
提示 :在 式 (A2, 20) 中 , 取 f(z) 为 实 函 数 ， 
+oo * Heo 
| 六 asp | = /a (WD = Fo = 700) 


所 以 
+eo 
| 一 az[s GD 一 8zD]AGa) =0 (f(z) 任意 ) 
二 co 
(4) | de DE (A2. 22) 
oo 
人 | 一 sz 一 oa 一 Ddz 二 二 (A2. 23) 
(6) xd(zx)=0 (A2. 24) 


在 式 (A2. 20) 中 , 取 f(x)==z, 得 到 
| zx8Cz)dz 一 0 
所 以 z8(Cz) 在 积分 号 下 的 性 质 与 0 相同. 


(7) 设 方程 PCZ) 一 一 0 只 有 单 根 ,分 别 为 2 一 1,2,3,…)( 即 pzi)—=0,9 (zi) 
天 0), 则 


3 (Zz— zi) 
3[ep(z)] = 2 ee | ee (A2. 25) 
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(如 plz) 二 0 有 重 根 , 则 沪 p(z)] 无 意义 . ) 
证 明 在 xz; 附近 积分 


zite 
F; 这 | _7Cz)8LpGCz)jdz 


令 
2 一 PCz)， dx 一 VCz)dz 
则 
du _ fs:l¢C)| du 
和 人 DVD [lpg (Cz)| | GC) | 4 |9 (z) | 
= fay 
9 (Xi) | 
oo 
| raa[eCoD]dz= 2P = 了 FE 
时 SGCz 一 
-| I ee “| 
所 以 
(XC— Zi) 
e002 Ty 
特例 
下 arte—0) FH2=8] i CAE) 
(x: —a2) = 机 二 
| | [8Cz—a) 十 8(z 十 a)] (A2. 27) 
2|zl8(zz 一 a2) 一 Sr 一 a) 十 SCGz 十 a) 
若 a 二 0, 则 
|z| dzx) = SCz) (A2. 28) 
3.6 函数 的 “导数 ” 


有 一 些 积分 运算 中 ,还 使 用 了 8 函数 的 “导数 ”的 符号 . 6 函数 这 样 一 个 奇 函 数 
的 导数 "可 以 从 非 奇 异 函 数 w(z) 的 极限 来 理解 . 设 limp,《zx) 一 8Cz)[ 例 如 ,参阅 式 


(A2. 3)], 并 设 < 人 E22 一 g(x) 为 连续 (或 分 段 连续 函数 , 则 
SD gn) = | dx da) dr = | 8Cz—z) Ms Yq 
=lim| acz 一 z) df ?dz/ 
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分 部 积分 一 一 im| f(x) oo(z 一 z)dz' = 一 | fz) limp (rz dr 
Hpi\ ed 0 一 A pe 
=—| fe) rz) |ax 
所 以 
9 / / ;__df 
由 z) |f(z ddz’ = 一 人 (A2. 29) 


假设 连续, 类似 可 以 证 明 


[i 7 3 2 ]f ee) de = 了 (A2. 30) 


az 
可 以 看 出 
8 (— zx) 一 一 六 (Cz) 
1 (A2. 31) 


4. 8 函数 的 构成 ,完备 性 
任何 一 组 正 交 归 一 完备 函数 组 y (zx) 都 可 以 用 来 构成 6 函数 
HT—7x) = Df Cx lz) (A2. 32) 
证 明 ” 按 完备 性 假设 ,任何 波 函 数 y(z) 可 以 展开 为 一 致 收敛 级 数 , 即 
YT) = Danpn 7) 


其 中 
oo 
a = (gD = | xO) dr 
所 以 
yD = | | Dy gn gz Ydr 
但 


二 ee 
HD 一 | dz—z er dr 
所 以 5(z 一 zx ) 可 以 表示 为 式 (A2. 32). 


练习 9 证 明 (参阅 附录 三 ,Hermite 多 项 式 ) 


oo 


8(z—z) = > 人 H, (x) H(z) (A2. 33) 

练习 10 用 Legendre 多 项 式 表示 6 函数 
3 一 人 = > PP (A2. 34) 

/=0 
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(cosg 一 cosg) = >， 2 二 Pi(cosg)PCcosg) 
I=0 
令 9 一 0, 利 用 Pi(1) 二 1, 得 


28(1 一 cosb) = >) (2 十 1)P(cosg) (A2. 35) 
1 一 0 
练习 11 
3(p 一 9 ) = 去 > exp[— im(g— 9 )] (A2. 36) 
附录 三 ”Hermite 多 项 式 
Hermite 方程 为 


WO—2xu QA—lu=0 (A3.1) 
除 无 穷 远 点 外 ,方程 无 奇 点 ,在 zx 一 0 点 邻 域 (|z| 二 oo 范围 ) 中 ,对 wu(z) 作 Taylor 
展开 , 即 


ul(z) 一 SCzt (A3.2) 
k=0 
代入 式 (A3. 1) ,比较 同 寡 项 系数 ,可 求 得 Ci 之 间 的 递 推 关系 
_ 2k— AC—1) 5 
Cu = RED RED k= 0,1,2, (A3. 3) 


因此 ,所 有 偶 次 客 项 的 系数 都 可 以 用 Co 表示 ,所 有 奇 次 寡 项 系数 都 可 以 用 Ci 表 
示 . Co 与 Ci 是 两 个 任意 常数 ,从 而 求 得 式 (A3. 1) 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 

za(z) 二 Go 十 Co 用 十 Gz 十 *… 

Uz(z) = Cz 十 Ca 十 Cs 十 
当 z 取 有 限 值 时 ,它们 都 收敛 . 但 在 |z| 一 co 时 有 问题 . 由 式 (A3. 3) 不 难看 出 , 当 & 
一 co 时 ,Cys /CNX2/k. 对 于 k 二 2m( 偶 数 ) 情 况 ,Czs42/Cz 守 1/m. 它 与 exp(z) 的 
“Taylor 展开 


(A3. 4) 


exp(2) = > 2 (A3.5) 
m=0 


的 相 邻 项 的 系数 比值 相同 . 因此 , 当 |z| 一 co 时 ,ui(z) 的 发 散 行为 与 exp(z’) 相 同 . 
同 理 , 当 |z| 一 co 时 ,us(z) 的 发 散 行 为 与 zexp(z’) 相 同 . 这 样 的 解 代入 谐振 子 波 函 
数 ( 见 3.4 节 ) : 


We exp (一 Be ) ue (A3. 6) 


都 不 满足 波 函 数 在 无 穷 远 点 的 边 条 件 . 因此 ,要 得 到 物理 上 允许 的 解 , 必 须要 求 wu 
与 w 两 个 级 数 解 中 至 少 有 一 个 中 晰 为 多 项 式 


由 式 (A3. 3) 不 难看 出 , 当 
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) 一 1 一 27 (n=0,1,2,.") (A3.7) 
时 ,级 数 将 中 断 为 一 多 项 式 , 此 时 Ciz Cr、 Ce、… 都 将 为 零 . 当 为 偶数 时 ,ui 
中 断 为 多 项 式 ,w 仍 为 无 穷 级 数 . 当 n 为 奇数 时 ,us 中 断 为 多 项 式 ,ui 仍 为 无 穷 级 
数 .但 无 论 如 何 (不 论 ”为 偶 或 奇 ), 只 要 式 (A3. 7) 成 立 , 我 们 就 找到 了 一 个 多 项 式 
解 . 代入 式 (A3. 6) ,也 就 找到 了 物理 上 人 允许 的 一 个 谐振 子 波 函数 . 
条 件 (A3.7) 满 足 时 ,方程 (A3. 1) 有 一 个 多 项 式 解 ( 另 一 解 为 无 穷 级 数 ). 习惯 
上 规定 其 最 高 次 项 系数 C, 二 2 ,这 样 的 多 项 式 称 为 Hermite 多 项 式 . 把 式 (A3.7) 
代入 式 (A3. 3) ,得 


C 一 人 DC ， 


为 了 方便 ,把 &->n 一 k, 上 式 可 改 为 


i 和 一 十 Do ,, 


取 CC 二 2", 并 依次 令 k 二 2,4,6,… ,得 出 
C2 =—=— n(n—1). 2" 


EE nn—1)(n—2)(n— 3)(n— 4)(n— 5) ns 


因此 
H,(z) = (22)" — nn Om 1)(2z)"™ 
cE nn 3 (2) Os 
se -C22)" 引号 (A3. 8) 
lal 
其 中 | 至 | 是 不 大 于 怒 的 最 大 整数 ， 
Ee 2 (nn 为 偶数 ) 
“| 0n 为 奇数 ) 


此 即 Hermite 多 项 式 . 
可 以 证 明 ,Hermite 多 项 式 的 生成 函数 (generating function) 为 0 


CO 


es 》 全 (A3.9) 


nl 


n=0 


@ 参阅 王 竹 溪 、 郭 教 仁 《 特 殊 函 数 概 论 ), 科 学 出 版 社 ,1979, § 6. 13. 
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因此 


H,(z) = 全 exp 一 十 225)|,o 一 exp(z2) 。 人 exp[ 一 人 
= (一 1)"*exp(z2) 。 :exp[— (s—2)’ ||,o 
之 
所 以 
H,(z) = (— 1)"exp(z!) exp 人 一 22) (A3. 10) 


不 难 直 接 验证 ,由 上 式 给 出 的 H,(z) 确 系 微分 方程 (A3. 1) 的 解 . 其 次 , 式 (A3. 10) 
是 一 个 nn 次 多 项 式 . 因为 对 exp( 一 好 ) 求 导数 一 次 ,就 多 出 一 个 含 z 的 项 . 例如 ， 


但 好 ) =— 2zexp(— z’) 


dz 
求 n 次 导数 后 ,多 项 式 的 最 高 次 项 将 是 
(— 1)” 。exp(z:)。(— 2z)” 。 exp(— 2z) = 2"*. xz 
与 式 (A3. 8) 相 同 . 对 于 一 定 的 n, 微 分 方程 (A3.1) 的 多 项 式 解 只 有 一 个 . 因此 式 
(A3. 8) 与 (A3. 10) 全 同 . 
利用 式 (A3. 9) 或 (A3. 10) ,都 不 难 证 明 Hermite 多 项 式 的 正 交 性 公式 为 


5 
| HC Ce enn a (A3. 11) 
exp《 一 2 ) 称 为 权重 因子 .下面 用 生成 函数 式 (A3. 9) 来 证 明 . 利用 


exp( 一 吉 十 22f) 一 DH 2) /ml! 


人 
ep dey = Se 

相 乘 得 机 

exp[ 一 (十 s:) 十 2z(t 十 5)]== exp(2k 十 z2)。exp[ 一 以 十 s 一 z)?] 

= 

两 边 乘 以 exp( 一 之 ) 并 积分 ， YY 
expC21)| exp[— (2—t— :de — >) 
但 上 式 人 


mg 十 co 2 
| H(z) H, (z)exp(— z ) dz 
.72 1 re 


m 


oo 
左边 积分 一 expC24s)| exp( 一 dé 


= exp(21s) Yr = Vr 2) 8 


与 右边 比较 ,就 可 得 出 式 (A3. 11). 
生成 函数 式 (A3. 9) 两 边 对 s 求 导数 ， 
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左边 = 2s 十 2z)exp( 一 十 2zs) 一 (一 2s 十 2z) >， Ty 
n=0 


右边 = > Hi, 于 和 2 gr = > Hs 
比较 两 边 Ce 即 得 ee 2 


. H(z) — 2zH,(z) 十 272H 1(z) 一 0 (A3. 12) 
与 此 类 似 ， 式 (A3.9) 对 z 取 导数 ,可 求 出 
H’(z) = 2nH, 1 (z) (A3. 13) 


附录 四 ”Legendre 多 项 式 与 球 谐 函 数 
在 采用 球 坐 标 情 况 下 ,轨道 角 动 量 (f ,7,) 的 共同 本 征 函 数 的 9 部 分 @(0) 满 足 
下 列 微分 方程 [ 见 4. 3 节 , 式 (4. 3. 16)] 


do (iw)+ Q -ge -0 (0 委 0 委 了 ) (A4.1) 
其 中 区 ==0, 土 1, 填 2,…,4 待定 . 作 变 换 


X= cosO0， (0) = y(z) (Ad4. 2) 
则 式 (A4. 1) 化 为 连带 (associated) Legendre 方程 
dc > | __m 
dla 这 | 人 人 3)y=0 (A4. 3) 


在 |z| 委 1 范围 中 ,方程 有 两 个 正则 奇 点 zx 一 土 1, 其 余 点 均 为 方程 的 常 点 . 以 下 先 
讨论 m= 二 0 情况 . 


1. Legendre 多 项 式 
当 m= 二 0 时, 式 (A4.3) 化 为 Wa 方程 
2 az)s ) 和 | =0 
或 
Qd—2) -2 0 (A4. 4) 
在 z==0 邻 域 ,把 方程 的 解 表 成 Taylor 级 数 
Se SO (A4. 5) 
代入 式 (A4. 4) ,比较 同 寡 次 项 系数 ,可 求 出 C 的 递 推 关系 为 
kk 二 DD) oA 
Cr = CRI RT ee 


因此 ,Cs 、Cs \`Ce … 均 可 用 Co 表示 出 来 ,Cs 、C5 .Cr … . 均 可 用 Ci 表示 出 来 ,Co、Ci 
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是 两 个 任意 常数 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 方程 (A4. 4) 的 两 个 线性 无 关 解 
人 
.y2 (Z) = Cizt Cx’ 二 Cx 十 … 
现在 来 研究 一 下 它们 在 正则 奇 点 (z= 土 1) 附 近 的 性 质 . 由 式 (A4. 6) 可 以 看 
出 , 当 k—>ooH 时 ,Cets /Ce Xk/ (kT2)SO1—2/k. 对 于 k 二 2m( 偶 数 ) » Cet2 /Ce OE1— 
1/m. 这 与 In(1 十 zx) 十 In(1 一 x) 二 ln(1 一 zx) 的 Taylor 展开 的 相 邻 项 系数 之 比 相 
同 . 因此 ， 当 | 工 | 一 1 时 ,yi (Z) 一 co。 同样 理由 9? .y2 (Zz) 也 趋 于 oo. 这 样 的 解 一 般 不 满 
足 波 函数 有 界 条 件 的 要 求 . 
但 从 式 (A4. 6) 可 以 看 出 , 当 
和 一/ 十 1)， /一 0,1,2,… (A4.8) 
时 ,Cs Cn \Cite ,都 为 零 . 此 时 ,yl 与 .2 中 有 一 个 级 数 将 中 断 为 /次 多 项 式 ， 
即 
/一 偶 时 ， yi 为 多 项 式 (ys 仍 为 无 穷 级 数 ) 
/一 奇 时 ， ”yy 为 多 项 式 (yi 仍 为 无 穷 级 数 ) 
多 项 式 在 |z| 科 1 范围 中 显然 是 有 界 的 . 因此 ,在 满足 式 (A4.8) 条 件 下 ,方程 
(A4. 4) 有 一 个 在 |z| 委 1 区 域 中 有 界 的 非 零 解 (多 项 式 ). 通常 规定 ,这 多 项 式 的 最 
高 次 项 zx! 的 系数 为 


(A4.7) 


C 一 (A4. 9) 


这 样 得 出 的 多 项 式 , 称 为 Legendre 多 项 式 . 利用 式 (A4. 6) CA4. 8) CA4. 9) 可 以 
求 出 Legendre 多 项 式 的 一 般 公 式 为 


1 


Es (271— 27)1 [2r 
Pa = 之 2 or 


r=0 


其 中 | 序 ] 是 不 大 于 和 的 最 大 整数 . 最 低 的 几 个 Legendre 多 项 式 为 


Po (zx) 二 1 
Pi (z) 一 工 


总 GS C3 有 和 


(A4. 10) 


P; (x) = 57 一 37) 


显然 看 出 
卫 ( 一 了 Z) = (— 1)’P,(z) (A4. 11) 
用 二 项 式 定 理 及 直接 求 导数 办 法 ,可 证 明 下 列 Rodrigues 公式 
Ll 
oe 有 -Cr 二 CA4. 12) 
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利用 复 变 函数 中 的 Cauchy 积分 公式 ,可 以 证 明 ,Legendre 函数 的 生成 函数 为 


人 二 2 
l=0 


上 式 左 边 规 定 , 当 t 一 0, 根 式 等 于 1. 
利用 生成 函数 公式 ,可 以 证 明 Pi:(z) 的 如 下 递 推 关 系 : 
《十 1)Pni 一 (27 十 1)7ZP， 十 /P- 一 0 
zxP’ 一 P，，, = LP, 
P4 一 zP! + (+ DP, 
Pa — Pr 一 (2 十 1)P， 
(zx: 一 1)P; = xP,~— LP 
(2 十 1)(zz 一 1)P; = 170+1) (Pn — Pi) 
以 及 正 交 归 一 关系 [从 微分 方程 (A4. 4) 也 可 以 直接 证 明 ] 


| PDPr dr = Fi 
; 
2. 连带 Legendre 多 项 式 
连带 Legendre 方程 (A4. 3) 
i Sy 2+ -Ta)y = 


m= 二 0; 士 1; 十 2,…， |z| 志 1 


(At4. 


(Ad4. 
(A4. 
(Ad4. 
(A4. 
(A4. 
(Ad4. 


(A4. 


(Ad4. 


先 讨 论 在 正则 奇 点 z 一 士 1 邻 域 解 的 行为 . 例如 ,讨论 x 三 十 1 邻 域 的 情况 , 令 


z= 二 1 一 Zz 
则 式 (A4. 3 ) 化 为 
dy ,2(1—z)dy A 


二 一 
dz: zx(2 一 z)dz [3 . 


在 z~0 附近 ( 即 z 一 十 1 附近 ) ,上 式 化 为 
dy 1d 过 ，- 
人 z dz dz 
今 y= 二 x 代入 得 
ss 一 DD 十 s 一 从 二 0 


即 
s: = m’/4, s 一 士 | 和 | /2 


(A4. 


13) 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 


20) 


21) 


所 以 在 z=0 附近 ,yocz+i"wI#。 但 yccz-1" 不 满足 波 函 数 有 界 的 边 条 件 , 弃 之 . 因 


此 ,z~0 附近 ,y 的 渐 近 行为 与 xz” ?二 (1 一 x) 相同 . 
类 似 讨论 x 二 一 1 附近 , 解 的 行为 与 十 xz)'" 相同. 
因此 ,方程 (A4. 3 ) 的 解 可 以 表示 为 
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yx) = (1 二 7x) "mr) "vr) = (zx)"/ivr) (Ad4.22) 
代 人 式 (A4. 3'), 得 到 

(1—z)V—2Cm|+ Dr mI|mldml+1)ljv=0 (A4.23) 
上 式 再 对 z 求 导数 ,整理 后 得 

(1—z)V 2 ml 二 +1+ Drv + (mlt+ Dm|+2)]v’ = 
人 24) 

与 式 (A4.23) 比 较 , 只 不 过 |m| 一 |m| 十 1,v>v. 另 外, 当 m==0 时 , 式 (A4. 23) 即 
为 Legendre 方 程 (A4. 4). 因此 式 (A4. 23) 的 解 可 以 用 方程 (A4.4) 的 解 求 导数 
1m| 次 得 到 . 在 满足 条 件 (A4. 8)[A 王 Z(L 十 1)] 的 情况 下 ,方程 (A4.4) 有 满足 物理 
上 要 求 (在 | z| 科 1 有 界 ) 的 解 , 即 0 多 项 式 . 因此 ,z(Cz) 可 表示 为 


v(Zz) = Lr Ps) (|Im|<D (A4. 25) 
这 样 , 我 们 求 得 了 连带 Legendre 方程 在 物理 上 人 允许 的 解 , 记 为 


Bl" Ca = (1 — x) mp P(x) CA4. 26) 
以 下 先 假 设 m 宇 0, 于 是 
Pr(z) = (1 — x)™ P(x) (CA4. 27) 
用 Rodrigues 公式 (A4. 0 
Pr Oz) — ge) Ee 1) (A4. 28) 
这 个 式 子 , 对 于 m ep |m| 过 7 时 ,上 式 都 成 立 . 可 以 证 明 
Pi"(z) = (一 D” (FPr(z) CA4. 29) 


无 论 m 是 正 或 负 , 上 式 都 成 立 . 上 面 公式 (A4. 26) 或 (A4. 27) 是 Ferrer 定义 的 . 
根据 P,(x) 的 弟 推 关系 ,可 证 明 Pr? 的 如 下 递 推 关系 ， 


《2 十 1])ZzP7 一 (十 72)P2 ;十 (一 和 十 1)PYH (A4. 30) 
(2 D(C— zx) Pr = Pr — Pe (A4. 31) 


(21+ Dz) P= (mim 1)P 
一 (I—m 二 +20—m+1)Pm! (A4.32) 


QFDAI-z) EE = (十 DC 十 oOPP 
= CA4. 33) 
-从 连带 Legendre 方 程 出 发 ,可 以 证 明 Pr 的 正 交 性 ， 
[Pr Pez)dr =0 (A 


当 /一 上 时 ,可 证 明 
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所 以 


3. 球 谐 函数 


21 (十 zz)1!1 2 
| [Pr Ca)] a 


pu _CU+m! 2 
Pr WPe car CQ! 2rd 


球 谐 函数 (spherical harmonic function) 定 义 如 下 人 ， 


Y7 (0,9) = (— 1)"™. /| Pr (cosb)e"? 


l= 0,1,2,.… 
m = 一 2， 一 /十 1，……,!/ 一 1,/ 


利用 式 (A4. 29) 可 证 明 
Yn Cl 
显然 
We 
4 
1) 递 推 公式 


式 中 


COSOY? = an Yi 十 QimY? 
; i = 1 1 
singey YF = bi, -on YE — brm YH 


singe ?YY Se | Yr! 二 D1,—m Yr 


Py 

人 (27 十 1) C27 十 3) 

bp = /V+tm+ DU+m+2) 
中 (27 十 1)(27 十 3) 


式 (A4. 37) 是 球 谐 函 数 相 加 定理 式 (A4. 43) 的 特例 . 


利用 


可 以 证 明 


站 一 玉 土 记 = 讨 exp( 填 iy) ( i 


3 
a0 


十 cot 3) 


(A4. 34) 


(A4. 35) 


(A4. 36) 


(A4. 37) 


(A4. 38) 


(Ad4. 39) 


lL Yr = —mm+l) Yt 一 起 VC 二 办 十 1C 王 加 Yr 


(A4. 40) 


@ E. U. Condon, G. H. Shortley, The Theory of Atomic Spectra, 1935. 另外 ,例如 H，A，Bethe， 
Handbuch der Physik，Bd，24(1933) 上 的 定义 与 Condon-Shortley 差 ( 一 1)m，S，Fliigge 的 书 中 采用 Bethe 
的 定义 , 文献 中 还 常用 另 一 种 定义 ,与 Condon-Shortley 定义 差 一 个 因子 ,在 讨论 时 间 反 演 时 , 较 方便 ( 见 卷 


[第 9 章 ). 
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2) 正 交 性 及 展开 公式 


| Tsingapap = di Sr CA4. 41) 
单位 球面 上 的 任何 规则 函数 /C0,g) 都 可 展开 为 
co 霹 
fC0,9) = >) 2) finY? (0,9) (A4. 42) 
l=0 m=—l 


式 中 
fm = |Yr* (0,9)f(0,9)d0 
其 中 | ao 是 | “dgp| singae 的 简 记 . 
3) 几 个 重要 的 展开 公式 


(1) 球 谐 函 数 相 加 定理 
Ll 
Pi(cosbo) = 3 E72) YP (O191) Yr (bs ,gu) (A4. 43) 
了 一 一 
G2 是 空间 两 个 方向 (0 1 ) 和 (0， » 2 ) 的 夹 角 . 
(2) 平面 波 展开 式 


exp(ikz) = exp(ikrcos0) = >》) V4r(27 十 1)i 刘 (er)Y? (0) (A4.44) 
l=0 


exp(iRz) = exp(ikocosg) = Jo (ho) +2 >) Jin (Ro)cosC|m|p) (A4.45) 
Im|=1 


表 A. 1 球 谐 函 数 表 


PY7 (0,9) 


00 1/ Vinx 1/ V4r 

10 V3/4rcosO V3/4nz 

1 士 1 二 V3/8xsingexp( 士 ip) 干 V3/8r (ztiy) 

20 V5/16n (3cos:0—1) v5/16n (2z2— Zz?2— y?) 

2 士 1 干 V15/8rcosO。sinbexp( 士 ip) 干 V15/8r(z 士 iy)x 

2+2 | 二 MIS78Rsinzgexp( 士 2ig) AE 0 

30 VIR (5c0s0—3c0s) VTE C202 — 372 —3y)z 

3 士 1 干 二/ 红 7f(5cos2g 一 1)singexp( 士 认 ) FZ/R (4 2) (r+iy) 
3+2 | 二 1057 际 sinzbcosbexp( 士 2ig) -了 VI05728(z 士 )2z 


TV 357nsint Gexp( + 3ig) T3577 (rtiy) 
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:D3 (5) Pi(cosb)， r<r 
G) 7 = | 2 CA4. 46) 
r / 
党 (=) Pi(cos0), r>r 
其 中 0 是 7 与 7 的 夹 角 . 
附录 五 ”合流 超 几何 函数 " 
形式 如 下 的 微分 方程 
dy dy 
0 (A5. 1) 


称 为 合流 超 几何 方程 (confluent hypergeometric equation). z 二 0 点 是 方程 的 正则 
奇 点 ,z 一 co 是 非 正 则 奇 点 ,其 余 为 常 点 . 先 研究 方程 的 解 在 奇 点 z= 二 0 附近 的 行为 . 
当 z~0 时 ,方程 (A5. 1) 渐 近 地 表 示 成 
d d 6 
| 
令 y 二 zx' 代入, 可 得 出 指标 方程 
s(s—1) 二 X=0 
它 的 两 个 根 为 
51 一 0， S 一 1 一 7 (A5. 2) 
先 讨论 ss 一 5 二 1 一 y 关 整数 ( 即 7 径 整 数 ) 的 情况 ,此 时 可 以 用 级 数 解法 求 得 微 
分 方程 (A5. 1) 的 两 个 线性 无 关 解 . 与 s1 二 0 根 相应 的 级 数 解 


少 二 Chzs (A5. 3) 
k 
代入 式 (A5. 1) ,要 求 方程 左边 z 的 各 次 项 的 系数 为 0, 可 得 出 Cx 的 递 推 关系 为 
:~ ak—1 
C; = re (A5. 4) 
由 此 可 得 出 
C， rn a(a 十 1)…(a 十 有 一 1) GC, (A5. 5) 


kly(yY 十 1)…(y 十 & 一 1) 
所 有 系数 均 可 用 Ce 表示 出 来 ,CG 为 任意 常数 . 这 样 ,我 们 得 到 了 方程 的 一 个 解 . 通 
常 取 C, 二 1, 级 数 解 记 为 F(a,y,z) 
要 a aka 十 1) aa 十 1)(Cc 十 2) i 
Ps I oy 


— 》 CO as A 


@ 参阅 王 竹 溪 、 郭 敦 仁 ,《 特 殊 函 数 概 论 ), 科 学 出 版 社 ,1979, 第 六 章 . 
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其 中 

(o) = a(a 十 1)…(a 十 & 一 1) 

(D4 一 yy 十 1)…(y 十 & 一 了 (A5.7) 
这 级 数 解 只 当 y 隆 0 和 负 整 数 才 有 意义 . 由 式 (A5. 6) 定 义 的 函数 称 为 合流 超 几 何 
函数 . 

FCa,y,z) 在 方程 (A5. 1) 的 正则 奇 点 z>oo 的 性 质 . 按 式 (A5. 4) , 当 人 ->co 时 ， 
Ci/Ci oc 1/k 
这 个 比值 与 e 的 者 级 数 展开 的 系数 比值 相同 ,因此 ,z-~>ce 时 ,F(a,y,z) 的 发 散 行 
为 与 exp(z) 相 同 . 
对 于 > 尖 整 数 的 情况 ,与 % 三 1 一 7 根 相应 ,方程 的 另 一 个 线性 独立 的 级 数 解 可 表示 
为 
y= zt (A5. 8) 

代入 式 (A5. 1) ,得 


4 
z+ (2—y—2) 至 一 一 7 十 Dv 一 0 (A5.9) 


与 式 (A5. 1) 比 较 ,形式 上 完全 相同 ,只 是 参数 不 同 . 式 (A5. 9) 的 一 个 解 可 以 表示 
为 F(a 一 y 十 1,2 一 y,z). 这 样 ,在 y 关 整数 的 情况 下 ,我 们 找到 了 方程 (A5. 1) 的 两 
个 线性 独立 解 ,为 
y1 = F(a,y,z) 
y2 一 zx7FCa 一 7 十 1,2 一 yz) (A5. 10) 
其 他 情况 ， 
(a) 当 7 一 0 或 负 整 数 ,应 取 y, 解 . 此 时 下 Ca,y,z) 一 般 没有 意义 ,除非 a 宇 7 也 
是 负 整数 . 此 时 可 令 y= 一 m,a 二 一 n,(m 之 n 宇 0) ,F(a,7,z) 为 一 个 n 次 多 项 式 


< = (一 7 开 
F(—n, —m,z) 之 于 志 的 字 (m 宇 n 宇 0) (A5. 11) 


而 
曙 一 or7FEGo 一 7 十 1 2 一 yz) = z+”*F(m—n 十 1,2 十 m,z) 
为 无 穷 级 数 . 
(b) 当 7y=1,y 王 y; ;两 解 相同 , 均 为 Fla,1,z). 

(Cc) 当 7 二 2 正 整 数 ,应 取 Fla,y,z). 因为 Fla 一 y 十 1,2 一 7,z) 一 般 失去 意义 ， 
除非 a 一 y 十 1 是 不 小 于 (2 一 7) 的 负 整 数 ,此 时 Fla 一 y 十 1,2 一 7,z) 是 一 个 多 项 式 ， 
而 Flaq,Y,z) 则 为 无 穷 级 数 ( 因 为 a 二 1). 

因此 , 当 y= 整数 ,而 a 或 a 一 7 十 1 又 非 适当 的 负 整 数 时 ,要 用 另外 办 法 找 第 
二 解 . 详细 讨论 可 参阅 王 竹 溪 、 郭 敦 仁 《特殊 函 数 概论 》( 科 学 出 版 社 ,1979) 的 第 
六 章 . 
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附录 六 Bessel 函数 


1. Bessel 函数 
Bessel 方程 形式 如 下 ， 
dy,1dy _), 
dL | 氮 )y 一 0 (CAG. 1) 
zwv 可 以 为 任何 复数 . 这 个 方程 的 一 个 解 是 


= (一 1 2 
2) = 2 (2 
|argz|<r (一 r<argz 扫 z) (A6. 2) 


可 以 证 明 , Wronski 行列 式 


上 | rae 2sinvz (A6. 3) 
J， 二 U4 

当 y 关 n( 整 数 ) 时 ,不 为 零 . 所 以 J 与 二 ,线性 无 关 . 但 v 一 2 时 , Wronski 行列 式 ==0， 
J 与 J-, 不 是 线性 无 关 . 还 可 以 证 明 


J_.(z) = (~— 1)"]J,(z) (A6. 4) 
N — (Cos)],(2) — J (2) ee 
SinNnynx 
本 称 为 Bessel 函数 ,IN 称 为 Neumann 函数 . 利用 式 (A6. 3) 容 易 得 出 
J N, a 2 
7 N’ | Be (A6. 6) 


无 论 v 是 否 为 整数 ,J], 与 N, 都 线性 无 关 , 因 此 ,常常 用 来 作为 方程 (A6. 1) 的 一 组 
线性 无 关 解 . 
为 了 满足 不 同 问题 中 的 边 条 件 的 要 求 ,常常 还 用 到 另外 一 组 线性 无 关 解 , 即 第 
一 类 和 第 二 类 Hankel 函数 . 
HY (z) = J,(z) + iN,(z) 


(A6.7) 
H‘? (z) = J,(z) + iN, (z) 
同样 ,用 式 (A6. 6) 可 以 证 明 
HY H‘2 阁 

| HO H92/ 二 元 之 (A6. 8) 

即 HW 与 H'2 是 线性 无 关 的 . 

利用 方程 (A6. 1) 可 证 明 下 列 递 推 关系 ， 

I= 多 ,一 J 或 J 二 J 一 22] (A6. 9) 
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J 一 二 机， 一 六 
之 


J 一 过 由 一 J 尘 Fl 一 JJH) Q 关 0) (A6. 10) 
0 一 一 中 

ye ge CAG. 11) 
dz . ， 

了 人 (CA6. 12) 


以 上 递 推 公式 对 N, .HY 、H3 等 都 同样 适用 . 
当 | z| 一 十 ce 时 ,Bessel 函数 的 渐 近 行为 


on ed 


H‘? (z) co/ exp(—i[z— (+ 到 ) 部 | (A6. 13) 


整数 阶 Bessel 函数 可 表示 为 
CO ( 1)2 之 2KHz i / 


k=0 


N, (z) 的 式 子 较 繁 ,此 处 不 再 给 出 . z 二 0 点 是 J],(z) 的 常 点 ,是 N,(z) 的 奇 点 . 在 z= 
0 附近 ,这 些 函 数 的 性 质 如 下 ， 
Jo0) 二 1， 上 (0)=0 (2 之 也) 


No(z) cc 全 In 之 
nT 2 


Ca 一 1D)17z Nm 
N,(z) cc 一 让 二 (> (n> 1) 


HD (x) cc i LIn 之 (A6. 14) 
元 2 


HY (z) oi 名 一 二 (In 对) (2 之]1) 
工 2 


a A 
Lg 2 


.nn— DI/z\” 
0 a ea (n> 1) 


2. 球 Bessel 方程 


球 Bessel 方程 为 
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中 d 
5 二 二 到 二 [1 一 全 |y=0 CAG. 15) 
通常 1 二 0,1,2,…. 今 
yz) = 应" 
则 
2 2 
ra (A6. 16) 


这 正 是 半 奇 数 (1 十 1/2) 阶 Bessel 方程 ,其 解 可 表示 成 初等 函数 . 式 (A6. 15) 的 两 个 
线性 无 关 解 常 表示 成 球 Bessel 函数 和 球 Neumann 函数 


jz) 二 总 Juva(z) 


m(Zz) = (~— 1)4 2 -1 (7z) = (~) (7) 


或 者 它们 的 线性 全 加 ,例如 , 球 Hankel 也 数 
h(x) = j(z) in (7) 
hr (x) 一 jz) 一 in (zx) 
jz) nm(Cz) 与 h(Cz) 可 表示 成 


jz = (一 D'z! (和) sz 


(A6. 17) 


(A6. 18) 


n(xz) = (— Dm (二 d ) (A6. 19) 


例如 ， 


sinzx 


jo 7) = EE, nm (zx) =— 
yr 


_ sinx cosx cosrz sinx 
jz) = 一 一， ni(z) 一 一 一 一 一 一 一 
TI 并 并 并 


jz (zy) = ( 误 二)sinz 一 地 cosz (A6. 20) 


nz (X) 一 一 (三 一 三 )eos 一 总 sinz 


ee 
Tr 


hi (x) =— (全 十 总)expGiz) 
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hs (x) = (二 一 襄 一 号)exp(iz) 
Wronski 行列 式 
] m1 h, hb | gi 
并 
递 推 关系 
J 二 2 一 jm 或 jm 十 ji = 二 ti (Ll > 0) 
jm 一 入 二 一 
或 
j= Din] = i jm 
Ej) i 
ad 


dz i =— Xj 


上 述 式 子 对 于 nm、hy、hy 也 同样 适用 . 
其 他 一 些 有 用 的 关系 式 : 


neji 一 Dj 一 
Tr 
1 es ] 
(zx2j1)’ = zj 
[cpaz = 一 in 
| jzzaz = Tj (ZX) 
jj8zrdz 一 地 (8 一 jin) 一 南环 借 十 nj 
Ee 
| 和 ?dz 生 7 (一 j je) (>0) 
利用 式 (A6. 13) 与 (A6. 14) ,可 以 看 出 以 下 渐 近 行为 


1 
TX—0 ji(z) CC FD 


ni (z) oc— (21— 1)11/x 


(A6. 21) 


(A6. 22) 


(A6. 23) 


(A6. 24) 


(A6. 25) 


(A6. 26) 
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hi Cx) cc—i(21— 1)11/zt! 


ro0 jz) cc 一 sin 人 z = 
n(x) cc 一 ceos(z 一 节 ) (A6. 27) 
h, (z) cc 一 二 exp[iCz 一 Zr/2) 


3. 变型 Bessel 方程 
变型 Bessel 
9 十 寺 1 9 一 (1 十 与 jy = 0 《z 为 实 变数 ) CAG6. 28) 


令 zx 一 i， 之 y Bessel 方程 . v 关 整数 时 ,J],(iz) 与 J_,(izx) 是 此 方程 
的 一 组 线性 无 关 解 . 为 使 v==n( 整 数 ) 时 ,方程 (A6. 28) 的 解 为 实数 ,引进 变型 Bes- 
sel 函数 工 ， 


| exp (一 去 i )J,[zexpCin/2)], 一 X< argz 过 也 
L (Zz) | (A6. 29) 
[exp (ism )J, Lrexp(— 3ri/2) ]， 和 argrt<x 


用 式 (A6. 2) 代 入 ,得 
| i i 
工 (z) = ( > er | ,| argz| < (A6. 30) 


k=0 


v 天 7( 整 数 ) 时 ,lL (Zz) 与 1, (Zz) 是 方程 的 一 一 组 线性 无 关 解 ,y= 二 n 时 ， Ek: (x) 一 工 (x) 9 
二 者 相同 . ee 


K, (z) 一 Zein Ll C7) —L(z)] 


1 [x exp(ix/2)] 书 T< arg 工 去 | 


2 孚 exp 人 (一 型 )H2 [zx exp(— ix/2)] 区 3 << arg 工 魏 7 ) 


2 
(A6. 31) 
(7Z) 与 K,(zx) 是 方程 的 一 组 线性 无 关 的 解 . 
I (xz) 在 z==0 处 有 界 
hl LO mSD 
ZX 二 0 点 是 K, (xz) 的 奇 点 , 当 z>0, 有 下 列 发 散 行为 
Ko (x) cc 一 ln 
K (zy ec 包 一 1 -Di (到 Cs (A6. 32) 
而 当 zx->co 时 ,有 下 列 发 散 行为 
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工 (z) cc ez 
. (A6. 33) 
K, (zx) NE 
附录 七 ” 径 向 方程 解 在 奇 点 r+ 二 0 邻 域 的 行为 
中 心力 场 中 粒子 的 径 向 方程 
9 2 和 十 人 IE—V(n)]— 4 IR =0 
en (A7.1) 
r 一 0 是 方程 的 正则 奇 点 . 设 
ge eg (A7.2) 
则 当 >0 时 ,相应 于 指标 方程 两 个 根 % 一: 和 ss 二 一 (十 1), 有 两 种 渐 近 行为 的 解 : 
R(r) cc +, R(r) cer! (rr — 0) (A7. 3) 
下 面 我 们 将 论证 : 
(a) 物理 上 人 允许 的 解 ,在 一 >0 的 渐 近 行为 只 能 是 


R(r) oer (A7. 4) 
男 一 种 浙 近 行为 解 必须 握 弃 . | 
(b) 采用 级 数 解法 求解 时 ,相应 于 两 个 指标 5 二 7 和 ss 二 一 (十 1) 的 形式 如 式 
(A7.7)( 见 下 ) 的 解 , 有 时 是 线性 无 关 的 (例如 ,三 维 各 向 同性 谐振 子 ,自由 粒子 , 球 
方 势 阱 内 部 ), 有 时 则 是 线性 相关 的 ( 即 只 有 一 个 解 是 独立 的 ) ,因而 另 一 个 线性 无 
关 解 需 用 另 法 求 之 . 但 不 管用 何 种 方法 求解 ,两 个 解 在 一 0 的 渐 近 行为 总 不 外 式 
(A7, 3) 所 示 的 两 种 . 
以 下 都 采用 自然 单位 ,一 方面 可 以 使 运算 过 程 书写 简化 , 另 一 方面 便于 探讨 不 
同 势 场 的 解 的 联系 . 


1. 三 维 各 向 同性 谐振 子 


考虑 到 要 求 在 一 ~ce 处 波 函 数 有 界 , 令 (自然 单位 ,w 一 天 一 w 一 1) 
R(r) = exp(—7r:/2)X(7) (A7. 5) 
则 


和 + (一 27)x a sa A x 过 和 CA7.6) 
在 正则 奇 点 一 ”0 邻 域 , 采 用 级 数 解 法 , 令 
X(Cr) =r Nar (a0) (A7.7) 
k=0 
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代入 式 (A7. 6) ,得 
SD) {LG+R G+E+D IF DI + [2E— 3— 2 +h)]r)a, = 0 
k=0 


(A7. 8) 
由 一 项 系数 为 0, 可 求 出 指标 方程 
SG 十 1) 一 上 CC 十 1) 一 0 (A7. 9) 
由 此 求 出 两 个 根 
51 一 /， s2 一 一 (十 1) (A7. 10) 
按 式 (A7. 8) 可 求 出 相 邻 项 系数 的 关系 
ke BB 
(1) 5 一: 情况 
由 式 (A7.8) 中 六 :项 系数 为 0, 得 出 
[Cs 十 1)(G 十 2) 一 CC 十 1)]ai =0 (A7. 12) 
对 于 * 一 ! 根 , 必 须 a 一 0, 因 此 as 王 a 一 … 一 0. 级 数 中 只 剩 下 有 一 22 02 一 0,1， 
2,…) 次 项 ,而 
2E— 3— 2 二 2n) (A7. 13) 


a 
考虑 到 此 级 数 的 渐 近 行为 (一 co) 与 exp(x?) 相 同 ,代入 式 (A7.5), 波 函数 在 r>oo 
时 无 界 , 不 合 物理 上 要 求 , 因 此 要 求 级 数 中 断 为 一 个 多 项 式 , 即 要 求 当 n=n, 时 ， 

2E—3—2(+2n)=0, nn,=0,1,2,.… (A7. 14) 
这 样 就 求 出 了 
E= (2n;, 二 l 二 3/2) = (N+ 3/2) 
入 一 2m 十 1 一 0,1,2，… (A7. 15) 
(2) 3 一 一 (十 1) 情 况 
由 式 (A7. 12) 给 出 2la1 二 0, 对 于 ! 夭 0 情况 ,ai 一 0, 因 而 as 一 as 一 … 一 0. (1==0 
情况 另行 讨论 . ) 级 数 中 也 只 剩 下 二 2n 项 ,而 式 (A7. 11) 化 为 
Bs De ek ee. n= 0,1,2,.… (A7. 16) 
(2n 十 2) (2n 一 7 十 1) 
式 中 分 母 不 可 能 为 0. 如 瓦 仍 取 式 (A7. 14) 所 给 本 征 值 ,上 式 分 子 不 可 能 为 0, 因 而 
必 为 无 穷 级 数 解 . 由 azwrz/ao, 一 二 (n>o0), 可 判断 当 + 一 co 时 ,用 无 穷 级 数 解 


ccexp(7”) ,代入 式 (A7. 5) ,所 得 解 是 物理 上 不 允许 的 . 但 如 果 与 % 一 ! 情况 同样 处 
理 [ 见 式 (A7. 14)] ,让 


2 十 2 一 1 一 42 一 0， n; 一 0,1,2,… (A7.17) 
则 级 数 解 也 可 以 中 断 为 一 个 多 项 式 , 似 乎 也 可 以 接受 . 这 样 ,得 出 能 量 本 征 值 
E= (27 一 (十 1/2) (A7. 18) 
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相当 于 式 (A7. 15) 中 盖 一 (十 1D). 此 时 刁 可 以 为 一 ce, 这 个 解 是 物理 上 不 能 接受 
的 . 这 个 解 也 可 以 从 波 函 数 的 统计 诠释 予以 排除 . 按照 统计 诠释 对 波 函 数 提出 的 要 
求 ( 见 2.1 节 ), 当 >0 时 , 设 yeel/r, 则 必须 <3/2, 否 则 在 rz0 邻 域 中 任意 小 体 
积 元 中 找到 粒子 的 概率 并 不 随 小 体积 元 趋 于 0 而 趋 于 0. 对 于 X(r)ocr-4+? Cr->0) 形 
式 的 解 ,z 天 0 情况 显然 是 不 允许 的 .对 于 /一 0 情况 ,X(r)cc 二 (r->0) , 它 并 不 违背 
统计 诠释 的 要 求 . 但 /二 0 情况 ,形式 如 下 的 解 : 

hc exp( 一 /2) 二 站 oc 二 (r — 0) 


并 非 Schr6dinger 方程 的 解 (如 果 要 把 + 二 0 点 包含 在 内 ), 因 为 V? 二 一 一 4r8(r)， 


因而 


(H—E) 1 = 2 SCr) CA7.19) 
r . 
2. 三 维 自由 粒子 
径 向 方程 为 
dR ， 2 dR rzer 十 lp 
[a8 3 IR 0 (A7. 20) 
令 
k= VE/kh, é€=kr (A7. 21) 
则 
dR, 2 dR _ UU+DT, 
站 下 二 | IR=0 (A7. 22) 
正 是 球 Bessel 方程 . 它 的 两 个 线性 无 关 解 为 球 Bessel 函数 和 球 Neumann 函数 ， 
ji(kr) = / Fp JH (kr) (A7. 23) 
m(kr) 一 、/ pr (kr) 
m0 时 ,它们 的 渐 近 行为 是 
aa RY 
jkr) oo ocr 
(27+ DI!! 
r=0 (2 一 站 1 0 
mi (pr ) 一 > 一 全 人 二 一 一 人 一 一 cc 六 后 1 


(kr)t! 

它们 都 不 是 平方 可 积 的 . 因此 ,借助 于 平方 可 积 条 件 并 不 能 只 排除 它们 之 中 的 一 
个 ,而 是 全 部 都 排除 掉 , 所 以 此 论据 不 妥当 . 正确 的 论证 仍 应 与 三 维 谐振 子 相同 . 
性 0 的 解 m (kr) 在 r->0 的 渐 近 行为 是 统计 诠释 所 不 允许 的 . 而 对 于 /二 0， 
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__ Coskrr™0 1 
no (kr) = es Te (A7. 25) 


它 不 是 Schr6dinger 方程 的 解 ( 如 包含 r= 二 0 点 在 内 ). 
A.， Messiah 给 出 另 一 种 论证 方式 . 在 平方 可 积 的 态 矢 y 张 开 的 空间 中 ,根据 
径 向 动量 
公 = 一 过 (元 十 二 (A7. 26) 
的 厄 米 性 要 求 ， 
0= Bp — Bpp = [Ly By — Bp gaz 
-Ho i 


limxw = 0 (A7. 28) 


式 (A7. 27) 右 边 才能 为 0, 因 而 名 (从 而 瓦 ) 的 厄 米 性 才能 得 到 保证 . 凡 渐 近 行为 是 
yo 责 (r — 0) 

的 解 , 均 不 满足 式 (A7. 28) ,都 应 予以 气 弃 . 

3. 二 维 各 向 同性 谐振 子 


径 向 方程 (自然 单位 ) 表 示 为 
二 
[i php pI ? jw 
m= 二 0, 土 1, 土 2,…: (A7. 29) 
考虑 到 p>oo 波 函数 要 求 有 界 , 今 
R(p) = exp( 一 02/2)X(Co) (A7. 30) 
则 式 (A7. 29) 化 为 
一 一 2 2F 一 区 一 2 0 (A7. 31) 
pe 人 oj 证 ( 家 )x = 
在 正则 奇 点 p= 二 0 邻 域 , 令 
X(p) = 0 (ao 天 0) (A7. 32) 
k=0 


代入 式 (A7. 31) ,得 
阿 {[ (Cs 十 开 )? 二 机 [2E—2—2(s+&k) po}a: = 0 (A7.33) 


k=0 
最 低 次 项 gp” 系数 二 0, 得 出 指标 方程 
i (A7. 34) 
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因此 
s 二 士 |m| (A7. 35) 
再 根据 o 六 :项 系数 =0, 得 
[G+1):—m:ja 一 0 
根据 式 (A7. 35) ,必须 
al 一 0 (A7. 36) 
由 式 (A7. 33) 可 求 出 


_ QE— 2 
CEH2 Co (A7. 37) 


由 式 (A7. 36) 与 (A7. 37) ,可知 az411 二 0,n 二 0,1， es … 级 数 中 只 剩 下 & 一 22(7 一 
0,1,2,……) 项 . 
对 于 s 二 |m| 根 ， 
PE lm 2)—2(m|+ 2n), 
i Wl 
n= 0,1,2,. (A7. 38) 
按照 波 函 数 在 p>co 处 的 束缚 态 加 条 件 ,要 求 级 数 中 断 为 一 个 多 项 式 ， 由 于 上 式 分 
母 不 为 0, 所 以 要 求 
(2E—2)—2(|ml+2m)=0 
7 = 0,1,2,.， |m| = 0,1,2,.… 
即 
二 (2m 十 |m| 十 1) 《自然 单位 ) (A7. 39) 
对 于 s 二 一 |m| 根 , 式 (A7. 37) 化 为 
i 和 a (A7. 40) 
车 玉 仍 取 式 (A7. 39) 给 出 的 本 征 值 . 除 m==0 外 ,上 式 分 子 不 可 能 为 0, 而 分 母 可 化 
为 (2n 十 2) (2n 十 2 一 2 mm| )= 二 4(n 十 1)(x 一 |m| 十 1). 当 n==|m| 一 1 时 ,分 母 为 0， 
因此 ,要 求 az "| -: 王 0. 联合 式 (A7. 40) ,可 得 
Q2|ml-2 一 0zlnl 一 … 一 az 一 ao 一 0 (A7. 41) 
但 这 与 假设 co 天 0 矛盾 2. 因此 径 向 方程 的 另 一 个 线性 独立 解 需 用 另 法 求 之 . 它 
是 2 


Q2nt2 一 一 


@ ”如 认可 式 (A7. 41), 就 会 发 现 得 出 的 级 数 解 与 *= |m| 根 相应 的 解 是 同一 个 解 . 因为 此 时 级 数 从 
a2iml 才 开始 不 为 0, 不 为 0 的 首 项 c<o- 中 。pozm4 一 plml ,而 相 邻 项 系数 的 关系 为 [在 式 (A7. 37) 中 , 令 = 
2|m| 十 2 一 0,1;2.…] 


= CE 一 2) 十 2|zz| —2(|m| 十 20 
Ge olen (—|m|+t2|m|++2y+2)?—m lw 二 加 
i 各 ee 
EE ol) 
这 与 式 (A7. 38) 实 质 上 相同 . 
@ ”参阅 王 竹 溪 、 郭 敦 仁 《 特 殊 函 数 概论 》, 科 学 出 版 社 ,1979. 
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Xz Cp) = gxXi(p)lnpt+ oe ™ pe: (A7. 42) 
其 中 六 (p) 就 是 与 根 ;二 |m| 相应 的 无 穷 级 数 解 [ 见 式 (A7. 32)] 
可 以 看 出 ,对 于 m 了 0 情况 , 当 p>0,Xs(p)ccp-". 但 根据 统计 诠释 要 求 ( 见 
2.1 节 ), 这 是 物理 上 不 允许 的 . 对 于 m 一 0, 当 p>0,Xs(p) cclno, 但 它 不 是 
Schr6dinger 方 程 的 解 ( 如 包含 o 一 0 点 在 内 ). 因为 二 维 Laplace 算 子 对 Inp 的 运算 
Vi’?lnp 一 一 SCz)3Cy) (A7. 43) 
因此 


(H— Elno = Cz)80) (A7. 44) 


所 以 只 有 与 根 ;二 |m| 的 解 (多 项 式 解 ) 才 是 物理 上 允许 的 ,相应 的 本 征 值 由 式 
(A7. 39) 给 出 . 


4. 二 维 氢 原子 
径 向 方程 表示 为 (自然 单位 ,二 py 二 x 二 1) 


dg ld_m 2 
人 +2Et RD 一 0 
m 一 0, 土 1, 土 2,… (A7. 45) 
考虑 到 波 函 数 在 o>oo 的 渐 近 行为 , 令 
R(p) = exp( 一 po)XCo) (A7. 46) 
B= v2E (E<0) (A7. 47) 
则 
{1 28)y’ a 
z 六 28)x +|Q B) 皮 0 (A7. 48) 
令 
X(o) 一 >yaupt (a0) (A7. 49) 
k=0 


代入 式 (A7. 48) ,得 
{[C 十 8? 一 m2 jo 十 [一 2BCs 十 8) 十 (2 一 BD Jp}as 一 0 
天 一 0 


(A7. 50) 
比较 最 低 次 项 系数 ,得 
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所 以 
5 一 土 |m| (A7. 51) 
对 于 s 二 |m| 根 ,由 式 (A7. 50) 得 
ed 0s lan nm 
(& 十 1) G21m| 十 十 1) 
k=0,1,2,. (A7. 52) 
同样 ,为 保证 o>oo 波 函数 有 界 , 级 数 必须 中 断 为 一 个 多 项 式 ,考虑 到 上 式 分 母 不 
为 0, 所 以 要 求 
2—BCQ|m|+2m+1)=0, n= 0,1,2, (A7. 53) 
由 此 得 出 


_ 1 
i 

由 式 (A7. 47) ,得 

E=—f/2 一 一 去 (自然 单位 ) 

届 一 吉 十 | 加 | 十 喜 一 冯 ; 学 ; 记 ，… (A7. 54) 

对 于 s 二 一 |m| 根 ， 
_ 2—B(—2|m| 二 24 十 1) 

ee 9 
当 & 二 2|m| 一 1 时 ,上 式 右边 分 母 为 0, 为 使 展开 系数 有 意义 ,必要 求 a21 | -1 二 0， 
联合 式 (A7. 55) , 知 


421ml-1 一 4zlml-2 一 … 一 al 一 0 一 0 (A7. 56) 
这 与 a。 关 0 矛盾 0. 这 表明 方程 的 另 一 个 线性 独立 解 需 用 另 法 求 出 . 它们 是 
Xzap) = gXi plnot+ po ™ 2) bos (A7. 57) 
k=0 
与 二 维 谐振 子 相同 ,这 个 解 也 应 予 握 弃 ， 
5. 二 维 自由 粒子 
径 向 方程 为 
起 (中 ld mm > 
3 1 )RCp) = ER(p), E>0 (A7. 58) 
令 


@ 如 认可 式 (A7. 56) , 则 级 数 从 ajzml 开始 不 为 0, 此 时 不 为 0 的 首 项 ocp lml12lml 一 om ,而 相 邻 项 系数 
的 关系 为 [在 式 (A7. 52) 中 令 &=2|m| 十 y,vy=0,1,2,…] 


_ 2 一 8C2|z| 十 2 十 1) 
1 


此 式 与 式 (A7. 52) 实 质 上 相同 . 因此 ,得 出 的 解 与 ;= |m| 情 况 是 同一 个 解 . 


‘y=0,1,2,.… 
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& 一 V2E /ji， 8 一 加 (A7. 59) 
式 (A7. 58) 化 为 | 
ld /1_ mp a a 
蜂 + 士 设 +(1 车)R=0, m 二 0, 土 1, 土 2， (A7. 60) 


此 乃 整 数 阶 Bessel 方程 . 众所周知 ,与 指标 方程 的 两 个 根 ;= 土 m( 以 下 为 方便 , 取 
ml0) 相 应 的 解 J。(&) 和 J-m(&) 是 线性 相关 的 . 通常 取 另 外 一 个 线性 独立 解 为 
Neumann 函数 


Ne = cosmrJn (© — J-n(é) (A7.61) 
sinmx 
2 一 0 时 ,他 们 的 渐 近 行为 是 
JRO) cc OP (m > 0) 
Na(kp) cc 0 (m > 0) (A7. 62) 
No (kp) CC lnpo 
Nn(\&o) 解 必须 据 弃 的 理由 同上 . 


附录 八 自然 单位 


采用 自然 单位 ,就 是 以 体系 的 几 个 基本 的 特征 量 作为 相应 的 物理 量 的 单位 . 在 
具体 的 计算 中 ,可 令 相应 的 物理 量 或 参量 为 1, 因 而 在 运算 过 程 中 这 些 参量 不 再 出 
现 . 我 们 只 需 在 最 后 的 计算 结果 中 按照 各 物理 量 的 量 纲 添上 相应 的 单位 即 可 . 自然 
单位 的 优点 是 ,一 方面 运算 过 程 的 书写 可 以 简化 , 另 一 方面 是 使 人 对 体系 的 各 种 特 
征 量 的 数量 级 有 清楚 的 印象 . 此 外 ,使 用 自然 单位 还 便于 研究 不 同体 系 的 数学 处 理 
之 间 可 能 存在 的 密切 关系 ,例如 ,研究 各 向 同性 谐振 子 势 和 Coulomb 势 中 粒子 的 
能 量 体 征 值 和 本 征 函数 的 关系 . 为 方便 起 见 , 我 们 在 表 A. 2 中 给 出 几 种 常见 位 势 
中 粒子 的 自然 单位 ,以 供 查 阅 . 其 中 包括 : 


1) 5 势 
V(x) = 8(Cz) 
2) 线性 势 
Fr, xz>0(F>0) 
一 维 V(xz) = a 
二 维 V(7) = 
3) 谐振 子 势 


一 维 V(z) = 3 Hw 2 22 


二 维 V(o) = ; wp 
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4) Coulomb 势 
V(7) = 一 三 
对 于 类 所 原子 ， 
k= Ze? 
对 于 氧 原子 (Z 二 1)， 
k= 
表 A.2 自然 单位 


Coulomb 势 
一 起 一 /一 1 


He [下 


谐振 子 势 


(RF2 /1) Ys 


(2 /pF) Ys 下 /pr 
(pk/ FP? )1/3 3 /pue? 
ChF/p2) 3 Ke/ 


(uhF) /3 
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常用 物理 常量 简 表 


Gauss 单位 制 
Planck 常量 由 一 6. 626 075 5(40) X10-34J。s h=6. 626X 10-27erg。s 
丰 一 几 /2r 一 1.054 572 66(63) X10-34J。s 声 一 1.055XX10-27erg。s 
一 6.582 122 0(20)X10-22MeV。s 一 6.582X10-22MeV。s 
真空 光速 c=2. 997 924 58X108m 。s-1 c=2. 998X10I10cm。s-1 
电子 电荷 e 一 1. 602 177 33(49)X10-18C e 一 4.803X10-10esu 
质子 质量 单位 = 总 czC 原子 质量 ) 


2 一 1. 660 5X10-2g 


一 1. 660 540 2(10) X10-27kg 
一 931. 494 32(28)MeV/e? 


真空 电容 率 E0 ) ee e0 一 1 
真空 磁 导 率 p10 po 一 1 

e0=8. 854 187 817…X10-12F。mr-1 

po 一 4rX10-7N。A-: 
精细 结构 常数 a=e?/4neofic=1/137. 035 989 5(61) a 一 ez /fc>1/137 
电子 质量 me 一 9. 109 389 7(54) X10-31kg me 一 9. 109X10-28g 

一 0. 510 999 06(15)MeV/e? 一 0. 511MeVVc2 

Bohr 半径 a 一 4reo 契 /zee2 一 0.529 177 249(24) X10-10m | a 一 起 /zse2 一 0.529X10-8cm 


电子 Compton 波长 | 六 一 /mec 一 3. 861 593 23(35) X10~l3m Ne=f/mec =3. 862X10-ilcm 


电子 经 典 半径 思 一 62 /dnmeomec’ =2. 817 940 92(38) X10-15m | r=e?/mec?=2., 818X10-!3cm 
Rydberg 能 量 hcRo =meet/ (4neo)?2h? 一 miec2a2/2 


hcRo 一 mmse4/282 一 13. 6leV 
一 13. 605 6981(40)eV 


一 efi/2me 一 5. 788 382 63(52) X 10-1 
Bohr 磁 子 全 二 。 B=ek/2mec =9. 273X10-2lerg/Gs 
已 . 
质子 质量 myp =1. 672 623 1(10) X10-? kg 二 
mys 一 1. 672 6X10-24g 
=938. 272 31(28)MeV/c? 
一 938. 272MeV/c? 
一 1. 007 276 470(12)u 
一 1 836. 15m. 
一 1 836. 152 701(37)me 
中 子 质量 7 一 939. 565 63(28)MeV/c? mn=939, 566MeV/e? 
ma—mp=1. 293 318(9)MeV/c? ma —mp=1. 293MeV/c? 
Boltzmann 常量 | 8=1. 380 658(12)X10-23] K-1 k=1.3807X10-1erg. K-! 
一 8. 617 385(73) X10-5eV K-! 一 8. 617 4X10-5eV . K-! 
Avogadro 数 JNA 一 6. 022 136 7(36) X1023mol-1 NA=6. 022X1023molr-1 


换算 关系 :1A 一 10-1m 一 10-scm=0. lnm 
lm 一 10-5m 一 10 13cm 
lb(barn)=10 m=10 cm 
leV=1. 602 177 33(49) X10-13]=1. 602 X10 i?erg 
0C=273. 15K 
本 表 选 自 Particle Data Group 编 ,Review of particle properties, Phys Lett. ,B204(1988). 
还 可 参阅 E.R. Cohen and B. N. Taylor, Physics Today, Aug. 1993, p. BG9-BG12. 
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| 
贺 | 


一 维 Coulomb 热 235 
一 维 定 态 问题 “60 
一 维 氮 原子 235 

一 维 散 射 问题 74 
一 维 谐振 子 ”81 


| 


二 能 级 体系 372 

二 维 Coulomb 势 231,233 

二 维 Coulomb 散射 ”450 

二 维 各 向 同性 谐振 子 231,248,254,532 

二 维 氨 原 子 231,234,235,452,455,534 

力学 量 39,50,52-54,121,131-133,135-138, 142- 
145,266,269-273,275,382 

力学 量 完全 集 142-144, 155, 156, 191, 232, 253， 
.303,307,332,385,451 


后 | 


久 期 方程 367 

三 重 态 302, 304, 305, 348, 423-425, 438, 461， 
463,476,484,488 

三 维 各 向 同性 谐振 子 201,209,222,223,231,529 

三 原子 直线 分 子 477 

乏 正 变换 161,166,167,174, 204,206, 263, 341， 
342,369 

么 正和 矩阵 ”264,265 


四 画 
不 含 时 微 扰 论 390,391 
不 确定 度 关系 35-38, 66, 80, 81, 86, 101, 114， 


118,136,151,155,160,239,281,317,396,496 
厄 米 算 符 ”130-133, 136-138, 142, 144, 145， 147， 


9)” 


149,167,171,191,328,338,382,401,466 

比 热 7 

中 心力 场 155,165, 170, 190-195, 201, 204, 207， 
221-235, 253, 289-291, 319, 387, 397, 426, 427， 
446,471,529 

内 豪 角 动量 282 

内 京 磁 矩 ”218,283,288,289,296,322 

升 算 符 ”329,334 

反对 称 化 算 子 183,184 

反射 系数 75,76,87,88,91,115 

反常 Zeeman 效应 180,281,283,298 

反 磁 性 249 

方位 势 ”74,77 

分 波 法 426,427,430,432,447 

双 6 势 118,119 

双 线 结构 “180,281,282,298,299 

双 原 子 分 子 的 转动 与 振动 473 

双 甸 干涉 ”28,30 

幻 数 256,310,311,315-317,319,320 


五 男 

正 交 性 83,135,136,295,344,400,439,448,467， 
515,519,521 

正则 动量 244 

正 氨 ，463,476 

正常 Zeeman 效应 ”252,254 

节点 18,64,66,72,192,198, 205,210, 228, 236， 
237,249 

本 征 值 49-50,60-64,131,143,274 

左 矢 272 

右 矢 272 

平均 值 ”39-42, 50, 130-132, 154-156, 159-162， 
271,275,278 

平面 转子 24,134,143,362 


@ 索引 以 笔画 为 序 . 同一 笔画 数 中 的 各 词 , 按 第 一 个 字 的 汉语 拼音 的 字母 先后 为 序 . 
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矢 看 系数 ”341-347 

归 一 化 ”32,33,39-41,131,154 

电子 云 217,472,487-490 

电子 对 淹没 ”11,44 

电子 术 射 27,28 

电子 偶 素 11,240 

电介质 的 极 化 率 359 

电 四 极 矩 ”297,317 

电磁 场 ”244,248,398,400 

半壁 无 限 高 势 人 又 。72,201 

本 征 态 , 本 征 函 数 36,49,52,131,140 

本 征 值 36,49,131,140 

对 应 原理 13-15,21,85,96,385 

对 易 力 学 量 完全 集 142,143,314 

对 易 式 ”122-124, 262, 290, 306, 327, 328, 331， 
333,336,340 

对 称 性 ”154,165-167,174-177,190,204,209,253， 
309,328,359,370,387 

对 称 能 ”497,498 

对 数 中 心 势 ”59,190,193,224 

六 男 

动力 学 对 称 性 ”190,204,209,254,441 

动量 本 征 态 41,53,143,145-147,156,180,276， 
277,426 

动量 表象 ”53, 59, 109, 110, 112, 118, 128, 142， 
221,240,276,277 

动量 转移 21,418 

动量 算 符 110,121,124,147,151,168,286 

共同 本 征 函 数 136,143,144, 153, 200,253, 300， 
304,324,451,516 

共 价 键 ”183,487-489 

共振 77-81,90,93,399,405,435-437 

共振 透射 78,79 

共振 宽度 80,436 

全 同 粒 子 175-185,352,353,422-426 

合流 超 几 何 函 数 203, 208, 236, 249, 446, 452， 
522,523 

各 向 同性 谐振 子 190, 203, 204, 209, 318, 375， 
498,536 

交换 对 称 性 ”166, 175-183, 186, 348, 366, 422， 
472,476,484,487,497 

有 效力 程 438 
。542 。 


轨道 杂 化 489,490 

光子 的 偏振 54,55 

光电 效应 4,8,9,23,55 

光 的 吸收 与 辐射 ”397,398 

光 的 波动 说 9 

光 的 微粒 说 ”16 

光学 定理 415,431,432,441 

光量 子 8-13,15,16,23,55 

光谱 项 5,6,13 

因 式 分 解法 327 

吸收 系数 401,411 

回转 磁 比 值 218,282 

回旋 角 频 率 250,262 

刚 球 散射 ”432,434，,462 

气 核 74,178,437,438,502 

传播 子 48 

仲 氧 ”463,476 

自发 辐射 ”395,397,398,401-404 

自 洽 场 ”317,470,472 

自 旋 281-284,301-309 

自 旋 - 轨 道 耦合 289,401,496 

自然 单位 ”82, 93, 95-98, 110, 194, 202-204, 207， 
209, 213, 230-233, 235, 236, 238, 309, 327, 329- 
331,499,529,532-537 

字 称 62,69,70,72,84,88,89,114,117-119,135， 
140,143, 158, 166, 171-174, 235-237, 320, 321， 
325,360,361,366,389,400,401,481,482,501 

守恒 量 142,154-158,165-177,190,191,200,204， 
209,226,251,253,298,327,370,382 

守恒 量 完 全 集 142-144, 155, 156, 162, 191, 232， 
253,288,290,303,307,326,332,385,451 


| 七 画 

形状 因子 421 

形状 因子 421,460 

均匀 电场 25,96,243,262,332,361,362,399,501 

壳 结 构 44,166,254,255, 290, 308-311, 314-317， 
481,490,491 

极 化 ”324, 359-362, 408, 424, 425, 438, 461, 463， 
501,502 

极 化 矢量 324 

束缚 态 ”61,63,64,68-71,79,81,88-90,102,192， 
198,200, 201, 208, 209, 218, 220, 226,250, 309， 


408,437-439,441,445,450,452,455,482-484 

连带 Legendre 多 项 式 518 

连续 变换 167,174 

连续 谱 ”102,134,145,146,152,265,273,274,276 

投影 算 符 127,273,288 

时 间 的 均匀 性 174 

作用 量子 12,23 

低能 共振 散射 ”434 

位 力 定理 156,218,220,221,224, 235, 239, 240， 
243,467,498 

位 形 空间 34,35 

坐标 表象 ”51,53,62,108-110,112,118,121,128， 
133,142,144,220;273,276,277,289,330 

角 动 量 的 耦合 293,340,346,354 

角 动 量 算 符 ”124, 170, 190, 286, 303, 327, 333， 
340,353 

系 综 46,131 

完备 性 143,277,412,512 

初 值 问题 47 

八 男 

表象 52-53,108,109,160-165,240,246,263-279， 
284, 286-288, 291, 306, 307, 330, 336, 340-343， 
370,383,386 

态 密度 67,394,493 

态 倒 加 原理 52-54,57,121,142,166,264 

势 倒 穿 透 44,74 

转 置 算 符 128 

非 简 并 态 微 扰 论 ”357-359 

含 时 微 扰 论 385-387,391-394,398 

径 向 方程 192-194, 196, 200, 202, 207, 221,226， 
227,230,232,248,529,531,532,535 

非 弹性 散射 ”432,439,440 

规范 不 变性 247 

国体 比 热 7,9 

物质 波 15-18,21,27-29,42 

质心 坐标 系 ”325,457-459,472 

受 激 辐 射 ”397,398,401,402,404 

周期 场 102,104,107,118,187 

周期 性 边 条 件 133,134,147 

周期 律 1,23,44,180,206,308-311,481 

变 分 法 194, 356, 365, 465, 467, 468, 470, 481， 
484,499-502 


变 分 原理 ”465,467-470 

单 态 304,305,321,348,378, 423, 424, 439, 463， 
476,491 

波 包 27,34-37, 41,43, 53, 58, 80, 101, 109, 110， 
116,146, 158-160, 181, 186, 361, 395, 412, 414， 
503-506 

波动 -粒子 两 象 性 ”27,28,35,39,53 

波动 力学 18,19,21-23,27,42,48,81,180,414 

波 函数 的 统计 诠释 23,27,31,32,35,36,41,46， 
49,56,62,65,142,145,193,385,531 

定 态 12,17, 49, 50, 60,142,155, 156, 200, 214， 
356,383,395,401 

空间 反射 不 变性 ”88,171,172,177,502 

空间 各 向 同性 168,170 

空间 均匀 性 167,168 

实验 室 坐标 系 457-459,461 

线性 中 心 势 ”193,194 

线性 势 ”93,95,96,108-110,160,194,536,537 

线性 算 符 ”54,121,122,166,171 

组 合 规则 5 


九 


降 算 符 ”327-329,333,334 

标 积 128,145,150,264,265, 267, 270,271, 273， 
274,278,357,367 

相干 登 加 性 29,31,35 

相互 作用 表象 ”386,389 

相对 坐标 180,181,195,411,423,474,476,477 
相位 不 定性 139,287,336,342 

相 空 间 14,47,52,149,327 


划 | 


相 速度 ”505 


相 移 427-433,441,447,454,462,463 

和 矩阵 力学 15,21-23,81,180 

矩阵 表示 “265, 267, 269, 274, 279, 280, 286-288， 
355,380 

氧 分 子 463,476,480,481,484,485,487,488 

和 氨 分 子 离子 480,481 

氧 原子 ”5,11-15,17, 101, 206-218, 222, 223, 231- 
236,361,388,402,441,445,447,452,455 

氧 原子 的 极 化 率 361 

氢 键 491 

选择 定 则 165,166,300,320,363, 368, 377, 378， 
389,405,406,408 
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重力 场 93,97,98,100,101 
一 的 离散 能 级 

重合 积分 482,487 

独立 粒子 模型 ”311,317,470 

类 氢 离 子 212,214,231 

类 氨 离 子 364,365,469 

逆 算 符 126,127 

总 角 动 量 171,186,196,290, 321,333,348, 355， 
378 

总 角 动 量 348 

屏蔽 Coulomb 势 311,316 

屏蔽 效应 ”235,309,311,315,421,469,470 

十 画 

核磁 子 296,321 

原子 单位 ”207,214,315,364,365, 470, 480, 483- 
485 

氨 原 子 15,176,180,364,365,488 

离子 键 ”487,488 

离 化 能 ”365,470 

离心 势能 191,192,201,223,224,474 

离散 谱 64,71,114,264,276 

涨 落 113,131,136,137,241 

能 级 宽度 395 

能 带 结构 “102,104,105 

能 量 本 征 方程 49, 60, 101, 102, 191, 195, 225， 
240,248,356,360,382,470,479,481 ,485 

能 量 - 时 间 不 确定 度 关系 ”394-396 

十 一 画 

球 Bessel 函数 ”197,200 

球 方 势 阱 ”190, 196, 197, 199-201, 209, 227-229， 
239,241,318,319,433,434,437,529 

球 方 势 例 、432,434,462 

球 谐 函数 ”138,140,295,400,429,516,520,521 

耻 迁 速率 ”386,392,393,398-401,405 

跃迁 概率 ”320,385-388,391-393 ,399,402 

脱出 功 9 

旋 量 波 函 数 283 

粒子 数 表象 ”186 

谐振 子 81-86, 110, 201-206, 254, 267, 327-331， 
338,359-361,370-372,498,532 

弹性 散射 ”387,411,418,428,432,439-441,452-454 
。544。 


十 
1 
转 


超 几 何 函 数 443 

超 导 现 象 ”19,46,256,470 
散射 ”6, 10-11, 19, 29, 91, 408-415, 417-429, 431- 
435,437-456,457-464 
一 低能 粒子 434,461 
一 非 弹 性 408 
一 刚 球 “432-434 
一 球 方 势 阱 (人 又) 196,197,227-229,432-437 
一 弹性 2,29,32,118,408,477 

散射 长 度 439,462,463 

散射 波幅 ”90, 92, 412, 413, 418, 420, 425, 427， 
428,432,439,444,447-449,454,455,460-464 

散射 截面 409, 410, 413, 418, 420, 423-426, 431， 
434,436,438,461,463,464 

最 小 作用 原理 16,26 

最 短 光 程 原理 16,26 

量子 化 条 件 13-16,18,22,24,25 

量子 论 12,13,15,21,22,85,179,213-215, 281， 
385 

量子 路 迁 12,13,15,21,157,385,387,390,408 

黑体 辐射 ”2-4,8,9,22 

等 效 原理 ”100,101 

十 三 画 

概率 守恒 44,45,58,60,76,161,166,246,415 

概率 波 29,30,32-35,48 

概率 流 密度 45,50,75,217 

概率 密度 34, 41, 44, 50, 83, 142, 145, 146, 159， 
181,215,283,395 

零点 能 66,83,483 

频率 条 件 12,13,21,398 

简 正 坐 标 478 

简 并 61-64,67,134-136, 140,142, 144, 155,157， 
172,177,179, 191, 192, 200, 203, 204, 206, 209， 
210, 214, 224-227, 229-231, 233, 235, 236, 249- 
256,270, 299-309, 314, 315, 352, 356-358, 363， 
366-372,382,387,391,426,493-495 ,498 

群 速度 27,395,505 

截面 408-411, 413-415, 420-426, 429, 431-436， 
439,440,443,445,459-463 

微 扰 ”302, 356-361, 363-371，373-380，384，386- 


394,415,417,470 
突 发 一 384 
常 一 392 
周期 ~ 391,392 
微 扰 论 319,356-358,366-367,369, 370,384-386， 
390,415-417,470 
束缚 定 态 ~ 356 
简 并 态 ~。 302,366-370 
非 简 并 态 ~ 357-359 
含 时 ~ 385-387,390 


十 四 画 


磁化 率 378,495 

磁 共 振 1 

磁 矩 175,217,218,248, 249, 253,282,289, 296， 
320,324,325,379,405,495 

磁 通 量 量子 化 ”260 

算 符 ”39-41,121-135,144, 166-170,171, 173， 174， 
176, 177, 191, 244, 266-269, 274-276, 284-287, 
296,328-329,340,442 


算 符 的 函数 ”127 
算 符 的 乘 宕 125 
谱 的 分 解 35 
十 五 画 以 上 
隧道 效应 76 
耦合 谐振 子 370 
箱 归 一 化 147 


激光 23,397,400,403 ,404 


Bell 基 306,307 

Bessel 函数 524-528 

Bloch 定理 ”104-106 

Bohr 半径 ”209,215,445 

Bohr 磁 子 281,282,289,296,495 
Boltzmann 伴 恋 7,13 
Born-Oppenheimer 近似 ”366,472,473,480 
Born 近似 ”415-420 

Bose-Einstein 凝聚 ”22 

Bose 子 46,178,184,185,257,352,353 
Bose 统 计 22,178,283 

Breit-Wigner 公式 ”80,434,436,437 
Clebsch-Gordan 系数 ”341-344,350 


Compton 波长 11 
Compton 散射 ”11 
Cooper 对 257 
Coulomb 场 207,231,233,298,311,410,443 
Coulomb 散射 ”420,444,445,447-449,451 455 
Dirac 梳 107 
Dirac 符号 ”272-277 
Fermat 最 短 光 程 原理 ”26 
Fermi 子 46,178,179,183,185,352,353,476 
Fermi 气体 487,492-494,496-498 
Fermi 统计 23,178,283 
Fermi 能 量 493 
Fermi 黄金 规则 394 
Floque 定理 ”102,104 
Fourier 分 析 34,394,503,504 
Gauss 波 包 36,37,503,504,506 
Green 函数 415,416 
8 因子 218,282,289,296 
Hartree 自治 场 470 
Heisenberg 方程 162,187,243 
Heisenberg 图 像 160-163,165,187 
Hellmann-Feynman 定理 192,218,240 
Hermite 多 项 式 ”82,83,85,86,267,361,512-516 
Hilbert 空间 145,162,264,272 
Jacobi 恒等式 123 
Landau 能 级 248-252,254,262,331,332 
Larmor 角 频 率 ”250 
Legendre 多 项 式 439,448,512,517,519 
Lippman-Schwinger 方程 415,416 
LS 耦合 348 
Lyman 线 系 211,367,403 
Maupertuis 最 小 作用 原理 ”16 
Meissner 效应 ”259,260 
np 散射、437,438 
Paschen 线 系 5,14,212 
Pauli 矩阵 284,287,288,337 
Pauli 原理 178-180, 183, 184, 308-310， 348, 472， 
492,493,495-498 
Pickering 线 系 15,212 
Planck 公式 ”3,4,8 
Planck 理论 8,11,16,38,538 
Poisson 括号 123,187 
Rayleigh-Jeans 公式 3,4,402 
。545 。 


Regge 极 点 449,451 

Rutherford 模型 7,12,13 

Rydberg 常量 5,14,210,455 

Schmidt 公式 ”296,320 

Schr6dinger 方 程 27,29,42,44-52,101,154,161， 
166,174, 192-194, 230, 235, 244, 247, 248, 253， 
258,271,275,298, 382, 386, 397, 413, 415, 427， 
442,465-467,474,531,532,534 

Schr6dinger 因 式 分 解法 327 

Schr6dinger 图 像 160-165 

Schwinger 表象 ”337 


。 546 。 


Slater 行列 式 184 

Stark 效应 ”359,361,367,390,391 
Stern-Gerlach 实验 282 

Thomson 模型 ”6,7,12 

Van der Waals 力 366 

Wien 公式 2,3 

Woods-Saxon 势 190,201,318,319,496 
Zeeman 效应 ”252,301 

8 势 阱 64,88-91,112,118,237,238 

6 势 侈 ”86,88,90,91,117,119,120 

6 函数 35,53,146-149,273,393,506-512 


